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Introduction

Les mathématiques sont parfois surnommeées " reine des sciences ". Elles sont un
ensemble de connaissances abstraites résultant de raisonnements logiques appliqués a
des objets divers tels que les nombres, les formes, les structures et les transformations.
Elles possedent plusieurs branches telles que : 1'arithmétique, 1’algebre, I’analyse, la
géométrie, la logique mathématique, etc. On désigne par Algebre 'ensemble des mé-
thodes mathématiques visant a étudier et développer les structures algébriques et a
comprendre les relations qu’elles entretiennent entre elles. En un sens tres restrictif,
I'analyse est la partie des mathématiques s’intéressant aux questions de régularité des
applications d"une variable réelle ou complexe : on parle alors plus volontiers d"analyse
réelle ou d’analyse complexe.

Les mathématiques, 1'étudiant les a certainement manipulées aux cycles précédents.
Dans le supérieur, il s’agit d’apprendre a les construire. La premiére année pose les
bases et introduit les outils dont il aura besoin par la suite. Elle est aussi I'occasion de
découvrir l'aspect esthétique des mathématiques et leurs applications dans les autres
domaines tels que : la physique, la chimie, la biologie et I’économie, dans lesquels le for-
malisme mathématique s’applique et permet de résoudre des problemes, par exemple :
variation du volume d"un gaz en fonction de la température et de la pression, position
d’une comete en fonction du temps, nombre de bactérie en fonction de la nourriture,
etc.

Ce polycopié "Mathématiques 1 " est le fruit d'une disaine d’années d’enseignement
aux étudiants du tronc commun Sciences de la Matiére (SM). C’est un outil pédago-

gique qui facilitera a nos étudiants la prise de notes pendant le cours et aussi leurs
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permettra de traiter les exercices. Il est réparti en deux :

I. Partie Analyse:

Cette partie débute par 1'étude de la théorie des ensembles, puis la structure de
corps des nombres réels. Les chapitres suivants sont consacrés aux fonctions :
limites et continuité. Ce sont des notions essentielles, qui reposent sur des défini-
tions et des preuves détaillées. Toutes ces notions ont une interprétation géomsé-
trique, qu’on lit sur le graphe de la fonction, pour cela on trouvera dans ce cours
de nombreux dessins qui vous aident a comprendre l'intuition cachée derriere les
énoncés. Pour achever cette partie, on présente la réciproque d"une fonction bijec-
tive. Plus particulierement, on s’intéresse a 1’étude des réciproques des fonctions

trigonométriques et des fonctions hyperboliques.

II. Partie Algebre :

L’outil central abordé dans cette partie, ce sont les lois de compositions internes. A
travers les différentes propriétés d"une loi, on peut définir les groupes, les anneaux
et les corps. Puis, sur un corps noté K et a travers un ensemble quelconque
E muni de deux lois : I'une interne et ’autre externe, on donne la notion d’un
espace vectoriel et ses propriétés, qui seront notre deuxieme chapitre. Le troisiéme
chapitre est consacré aux applications linéaires, ot1 on donne de manieére détaillée :
la définition, 'image etle noyau d"une application linéaire. On termine cette partie
par des opérations sur les applications linéaires, on présente dans en particulier
un théoréme de base, qu’on appelle le théoréme du rang.

A la fin de chaque chapitre, on trouve une série d’exercices non résolus.

Pour assurer 1'efficacité de ce cours et le rendre plus performant, on conseille nos

étudiants :

Tout d’abord de comprendre le cours.

Ensuite connaitre par cceur les définitions, les théoremes, les propositions.

Puis ne pas oublier de refaire les exemples et les démonstrations, qui leurs permet-
tront de bien assimiler les notions nouvelles et les mécanismes de raisonnement.

Enfin, résoudre eux-mémes les exercices énoncés dans la fin de chaque chapitre.

TOUIL. Imene '
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Chapitre 1

Théorie des ensembles

1.1 Ensembles

Les notions d’ensemble et de relation sont premieres, c’est-a-dire qu’il n’est pas

possible de les définir a partir d’autres notions.

1. On appel ensemble E une collection (ou groupement) d’objets, par exemple
{0,1,3,4}, {x € R; x > 1}. La notation x € E signifie : x appartient a (ou : est
élément de) E; sa négation est notée x ¢ E.

2. On dit qu'un ensemble est fini si le nombre de ses éléments est fini.

3. Le nombre des éléments d'un ensemble E, appelé naturellement cardinal de E, est
noté card E.

Notations et terminologie
— L'ensemble vide noté 0 ou {} est un ensemble qui n’a aucun élément.
— L'ensemble qui contient un et un seul élément x est appelé singleton, et noté {x}.

— L’ensemble qui contient deux éléments x et y est appelé paire, et noté {x, y}.

Remarque. Deux points importants sont a noter :

— L'ordre dans lequel les éléments apparaissent dans la liste n’a aucune importance, par
exemple :
E=1{1,2,3} ={2,1,3} = {3,2,1}.
— L’ensemble ne change pas si un ou plusieurs éléments sont répétés dans la liste, par

exemple :
E=1{1,23}={1,1,23}={1,3,2,3}.

10
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Remarque. On représente généralement un ensemble par la partie du plan limitée par un

contour fermé.

Ficure 1.1 — Ensemble

Exemple 1.1. IN : I'ensemble des entiers naturels.
Z. : I'ensemble des entiers relatifs.

Q : 'ensemble des nombres rationnels.

R : I'ensemble des nombres réels.

C : I'ensemble des nombres complexes.

1.2 Relations entre ensembles

1.2.1 Inclusion et égalité

Définition 1.2. Soient E et F deux ensembles. On dit que E est inclus (ou encore contenu) dans
F si tout élément de E est élément de F. Ce qu’on note E C F. On dit encore que E est une partie

” ”

(ou un sous-ensemble) de F (le symbole "C" se lit "inclus”).
D’autre part, deux ensembles E er F sont égaux si et seulement si chacun est inclus dans I'autre,
c’est-a-dire

E=F« EcFetFCE.
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Ficure 1.2 — Inclusion de deux ensembles (E C F)

Exemple 1.3.
1. L’ensemble vide est inclus dans tout ensemble.

2. L'ensemble des nombres entiers pairs (resp. impairs) est une partie de 'ensemble des

nombres entiers naturels.
3. Tout ensemble E est inclus dans lui-méme.

4. SiE c Fet F c G,alors E C G (I'inclusion est transitive).

Les parties d'un ensemble E constituent un ensemble, appelé 'ensemble des parties

de E, et noté P(E).

Exemple 1.4.

1. Pour tout ensemble E, la partie vide de E et 'ensemble E lui-méme, appartiennent a
I'ensemble P(E), ce qui revient a dire que I'ensemble P(E) n’est pas vide.

2. Si E =0,alors P(E) = P0) = {0}.

3. SiE={1,2,3},alors P(E) = {0, E, {1},{2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}} .

Complémentaire d’une partie d’un ensemble

Définition 1.5. Soient E un ensemble et A une partie de E. L'ensemble des éléments de E
qui n’appartiennent pas a A s’appelle complémentaire de A dans E et se note CgA, ou plus
simplement A.

Autrement dit A = {x,x €E etx ¢ A}.

On emploie aussi la notation E — A, qui sera généralisées plus loin.
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Ficure 1.3 — Complémentaire d"une partie

Exemple 1.6.
— CE(D = @ =E.
- CkEE=E=0.

— SiE={ab,c,d et A=1{b,c)alors CcA=A = {a,d)}.
— Le complémentaire dans "ensemble N des entiers naturels du sous-ensemble A des entiers
impairs (resp. pairs) est I'ensemble des entiers pairs (resp impairs).
Propriétés 1.7. Le passage aux complémentaires possede les propriétés suivantes :

1. A = A (le complémentaire dans E du complémentaire A d'une partie A de E est la partie

A elle-méme).

2. Soient A et B deux parties de E. La relation A = B a lieu si et seulement si B=A ;la

relation A C B a lieu si et seulement si B C A.

1.3 Opérations sur les ensembles

1.3.1 Intersection de deux ensembles

Soient E et F deux ensembles on appelle intersection de E et F 1’ensemble noté

ENF, constitué des éléments appartenant a la fois a E et a F (le symbole "N" se lit "inter").
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FiGure 1.4 — Intersection de deux ensembles

Remarque. Lorsque l'intersection de E et F est 'ensemble vide, on dit que les ensembles E et

F sont disjoints.

Ficure 1.5 — Ensembles disjoints

Exemple 1.8. L'intersection de I'ensemble des entiers naturels multiples de 2 et de I'ensemble

des entiers naturels multiples de 3 est I'ensemble des entiers naturels multiple de 6.

Propriété de 'intersection : Soient E, F et G trois ensembles non vides alors :
1. ENE=E,ENn0=0,0n0=0.

2. ENF =FNE, ('intersection est commutative).

3. (ENF)NG =EN(FNG)=ENFNG. ('intersection est distributive).

4. YACE:ANA =0 (I'ensemble A et sont complémentaire A sont des ensembles

disjoints).

1.3.2 Réunion de deux ensembles

Définition 1.9. Soient E et F deux ensembles on appelle réunion de E et F I'ensemble, noté
E UF, constitué des éléments appartenant a I'un au moins des ensembles E et F (le symbole "U”

se lit "union”).
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FiGure 1.6 — Réunion de deux ensembles

Exemple 1.10.

1. La réunion de l'ensemble des nombres entiers naturels multiple de 4 et de I'ensemble des

nombres entiers naturels de la forme 4p + 2, p € IN, est I'ensemble des nombres pairs.

2. La réunion de l'ensemble des nombres entiers pairs et de I'ensemble des nombres entiers

impairs est I'ensemble des nombres entiers naturels.

Propriétés de la réunion : Soient E, F et G trois ensembles, alors :

1. EUE=E; EUQ=E; QUD=0.

2. EUF = FUE. (la réunion est commutative).

3. EUF)UG=EU(FUG) =EUFUG (la réunion est distributive).

4 YACE:AUA=E.
Remarque. La réunion et 'intersection sont en quelque sorte compatibles avec I'inclusion,
c’est-a-dire : soient E, F et G trois ensembles

1. SSECFalorsEnGCcFNG.

2. SiECFalorsEUGCFUG.

Relation entre intersection et réunion : Soient E, F et G trois ensembles, alors on a :

1. EN(FUG) = (ENF)U(ENG).

Ficure 1.7 — Distributivité de l'intersection par rapport a la réunion
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2. EU(FNG)=(EUF)N(EUG).

Ficure 1.8 — Distributivité de la réunion par rapport a la I'intersection

3. L'intersection et la réunion sont liées au passage aux complémentaires.
(@) ANB=AUB.

E

(

FiGure 1.9 — Complémentaire d"une intersection

(

Ficure 1.10 — Complémentaire d"une réunion
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1.3.3 Différence de deux ensembles

Définition 1.11. On appelle différence de deux sous-ensembles A et B de E, I'ensemble des

éléments de E qui appartiennent a A et n’appartiennent pas a B, on note A — B, autrement dit

A-B=ANB={x€E, (xeAetx¢B).

Ficure 1.11 — Différence de deux ensembles

Partition d’'un ensemble : Soient A et B deux parties de E, on dit que A et B forment

une partition de E si et seulementsi ANB =0 et AUB =E.

Exemple 1.12. La partie A de E et son complémentaire A forment une partition de E, (car
ANA=0et AUA=E).

1.3.4 Différence symétrique de deux ensembles

Définition 1.13. On appelle différence symétrique de deux sous-ensembles A et B de E, noté
AAB, l'ensemble des éléments qui appartiennent a A U B et n’appartiennent pas @ A N B,

autrement dit

AAB = (AUB) - (ANB)
=(AUB)N(ANB)=(AUB)N (AU B)
=(ANB)uU(BNA)
= (A-B)U(B-A).
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Ficure 1.12 — Différence symétrique de deux ensembles

1.3.5 Ensemble produit

Si x et y sont deux éléments différents, les couples (x, y) et (y, x) sont différents,
alors que les ensembles {x, y} et {y, x} sont égaux.
On dit que les deux couples (x, y) et (x’, y’) sont égaux si :
=, y)=x=xety=yvy".

On définit de méme triplets (x, y, z), quadruplets (x, y,z,t),- - - .

Définition 1.14. Soient E et F deux ensembles. On appelle produit cartésien de E et de F
I'ensemble, noté E X F, constitué des couples (x, y) oit x appartient a E et y a F, et on écrit
ExXF={(x,y)/x € Eety€cF}.

Propriétés 1.15. Soient E et F deux ensembles. Pour A,B € P(E) et C,D € P(F), On a les
relations suivantes :

1. AXC)U(BxC)=(AUB)xC.

2. (AXCQUAXD)=Ax(CUD,).

3. AXxC)N(BxC)=ANB)xC.

4. (AXC)N(BxD)=(ANB)x(CND).

1.4 Relations

Définition 1.16. Soit E un ensemble, on appelle relation binaire dans E une relation R portant
sur des couples d'éléments de E.

Soit (x, y) un couple d’éléments de E vérifiant la relation R ; on emploie la notation xRy.
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Propriétés des relations : Soient E un ensemble et R une relation binaire dans E;

1. On dit que R est réflexive si, pour tout élément x de E, xRx, c’est-a-dire : Vx €

E, xRx, (chaque élément est en relation avec lui-méme).

2. Ondit que R est symétrique si, la relation xRy entraine la relation yRx, c’est-a-dire :

Vx,y € E, xRy = yRx.

3. On dit que R est antisymétrique si, les relations xRy et yRx entrainent la relation

x =y, cest-a-dire: Vx,y € E, xRy et yRx = x = v.

4. On dit que R est transitive si, les relations xRy et yRz entrainent la relation xRz,

c’est-a-dire : Vx,y,z € E, xRy et yRz = xRz.

1.4.1 Relation d’équivalence

Définition 1.17. Soit E un ensemble. On dit qu’une relation binaire R dans E est une relation

d’équivalence si elle est a la fois réflexive, symétrique et transitive.

Exemple 1.18.

1. Dans tout ensemble E, la relation d’égalité est une relation d’équivalence, en effet :
(a) Vx € E : x = x ce qui implique R est réflexive.
(b)Vx,y € E:x =y = y = x ce qui implique R est symétrique.
(c)Vx,y,z€e E:x=yety=z=>x =z cequi implique R est transitive.

2. Dans l'ensemble des droites affines d un plan le parallélisme est une relation d’équivalence.

3. Soient Z I'ensemble des entiers relatifs et n un entier naturel non nul. La relation définie
par les couples (x,y) tel que n divise x — y i.e., x —y = nk, k € Z, n € Z*, est une

relation d’équivalence dans Z.

Classes d’équivalence Soient E un ensemble muni de la relation d’équivalence R et
x un élément de E.
On appelle classe d’équivalence de x la partie de E, notée X, constituée des éléments de

E qui sont en relation avec x (ou équivalents a x), et on écrit :
x=1a€E,xRa}.

Remarque.

1. Les classes d’équivalence de E constituent une partition de E.



1.4. Relations 20

2. L'ensemble des classes d’équivalence de E s’appelle ensemble quotient de E par R, et se
note E/R.

Exemple 1.19. Si Rest la relation d’égalité dans un ensemble E, toutes les classes d’équivalence

de E sont réduites a un seul élément x = {x}, y = {y}.

Propriétés des classes d’équivalence Soient E un ensemble muni de la relation

d’équivalence R et x, y deux éléments de E, alors :
1. Vx e E:x #0.
2. Vx,ye E: xRy = x =1.
3. Vx,y € E: xn’est pas en relation avec y & x Ny = 0.
4. (Jx=E.

x€E

1.4.2 Relation d’ordre

Définition 1.20. Soit E un ensemble. On dit qu’une relation binaire R dans E est une relation
d’ordre si elle est a la fois réflexive, antisymétrique et transitive.
Exemple 1.21.

1. Dans P(E), la relation d'inclusion est une relation d’ordre, en effet :
(a) VA € P(E) : A C A ce qui implique R est réflexive.
(b)VA,B€P(E): ACBet BC A= A = B ce qui implique R est antisymétrique.
(c)VA,B,CeP(E): ACBet BCc C= A C C cequiimplique R est transitive.

2. La relation notée < est une relation d’ordre dans N, Z, Q et R.
Définition 1.22. (Ordre total et partiel) Soit E un ensemble muni d’une relation d’ordre R, si

deux éléments quelconques x et y sont comparables, on dit que R est une relation d’ordre total

sinon R est une relation d’ordre partiel, et on écrit :
(R est une relation d’ordre total) <= (¥Yx,y € E : xRy ou yRx).

Exemple 1.23.
1. La relation < dans IN, Z,, Q ou R est une relation d’ordre total.

2. La relation d’inclusion dans P(E) est une relation d’ordre partiel, puisque deux parties

disjointes non vides ne sont pas comparables.
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1.5 Applications

Définition 1.24. Soient E et F deux ensembles non vides. On appelle application de E dans F
(ou fonction définie sur E a valeurs dans F) toute correspondance f qui a chaque élément x de
E, fait correspondre un élément f(x) de F
1. L'élément f(x) s’appelle image de x par f et x s’appelle I'antécédent.
2. L’ensemble E s’appelle ensemble de définition de f et se note E = Py, ou encore 'ensemble
de départ.
3. L’ensemble F s’appelle ensemble d’arrivé.

On représente l'application de E dans F par I'une des maniere suivantes

f:E—>FouEi>F.

La correspondance entre x et f(x) se note : f : x — f(x).
Dans l'expression f : E — F, E est I'ensemble de départ, tandis que dans l'expression f : x —

f(x), x est un élément de E.

Attention : Dans chacune de ces définitions,

1. La premiére fleche reliant E a F qui s’écrit — sans barre verticale a I'extrémité

gauche se lit : "dans" (f va de E dans F).

2. La deuxieme fleche reliant x a f(x) possede, elle une barre verticale a I'extrémité

gauche et se lit : "a pour image" (x a pour image f(x)).

Définition 1.25. (Equation)
Soient E et F deux ensembles non vides, f une application de E dans F et y un élément de F. On

appelle équation la relation

f)=y. (1.1)
L’élément x s’appelle inconnue. On appelle solution de I'équation tout élément x de E
vérifiant la relation (c’est-a-dire : f(x) = y).

Définition 1.26. (Graphe )
On dit qu’un sous-ensemble G¢ du produit E X F est un graphe si tous ses éléments sont des

couples de la forme (x, f(x)), oit f est une application de E dans F.
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1.5.1 Exemples d’applications

Définition 1.27. (Application identité) Soit E un ensemble non vide. On dit que I'application
de E dans lui-méme est identique si I'image de chaque élément x de E par cette application est
l'élément x lui-méme, et se note Ir ou idg.
Ir:E—E
x +— Ig(x) = x.
Définition 1.28. (Application constante) Soient E et F deux ensembles non vides. On dit que
I'application de E dans F est constante si l'image de E par f est un ensemble a un élément dans

F autrement dit
Vx,x' € E: f(x) = f(x') =g,

oil ¢ est élément de F.

Définition 1.29. Soient E et F deux ensembles, si f : E — F,x + f(x) est une application
et si A est une partie de E, l'application de A dans F qui a tout élément x de A associe I'élément
f(x) de F s’appelle la restriction de f a la partie A et on note fis avec fis : A — F x +— f(x).

On dit aussi que f est un prolongement a E de I'application fia.

Exemple 1.30. Soit f : R — R, x —> +/x une application, alors 'application

fir, : Ry — R, x —> +/x, est une restriction de f i R,.

1.5.2 Composition des applications

Définition 1.31. Soient E, F et G trois ensembles non vides, f et g deux applications définies

de E dans F, et de F dans G, alors la composée g o f est I'application de E dans G définie par
(g o f)(x) = g(f(x)), pour tout élément x de E

En général, la composition des applications est associative mais n’est pas commu-

tative.
Exemple 1.32. Soient f, g et h des applications définies de R dans R par :
fx)=2% gx)=2x-1, h(x)=c¢"
1. Ona:go f(x) = g(f(x)) = g(x?) = 2(6) ~1, par contre : fog(x) = f(g(x)) = f(2x—1) =
(2x —1)* # g o f(x).
2. ho(ge ))(x) = h(g(f(x)) = h(2x2=1) = e et (hog)(f(x)) = (hog)(x?) = (H(g(x?))) =

eg(xz) — erz—l
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1.5.3 Applications injective, surjective et bijective

Soient E et F deux ensembles non vides et f une application de E dans F.

1. On dit que f est injective si
VYx,x' €E: f(x) = f(x') = x=x".
2. On dit que f est surjective si
VYyeF Ixe€eE: f(x) =y,

c’est-a-dire pour tout y € F, il existe au moins un élément x € E tel que f(x) = v.

3. On dit que f est bijective si f est a la fois injective et surjective, et on écrit :
VYyeF dixeE: f(x) =y,
c’est-a-dire pour tout y € F, il existe un unique élément x € E tel que f(x) = y.

Exemple 1.33. La fonction f de R dans R qui a x associe f(x) = x* n'est ni injective, ni
surjective, sa restriction a l'intervalle [0, +oo[ est injective. La fonction de R dans [0, +oo[, qui

a un réel x associe f(x) = x> est surjective. Sa restriction a l'intervalle [0, +oo[ est bijective.

Remarque. Si f est une bijection de E dans F, on peut définir une application, notée f~' appelée
application réciproque de f qui est bijective définie de F dans E, et pour tous x € E et y € F, on
a:
f@)=y—=x=f

Théoréme 1.34. Soient E, F et G trois ensembles non vides. Soient f :E — Fetg: F — G
deux applications, alors

1. Si f et g sont injectives, alors g o f est injective.

2. Si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective.

3. Si f et g sont bijectives, alors g o f est bijective et on a :
(o)t =fog.

Démonstration. Comme g est injective, alors (g0 f)(x) = (g0 f)(y) entraine f(x) = f(y), ce
qui entraine a son tour x = y car f est injective. Si f et g sont surjectives, alors f(E) = F
et g(F) = G.Donc (go f)(E) = glf(E)] = g(F) = G. D’ot1 la surjectivité de g o f. La derniere
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assertion découle des deux premieres.

Soitz € Getsoitx € E tels que (g o f)™'(z) =x,on a:

(o) @) =x &= (g0 f)lx)=z
= g(f(x)) =z
= f(x)=g7(2)
= x=fg'@)=("og )0,

ce qui termine la preuve. [

On vérifie ainsi les relations suivantes

fofl=Ietf'of=I.

1.5.4 Image directe et image réciproque

Définition 1.35. Soient E et F deux ensembles non vides, f une application de E dans F, A une
partie de E et B une partie de F.
L’image directe de A par f est définie comme le sous-ensemble de F constitué par les images par

f de tous les éléments de A. On note cette partie

fA)={f(x)/xe A} CE.

L’'image réciproque de B par f est définie comme le sous-ensemble de E constitué par les

antécédents des éléments de B. On note cette partie

f'B)={x€E/ f(x)e B} CE.

Remarque. Soit f : E — F une application.

— Si f n’est pas surjective, alors il existe au moins un élément v, de F qui n’a pas d’antécé-
dent. Dans ce cas, 'image réciproque du singleton {y,} de F est vide, i.e., f*({yo}) = 0.

— Si f n’est pas injective, alors I'image réciproque du singleton {yo} de F peut contenir
plusieurs éléments de E.

— Si f est bijective, alors I'image réciproque du singleton {yo} de F contient toujours un et

un seul élément xy de E, i.e., f({yo}) = {xo}.
Exemple 1.36. Soit f : R — R, x — x?, f n’est ni injective ni surjective. On a
f110,4D) = f1(-1,4D) =[-2,2], f(-2,2)) = [0,4],
f2) = 0et f7(14) = (-2,2).
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Exemple 1.37. Soit f : R, — Ry, x +—> x2, f est bijective et on a :

Yy e Ry : fHy) = {\yh

Proposition 1.38. Soient E, F deux ensembles quelconques et f : E — F une application.
Pour tous (A,B) € [P(E)]* et (X,Y) € [P(F)]?, on a les propriétés suivantes sur les images

directes et réciproques par f -
1. ACB= f(A)c fB)et XC Y= f1(X)c f(Y)
2. fANB) C FAY N f(B) et F1(XNY) C F) N f(Y)
3. fAUB) = f(A)U f(B) et f1(XUY) = X)L F(Y)
4. Ac fI(f(A) et f(fH(X) c X

1.6 Exercices

Exercice 1.1. Soient E, F et G trois ensembles.

Montrer que, si E est inclus dans F, alors :
a. ENGcFnG.
b. EUGCFUG.

Exercice 1.2. Soient E, F et G trois ensembles. Montrer que :
a. EN(FUG)=(ENF)U(ENG).
b. EU(FNG)=(EUF)N(EUG).

Exercice 1.3. Soient P et Q deux parties d’un ensemble E. Montrer que :

2. PNQ=PUQ.

b. PUQ=PNQ.

Exercice 1.4. Soient A, B et C trois parties d'un ensemble E. Démontrer les égalités :
a. A-(BUC)=(A-B)n(A-C).

b.A-(BNC)=(A-B)UA-C).

c. ANB-C)=ANB)NA-C).

Exercice 1.5. Que dire de deux sous-ensembles A et B de E tels que AUB = AN B?

Exercice 1.6. Soit R une relation définie dans Z par :

Vx,yeZ xRy < Jke Z:x -y =2k
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a. Montrer que R est une relation d’équivalence.
b. Trouver les classes d’équivalence de 0 et 1.
c. En déduire alors I'ensemble quotient E/R.

Exercice 1.7. Soit R une relation réflexive et transitive dans un ensemble E. Montrer que la

relation S définie par les couples (x, y) tels que xRy et yRx est une relation d’équivalence.

Exercice 1.8. Soit R une relation binaire définie dans IN* par :
Vx,y € N": xRy & x est multiple de y.

a. Montrer que R est une relation d’ordre.

b. IN* est-il totalement ordonné ?

Exercice 1.9. Les fonctions suivantes sont-elles des applications ? Etudier I'injectivité, surjec-

tivité et la bijectivité de chacune de ces fonctions.

fl.']R — R* fz.']R—{z} — ]R+

x+— x| X— Vx-=-2
fi:N — N fi:Z — R
, 1
nr— 2n-1 X .
x—5

Exercice 1.10. Démontrer la proposition [1.38|

Exercice 1.11. Montrer que I'application f de Z dans lui-méme définie par :

n+4 si n est impair,

n+2 si n est pair
f(n) =

est bijective.

En est-il de méme lorsqu’on remplace Z par IN ?

Exercice 1.12. Soient E, F et G trois ensembles, f une applications de E dans F, g une application

de Fdans Geth=go f.

a. Montrer que si h est injective, f I'est aussi, et que, si de plus f est surjective, alors g est
injective.

b. Montrer que si h est surjective, g I'est aussi, et que, si de plus g est injective, alors f est

surjective.



Chapitre 2

Structure de corps des nombres réels

sur IR

2.1 Préambule

L’ensemble des entiers naturels N = {0,1,2,3,---} est considéré comme une notion
primitive. L'absence d’éléments de IN dont la somme avec 1, ou avec 2, ... donne 0
conduit a la construction de I'ensemble Z = {--- ,-2,-1,0,1,2,- - -} des entiers relatifs.
Puis, I’absence d’éléments de Z dont le produit avec 2, ou avec 3,--- donne 1 amene
a la construction de ’ensemble Q = {% :(m,n) € Z X Z*} des nombres rationnels, qui
est muni d"une structure de corps commutatif totalement ordonné, c’est-a-dire de deux

lois internes +, -, et d"une relation d’ordre total < telles que :

- (Q, +,) est un corps commutatif.

V@b o) € @ a<b=a+c<b+c
- a,9,c) € s
a<bet0<c=ac<bc.

On voit alors, par exemple, qu’il n’existe aucun rationnel de carré 2. En effet, s’il existait
(m,n) € N tel que 2 = (%) , les exposants de 2 dans les décompositions primaires de
m? et 2n? serait de parités contraires.

D’autres nombres, utiles dans 1’analyse classique, comme ¢, 7, ne sont pas rationnels.
D’ot1 la nécessité de la construction d’un corps de nombres plus vaste que Q, ce sera le

corps des nombres réels.

27
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2.2 Nombres réels

2.2.1 Existence et unicité de R

Définition 2.1. Nous admettons I'existence et I'unicité, a la notation preés, d’un ensemble R

muni de deux lois internes +,-, et d'une relation < tel que :

1. (R, +,") est un corps commutatif.

2. < est une relation d’ordre total dans R.

a<b=x+z<y+z

3. Y(x,y,2) € R?,
a<bet0<z=xz<yz

4. Toute partie non vide et majorée de R admet dans R.

Les éléments de R sont appelés nombres réels.
Rappelons que :

1. (R, +, X, <) est un corps commutatif signifie qu’on a les propriétés suivantes :

Vy,ye Rx+y=y+x (Commutativité de +).

Vx,y,z€e Rx+(y+z)=(x+y)+z (Associativité de +).

VxeRx+0=0+x=x (0 est I’élément neutre de +).

Vxe R, A(—x) e R,x+(—x) =0 (Tout réel x admet un opposé, noté —x).

Vx,y € R, xy = yx (Commutativité de X).

Vx,y,z € R, x(yz) = (xy)z (Associativité de x).

VxeR,x-1=x (1 est I’élément neutre de X).

VxeR x,0,xTeRxxx1=1 (Tout réel non nul admet un inverse).

Vx, v,z € R x(y +2) = xy + xz (Distributivité a gauche de X par rapport a +).
Vx, v,z € R, (y+2)x = yx + zx (Distributivité a droite de X par rapport a +).

2. Larelation < sur R est une relation d’ordre signifie que :

e pour tout x € R, x < x, (Réflexivité).
e pour toutx,y € R, six < yety < xalorsx =y, (Antisymétrie).

e pour toutx,y,z € Rsix < yety <zalors x < z, (Transitivité).
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De plus, elle est totale, puisqu’on a

Vx,y € R, onasoit x < y soit y < xi.e., deux réels quelconques sont comparables.

Remarque. On définit le maximum (resp. minimum) de deux réels x et y par :

X six>y
max(x, y) =
y Ssiy>x.
respectivement
six<y
min(x, y) =
y siy<x.

2.3 Propriétés de R

2.3.1 Propriété d’Archimede

Théoreme 2.2. (Propriété d’Archimede) R est un corps archimédien, c’est-a-dire un corps
vérifiant la propriété d’Archimede :

Pour tout x € IR}, et pour tout y € IR}, il existe n € IN* tel que y < nx.

Démonstration. Soit A = {nx/n € IN}, A est une partie non vide de R. Si A est majorée par
y, il existerait s € R tel que s = sup A. Comme (s—x) < s5,s—x n’est pas un majorant de A
dans R, on pourrait trouver alors, n € IN*, tel que (s —x) <nx <s,d’'ous < (n+1)x € A,

ce qui est absurde. [ ]

2.3.2 Q estdense dans R

Proposition 2.3. Entre deux réels il y a toujours un rationnel, c’est-a-dire pour tout x et y € R

avec x <y, il existe un rationnel P tel que x < g < y. On dit que Q est dense dans R.

1<
— <1

Démonstration. Par le théoreme précédent, il existe un entier g > 0 tel que

ainsi qu'un entier n > 0 tel que gx < n. L'ensemble

A={nelN :gx <nj
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est minorée par 1 et non vide. Admettons que tout ensemble non vide d’entiers, ici
A C NN, possede un minimum. Notons p = min A. Ona doncp -1 < gx < p de sorte que

1
gx<p<gx+letx< Z <x+ E < y par la premiére inégalité. [

La propriété précédente est essentielle, puisque elle permet de définir la partie

entiére d’un nombre réel.

2.3.3 Partie entiere

Etant donné un nombre réel x, il existe un plus grand entier relatif, noté E(x) ou
[x], tel que E(x) < x. Onl'appelle la partie entiere de x.
On a dong, par définition : Vx € R, E(x) < x < E(x) + 1 et E(x) € Z.
Attention a ne pas confondre avec la suppression de la partie décimale quand x < 0;

par exemple E(—4,3) = -5.
Remarque. Soit x un nombre réel, alors E(x + k) = E(x) + k, Vk € Z.

Exemple 2.4.
e E(2,853) =2,E(n) =3,E(-3,5) = 4.

e Ex) =3 3<x<4

2.3.4 Valeur absolue

La valeur absolue d'un réel x, notée |x|, est définie par :

x six>0,
x| =
—x six<0.

Propriétés de la valeurs absolue

Proposition 2.5. Soient x et y deux éléments de R, alors
1. |x| = max(x, —x).
2. |x| > 0.

3. x| =0 x=0.
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4. xyl = Ixllyl.

5. |x| = |—x|.

6. —|x| < x < x|

7. x|y -y<x<y.

8. |x + y| < |x| + |yl (Inégalité triangulaire).

9. llx| = lyll < |x + y| (Seconde inégalité triangulaire).
Ey=

—,y#0.

10. ,
vyl

2.4 Intervalles

Définition 2.6. Un intervalle de R est un sous-ensemble I de R vérifiant la propriété :
Va,bel, YxeR: (a<x<b=x¢€l).
Définition 2.7. Un intervalle ouvert est un sous-ensemble de R de la forme
la,b[={xeR: a<x<b},
oit a et b sont des éléments de R U {xoo}.
Méme si cela semble évident il faut justifier qu'un intervalle ouvert est un intervalle

(!). En effet soient a’,b" des éléments de Ja,b[ et x € R tel que @’ < x < U’. Alors on a

a<a <x<UV <b,doncx €la,bl.
La notion de voisinage sera utile pour les limites.

Définition 2.8. (Voisinage d'un point)
Soit a € R. Une partie V de R est un voisinage de a si elle contient un intervalle ouvert I centré

en a, soit du type la — a,a + af avec « > 0, tel quea € I et C V.

2.4.1 Formes des intervalles:

[a,b] ={xeR;a<x<b}, labl={xeR; a<x<b}.

[a,b={xeR;a<x<b}, lab={xeR; a<x<b}.
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]-00,b] ={x € R; x <b}, |-00,b[ = {x € R; x <b}.
[a,+0[={xeR; a<x}, Ja,+oo[={xeR; a<x}.
R = ]-o00,400[.

On dit que Ja, b[ est un intervalle ouvert, que [4, b] est un intervalle fermé, et que [4, J[ et
]a, b] sont des intervalles semi-ouverts ou intervalles semi-fermés. On dit que ]—oo, b[ et
]a, +oo[ sont des intervalles ouverts, et que ]—oo, b] et [, +oo[ sont des intervalles fermés.
Avec les notations précédentes, les réels a et (ou b) sont appelés les extrémités de I'in-

tervalle.

Remarque. Notons en particulier que O = la,a[ est un intervalle, et que les singletons {a} =
[a,a] sont des intervalles.
On utilise souvent la propriété :
x€labl = Ate€[0,1]:x =ta+ (1 -1t)b.
Proposition 2.9. Une partie A de R est un intervalle si et seulement si :

Ya,b € A, aveca <b, alors [a,b] C A.

2.5 Ensembles bornés

2.5.1 Majoration, Minoration

Définition 2.10. Soient A une partie de R. On dit que M € R (resp. m € IR) est un majorant
(resp. minorant) de A si x < M (resp. x > m) pour tout x de A. Si en plus, M € A (resp.m € A),
alors M (resp. m) est le plus grand (resp. le plus petit) élément de A, noté max A (resp. min A).
Si A admet un majorant (resp. minorant), on dit que A est majorée (resp. minorée).

Une partie non vide A C R est dite bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Théoreme 2.11. (Unicité)
Si une partie non vide de R admet un plus grand élément, ou un plus petit élément, il est

unique. Mais il peut ne pas exister.

Exemple 2.12.



2.5. Ensembles bornés 33

— Toute partie non vide de IN admet un plus petit élément.

— Toute partie non vide majorée de N admet un plus grand élément.

2.5.2 Bornes supérieure et inférieure dans R

Définition 2.13.

o La borne supérieure de A est le plus petit élément (s'il existe) de 'ensemble des majorants de
A.

e La borne inférieure de A est le plus grand élément (s'il existe) de I'ensemble des minorants de
A.

Caractérisation

On dit que M est la borne supérieure de A et on note M = sup A si on a a la fois :

1. Vx € A, x £ M, c’es-a-dire que M est un majorant (ou encore I'ensemble A est

borné supérieurement).
2. Ve >0,dx € A,M — ¢ < x, c'est-a-dire que M — ¢ n’est pas un majorant.
On dit que m est la borne inférieure de A et on note m = inf A si on a a la fois :

1. Vx € A,m < x, c’est a dire que m est un minorant (ou encore 1'ensemble A est

borné inférieurement).

2. Ve >0,dx € A, x <m + ¢, c'est-a-dire que m + ¢ n’est pas un minorant.

Remarque.
— Si A admet un plus grand élément, alors c’est la borne supérieure de A, on a alors
sup A = max A.
— Si A admet un plus petit élément, alors c’est la borne inférieure de A, on a alors inf A =
min A.

— L’ensemble A est dit borné s’il est a la fois borné supérieurement et inférieurement.

Exemple 2.14. e Les intervalles bornés de R sont :
[a,b], ]a,b[, ]a,b] et [a, b], tels que a,b € R avec a < b. e Les intervalles non bornés de R sont :

] =00, +00[=1RR, [a, +00[, | — o0,a], ] — 00,a[ et ]a, +oo], tel que a € R.

Théoreme 2.15. ( de la borne supérieure)

Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure.
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Corollaire 2.16. (Existence de la borne inférieure)
R posséde la propriété de la borne inférieure, c’est-a-dire que toute partie non vide et minorée

de R posseéde une borne inférieure.

Démonstration. Soit A une partie non vide et minorée de R et soit m un minorant de A.
Posons (=A) = {—x : x € A}. Alors (—A) est une partie de R, non vide et majorée (par
—m). Donc (—A) admet une borne supérieure s = sup(—A). s majore (—A), donc —s

minore A. De plus, pour tout ¢ > 0,
dxe(-A): s—e<x,

ce qui équivaut a

dy=-—x€A: y<-s+e.

Par conséquent, —s est la borne inférieure de A (—s = inf A). [

) -1
Exemple 2.17. Soit A = {Z—j ‘n e IN*}. On a, pour tout n > 1,0 < %

Comme 0 € A, on en déduit que 0 = min A = inf A.

n
Montrons que 1 = supA. Commen—1<n+1,0ona

< 1. Donc 1 majore A. Soit € > 0.
n+1
Ona:

n-—1 1_n—l_ 2

1-e< 1 n+1l n+1

2
<ge—=>--1<«<n.
e

n-1
n+1’

(Un tel n existe par la propriété d’Archimede). Donc, pour tout € > 0, il existex € A (x =

2
oitn>E—l)telquel—s<x<1.DoncsupA:1.

2.6 Raisonnement par récurrence

Définition 2.18. Un raisonnement par récurrence est un raisonnement du type suivant :
P(n) désigne une certaine propriété dépendant d’un entier n et ny désigne un entier naturel
donné.
On veut démontrer que pour tout entier naturel n > ny, la propriété P(n) est vraie.
Pour cela, on procede en deux étapes :

— Etape 1. On vérifie que P(ny) est vraie.

— Etape 2. On se donne un entier n > ny quelconque.

On suppose que pour cet entier n la propriété P(n) est vraie (c’est I'hypothese de récur-

rence) et on montre que sous cette hypothese la propriété P(n + 1) est vraie.
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Exemple 2.19. Montrer par récurrence que ¥n € IN* : 2" > n.

Pourn =1ona2! =2 >1donc P(1) est vraie.

On suppose que P(n) est vraie c’est-a-dire : 2" > n, et on montre que P(n + 1) est vraie i.e.,
YneIN : 2" >n+1.

Ona2™ =2"x2>nx2=n+n=n+1,doi P(n+1) est vraie. Donc la propriété est vraie

pour tout n € IN".

Exemple 2.20. Montrer par récurrence que :

_ nn+1)2n+1)

YneN:12+2%+---+n? A

11+1)2+1)

6
Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-dire :

Pourn=1:0nal1?=

= & d'oit P(1) est vraie.

2 _ nn+1)2n +1)

12+2%+---+n ,
6

et montrons que P(n + 1) est vraie, c’est-a-dire :

(n+1)(n+2)2n +3)

12+22 4+ +n*+(n+1)7°* = c

Ona:

n(n +1)2n +1)
_n(n+ 1)6(2n +1) + 6(n + 1)
_ (n+ )(n@n f 1) + 6(n + 1))
_ (n+1)(2n2+2+6n+6)

6
_(n+1)(2n*+7n+6)

6
_ m+1)(n+2)(2n+3)

6 7

P+22 4+ +n*+(n+ 1) =

+(n+ 1)

d’ott P(n + 1) est vraie.

2.7 Exercices

Exercice 2.1.

1. Donner la partie entiere des nombres suivants : =2,9 ; 3,98 ; 10,35 ; =8, 2.
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2. Ecrire en fonction de la valeur absolue les inégalités suivantes :

-4 <x<10, 2<x<5, -7<x<-3.

Exercice 2.2. Soit x € R et n € IN, montrer que :

£ (E(nx)
n

) = E(x).
Exercice 2.3. Démontrer la Proposition
Exercice 2.4. Soit A un sous-ensemble non vide de R, si on définit I'ensemble —A par :
—“A={-x: x€eA},
e Montrer que si A est borné, alors —A est borné et on a :
sup(—A) = —inf A et inf(-A) = —sup A.

Exercice 2.5. Soient A, B deux sous-ensembles non vides de R avec A C B.

e Montrer que si B est borné, alors A est borné et on a :
inf B <infA et sup A < supB.

Exercice 2.6. Soit A I'ensemble non vide définie par :

+3
A:{an:Z+2:n€]N},

1. Montrer que A est borné.

2. Trouver inf A, sup A, minA, et maxA.

Exercice 2.7. Trouver la borne supérieure (resp. inférieure), le plus grand (resp. le plus petit)

élément des ensembles suivants :
1
A=[-1,0[, B= {2— e N*}, C={-x+2v:xelL2l).

Exercice 2.8. Mémes questions de I'exercice précédent pour les ensembles :

A:[\/§,2]OQ,B:{xelR:x3>27},C:{ :n,meN}.

mn +1

Exercice 2.9. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 6,on a 2" > é6n + 7.

Exercice 2.10. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 2*" + 2 est un entier

divisible par 3.



Chapitre 3

Fonctions réelles d’une variable réelle

3.1 Notions de base sur les fonctions

Commengons par donner les définitions de base des fonctions.
On considere ici deux ensembles I et | inclus dans R. Ces ensembles peuvent étre R

lui-méme.

Définition 3.1. (Fonction)
La fonction f définie par un ensemble de départ I et par un ensemble d’arrivée | est une relation
de [ vers | dans laquelle chaque élément de I appelé antécédent posséde au plus un élément dans

I'ensemble | appelé image.

Remarque. Le fait que chaque élément de I posséde au plus une image dans | signifie que
certains éléments de I peuvent ne pas avoir d'images dans | du tout. Mais d’un autre coté, cela

veut également dire que les éléments de I ne peuvent pas avoir plus d'une image dans |.

FONCTION APPLICATION

AU PLUS UNE IMAGE POUR CHAQUE EKACTEMENT’Ui:iE IMAGE POUR
ELEMENT DE € CHAQUE ELEMENT DE €
(a) Représentation d’une fonction, (b) Représentation d’une application.

Ficure 3.1 — Exemple de fonction et d’application.

37
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Que se passe-t-il sil’on ne sélectionne que les éléments de I qui auront exactement

une image, en laissant de coté ceux qui n’en ont pas. C’est la définition suivante.

Définition 3.2. (Domaine de définition) Soit f : [ — ] une fonction. L'ensemble des éléments
de I qui ont exactement une image dans | par la fonction f est appelé domaine de définition de
f. On le note Yy tel que

Y5 ={x€l/ Ay € ] tel que y = f(x)}.
Exemple 3.3. Pour les fonctions :

|x]
x—1’

f(x) =%, g(x) =€ h(x) = In(x — 1) et I(x) =

les domaines de définition sont :

D =R, Z,=R, D =]1,+[, % =R - {1}.

On peut carrément définir les fonctions a partir de leur ensemble de définition. Dans

ce cas la, on ne les appellera plus fonctions mais applications.

Remarque. o On peut dire qu'une fonction f : I — | est une application de Py dans ].
e Réciproquement, une application est une fonction dont le domaine de définition est I'ensemble

de départ.

Exemple 3.4. La fonction :

f: Ry R,

—
x

est une application puisque % = R, 'ensemble de départ.

Par contre la fonction :

R

g: R —
— 1

X oy

n’est pas une application puisque 9, = R* # R I'ensemble de départ.

Nous pouvons maintenant essayer de tracer ces applications. Les courbes repré-
sentant ces applications, appelées également graphes, permettent de les visualiser plus
facilement dans un repere en deux dimensions. Pour cela nous avons besoin de définir

le graphe d’une application.
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Définition 3.5. (Graphe d’une application) Le graphe, appelé encore courbe représentative,
noté ¢ d'une application f : 95 — R est I'ensemble des points (x,y) du plan tels que x
appartienne a 9 et y = f(x) appartienne a J.

Remarque. Le graphe de f s’écrit en général de la fagon suivante :
G = ((x, f(x); x € ).

Exemple 3.6. Voici dans les figures suivantes, le graphe de deux fonctions usuelles :

.A: R — R ;2 f: R — R

x — X2 x — X

Ficure 3.2 — Deux fonctions classiques.

3.2 Quelques propriétés des fonctions

Nous allons donner ici quelques propriétés connues, et d’autres moins connues
sur les fonctions. Ces propriétés permettront de décomposer des fonctions un peu

compliquées en fonctions connues plus simples.
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3.2.1 Opérations algébriques

Commencgons par les opérations connues : somme, produit et division (ou quotient)

de fonctions.

Définition 3.7. Si f et g sont deux fonctions définies sur le méme intervalle 1, on a alors les

résultats suivants :

1. Somme : la fonction somme f + g est définie pour tout réel x de I par :
(f +9) () = f(x) +g(x).
2. Produit : la fonction produit fg est définie pour tout réel x de 'intervalle I par :
(f9) (%) = f(2)g(x)-
3. Quotient : lorsque la fonction g ne s’annule pas sur l'intervalle 1, la fonction quotient §

(o- 23

est définie pour tout réel x de I par :

3.2.2 Restriction

Il se peut que de temps a autre, nous n’ayons pas besoin d’étudier une fonction sur
tout son domaine de définition, mais seulement sur une partie. On restreint alors la
fonction sur un intervalle plus petit que son domaine de définition.

Définition 3.8.
Soit f une application définie sur un intervalle I de R. Soit Iy un intervalle de R inclus dans I.

On appelle restriction de f a Iy que I'on note f|;,, la fonction définie sur I, par :

pour tout x € Iy, fli,(x) = f(x).

Remarque. Cette définition signifie juste que les fonctions f et f|;, prennent les mémes valeurs

en chaque point de l'intervalle I.

3.2.3 Fonctions majorées, minorées et bornées

I se peut que 'on ait besoin de savoir de temps en temps si une fonction peut-étre
majorée ou minorée (on pourrait par exemple chercher le cotit minimum ou maximum

d’une opération financiere). Pour cela nous devons définir les notions suivantes.
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Définition 3.9. (Fonction majorée (resp. minorée))

Soit f une application définie sur un intervalle I de R, étant donné un réel M (resp.m), la
fonction f est dite majorée (resp. minorée) par M (resp. m) sur 1, si pour tout réel de [ on a :
f(x) <M (resp. f(x) = m).

Définition 3.10. (Fonction bornée)
Soit f une application définie sur un intervalle I de R, la fonction f est dite bornée sur I si elle

est a la fois majorée et minorée.

uelques fois, ce n'est pas un nombre qui majore (ou minore) une fonction. 1l se
1 f ‘est b fonct 1

peut que ce soit carrément une autre fonction. Nous avons alors la définition suivante.

Définition 3.11.
Soient f et g deux fonctions définies sur le méme intervalle I. On dit que f majore g (ou g

minore f), si pour tout xdeIona:
f(x) = g(x).

On écrit alors f > g.

3.24 Composition

Définition 3.12.
Soit f une fonction définie sur l'intervalle I a valeurs dans l'intervalle |. Soit g une fonction
définie de l'intervalle | vers I'intervalle K de R. La fonction composée des fonctions f et g est la
nouvelle fonction que I'on écrit go f (et que I'on lit g rond f) définie pour tout x dans l'intervalle
I par :

(g © f)x) = g(f(x)),

et que I'on peut écrire de la fagon suivante :

gof: I — K
x — g(f(x).

3.2.5 Monotonie

Définition 3.13. (Croissance et stricte croissance)

Soit f une fonction définie sur I. La fonction f est dite croissante (resp. strictement croissante )
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sur I si pour tous x1 et xode I, ona:
sixy < xp, alors f(x1) < f(x2).

(resp. si x1 < xp, alors f(x1) < f(x2)).

Définition 3.14. (Décroissance et stricte décroissance)
Soit f une fonction définie sur I. La fonction f est dite décroissante (resp. strictement décrois-

sante) sur I si pour tous xy et x, del, ona:
sixy < xp, alors f(x1) = f(x2).

(resp. si x1 < xp, alors f(x1) > f(x2)).

De facon générale nous avons la définition de la monotonie suivante.

Définition 3.15. (Monotonie et stricte monotonie)
Soit f une fonction définie sur I. La fonction f est dite monotone (resp. strictement monotone)
sur I si elle est croissante (resp. strictement croissante) ou décroissante (resp. strictement

décroissante).

3.2.6 Sens de variation d’une fonction

Etudier les variations d"une fonction (ou application) consiste donc a regarder sa
variation de monotonie et donc a partager son ensemble de définition en intervalles
tels que sur chacun d’eux, la fonction soit monotone. On synthétise alors les résultats

obtenus dans un tableau de variations.

Définition 3.16. (Tableau de variations)

Afin de rassembler les informations concernant les variations d’une fonction, on utilise
un tableau de variations dans lequel la croissance est représentée par une fleche vers le haut,
la décroissance par une fleche vers le bas. On y indique également les valeurs aux bornes de

I'ensemble de définition.
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X —00 0 +00

+

o0 +00
) NS
0

Ficure 3.3 — Exemple de tableau de variations pour la fonction f : x — x%.

Quelques propriétés relatives a la monotonie.
Proposition 3.17.
Soient f et g deux fonctions définies sur I.
1. Si f et g sont croissantes sur I, la somme f + g est croissante.

2. Si f et g sont positives ou nulles sur I. Si f et g sont croissantes sur I, alors leur produit

fg est croissant sur I.

3. Si f et g sont croissantes toutes les deux, ou décroissantes toutes les deux alors leur

composée (si elle existe), est croissante.

4. Si l'une des fonctions f ou g est croissante et I'autre décroissante, alors la composée est

décroissante.

3.2.7 Parité

Définition 3.18. (Fonction paire (resp. impaire))
Soit f une fonction définie sur un intervalle I symétrique par rapport a 0. La fonction f est dite

paire (resp. impaire), si pour tout x de I, on a :

f(=x) = f(x)(resp. f(=x) = =f(x)).

Exemple 3.19. La fonction f(x) = cos x est une fonction paire sur R, et la fonction g(x) = sinx

est une fonction impaire sur R.

Remarque. e Si f est paire, sa courbe représentative (ou son graphe) est symétrique par rapport
a I'axe des ordonnées, c’est-a-dire la droite d’équation x = 0.

o Si f est impaire, sa courbe représentative (ou son graphe) est symétrique par rapport a l'origine
0.

Remarque. Toute fonction f impaire s’annule en 0. Autrement dit, si f est impaire f(0) = 0.
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Exemple 3.20. Dans I'exemple la fonction fi est paire et la fonction f, est impaire (voir

Figure[3.2).

3.2.8 Fonctions périodiques

Montrer qu'une fonction est périodique peut étre tres utile, dans le sens ot1, un peu
comme dans le cas de la parité, cela permet de réduire fortement le domaine d’étude

de la fonction, en 1’occurrence ici sur une seule période.

Définition 3.21.
Soit f une fonction définie sur son domaine I dans R. Soit T un nombre réel non nul tel que
pour tout x de I, l'on ait :

x + T dans intervalle I.

La fonction f est dite T-périodique si pour tout réel x del: f(x + T) = f(x). T est alors appelé
la période de f.

Remarque. Si f est une fonction périodique et si T et T sont deux périodes de f telles que

T+ T #0,alors =T et T + T’ sont également des périodes de f.

f peut donc posséder plusieurs périodes. La plus petite d’entre elle est appelée

période fondamentale.

Définition 3.22. (Période fondamentale)

Soit f une fonction définie sur son domaine I dans R. On suppose que f est périodique. Si
I'ensemble des périodes strictement positives de f a un plus petit élément T, celui-ci est appelé
période fondamentale de f. Toutes les périodes de f sont alors de la forme nTy, oit n est un entier
relatif.

Exemple 3.23. Dans I'exemple les fonctions f et g sont des fonctions périodiques de

période fondamentale T = 2m.

3.3 Injectivité, surjectivité et bijectivité d’une fonction

Définition 3.24. (Fonction injective)

On dit qu’une fonction f : I — ] est injective si et seulement si tout élément y de I'ensemble
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d’arrivée | admet au plus un antécédent dans l'ensemble I de départ. Autrement dit, il en posseéde

soit un, soit aucun mais pas plus de un. En mathématiques cela s’écrit :

Vxi,x €1: f(xl) = f(xz) — X1 = X».

E F

J1 est une fonction injective
J2 nlest pas une fonction injective

Ficure 3.4 — Concept d’injection.

Définition 3.25. (Fonction surjective)
On dit qu’une fonction f : I — | est surjective si et seulement si tout élément y de I'ensemble
d’arrivée | admet au moins un antécédent dans 'ensemble I de départ. Autrement dit, il en

possede soit un, soit plus, mais il est obligé d’en posséder un. En mathématiques cela s’écrit :

Yye] dxel: f(x)=y.

E
E

J1 est une fonction surjective
J2 est une fonction n'est pas surjective

Ficure 3.5 — Concept de surjection.

Définition 3.26. (Fonction bijective)
On dit qu’une fonction f : I — | est bijective si et seulement elle est a la fois injective et

surjective. C’est-d-dire si tout élément y de 'ensemble d’arrivée | admet exactement un (un et
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un seul) antécédent dans I'ensemble I de départ. En mathématiques, cela s’écrit :
Vye [ Alxel: f(x)=y.

11 est alors possible de passer de y a x par ce qu’on appelle la fonction réciproque, que I'on note

1. Et donc si f est bijectiveon a :

f: I — ] fle ] — I

et
x — y=f) y — x=f(y).

S1 est une fonction bijective

J2 est une fonction n'est pas bijective

Ficure 3.6 — Concept de bijection.

Question.
Comment construire le graphe de f~!, la fonction réciproque d’une fonction bijective
f:l—]?

Réponse.
On voit par construction de la fonction réciproque que si 1’on suppose x un point de

I'intervalle I et y un point de l'intervalle | tel que y = f(x), alors
(x,y) appartient au graphe ¥ si et seulement si (y, x) appartient au graphe %-1.

Autrement dit tout point du graphe ;-1 est le symétrique du graphe ¥, par rapport a

la premiere bissectrice, c’est-a-dire la droite d’équation y = x.

Exemple 3.27. Dans l'exemple le graphe de la fonction f(x) = x* et sa fonction réciproque

Vx pour x > 0 est comme suit :
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Ficure 3.7 — Construction de la fonction f et sa fonction réciproque f~".

3.4 Exercises

Exercice 3.1. Soient x,y € R.

1. Calculer (\x — \[y)*.

2. Montrer que :
X+
Vx,ye R, @ xy < > y.

3. En déduire que :

In(x + y) x+y
2 Sln( 2 )

Exercice 3.2. Soit f une application définie de R dans R telle que :
L Vx,yeR: f(x+y) = f(x) + f(y)-
2. Vx,y e R: fxy) = f(x) - f(y).
Supposons que f n’est pas I'application nulle (i.e.,, Ix € R:  f(x) # 0).
1. Calculer f(0) et f(1).
2. Montrer que :¥x,y € R: f(x —y) = f(x) = f(y).
3. Endéduire que :Vy e R: f(-y) = —f(y).
4. Montrer que :Nn € Z.: f(n) = n.

Vx,y e R} :

1
5. Soit n € Z, donner 'expression de f (E) en fonction de f(n).
Exercice 3.3. Soit la fonction f définie par :
frlog — R

VxZz +1
CcOS X

x b f) =
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1. Calculer f(I).

2. Montrer que : f est une bijection de I dans f(I).



Chapitre 4
Limite d’une fonction

Afin de faire une étude plus complete d 'une fonction, nous avons besoin de connaitre
son comportement en des points particuliers et la plupart du temps aux bornes de son
domaine de définition. Nous allons faire la différence entre les limites en un point, et

les limites en I'infini. Puis nous verrons quelques propriétés sur les limites.

4.1 Limite finie d’une fonction en un point

Définition 4.1. Soit f une fonction définie au voisinage V du point a € IR, sauf peut étre en a.
On dit que f admet une limite finie | en a (c’est-a-dire que | est différente de +oco et —c0), et on

écrit lim f(x) =1si:
Ve>0,30>0,VxeV,(x£x0): lx—al <6 = |f(x) - | <e.

Remarque.

1. Intuitivement, cette définition signifie que f(x) est aussi pres de | que I'on veut (autrement
dit dans un voisinage de | aussi petit que I’'on veut), a condition de choisir x suffisamment

pres de a (autrement dit x doit étre dans un voisinage suffisamment petit de a).

2. La définition de la limite précédente permet de dire qu’il y a équivalence entre écrire que
f(x) tend vers l et f(x)—1tend vers 0 quand x tend vers a, autrement dit on a équivalence

entre :
(@) lim f(x) =1,
() lim(f(x)~1) =0,

49
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(©) lim |£(x) = 1| = 0.

FiGure 4.1 — Illustration de la définition de la limite finie au point a.

4.2 Limite infinie d’une fonction en un point

Définition 4.2. Soit f une fonction définie au voisinage V du point a € R, sauf peut étre en a.

On dit que f admet la limite +o0 en a, et on écrit lim f(x) = +oosi:
VA>0,30>0,VxeV: [x—al<d = f(x) > A.
Remarque. Intuitivement, cela signifie que lorsque x s’approche de a, f(x) devient treés grand.

Définition 4.3. Soit f une fonction définie au voisinage V du point a € R, sauf peut étre en a.

On dit que f admet la limite —co en a, et on écrit lim f(x) = —co si :
X—a
YVA>0,36>0,VxeV: [x—al<d = f(x)<-A.

Remarque.
o Intuitivement, cela signifie que lorsque x s’approche de a, f(x) devient trés petit.

e Lorsqu’on est en présence d une limite infinie (+o0) en un point fini a, on dit que la droite

d’équation x = a est une asymptote verticale a la courbe représentative de f.

4.3 Limite a droite, limite a gauche

Définition 4.4. (Limite finie a droite (resp. a gauche))

On dit que f admet une limite a droite (resp. a gauche) en a, et on écrit lim f(x) = I (resp.
x—at
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lim f(x)=1)si:
Ve>0,30>0,Vx:0<x—a<d(resp.0<a-x<08) = |f(x)-1|<e

Remarque. o Intuitivement, cela signifie que lorsque x s’approche de a en étant plus
grand (resp. plus petit) que a, f(x) devient trés proche de I.
e On a I'équivalence suivante :

lim f(x) =1 e lim f(x)= lim f(x)=1.

X—a

Définition 4.5. (Limite +oo a droite)

On dit que f admet une limite +oo a droite en a et on écrit lim f(x) = +oo si :

x—at

YA>0,30>0,Vx: 0<x—-a<6 = f(x)>A.

Remarque.
o Intuitivement, cela signifie que lorsque x s’approche de a en étant plus grand que a, f(x)
devient tres grand.

e On aurait de fagon analogue :

1. La limite 400 a gauche s’obtient en remplagant 0 < x —a < d par =6 < x —a < 0 dans la

définition précédente.

2. La limite —oo a droite s’obtient en remplagant f(x) > A par f(x) < —A dans la définition

précédente.

3. La limite —co a gauche s’obtient en remplagant 0 < x —a < O par =6 < x —a < O et

f(x) > Apar f(x) < —A dans la définition précédente.

4.4 Limite d’une fonction en +c0 ou —o0

Définition 4.6. (Limite finie en +00)

On dit que f admet une limite finie [ en +oo, et on écrit lim f(x) =1si:

x—>+00

Ve>0,dB>0, Vx:x>B = |f(x)—l|<e.

Remarque.

1. Ceci se traduit par le fait que lorsque x devient tres grand (tend vers +o0), f(x) devient

tres proche de .
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2. Sion remplace x > B par x < —B, dans la définition précédente, on obtient la limite finie

en —oo que l'on note lim f(x) = 1.

Remarque. Dans les deux cas précédents (limite finie I en +o0 ou —o0), on dit que la droite

d’équation y = | est une asymptote horizontale a la courbe représentative de f.

Définition 4.7. (Limite infinie en +oo)

On dit que f admet une limite +o0 en +oo, et on écrit lim f(x) = +oosi:

X—>+00

YA>0,dB>0, Vx: x>B = f(x) > A.

Remarque.

1. Ceci se traduit par le fait que lorsque x devient tres grand (tend vers +o0), f(x) devient

trés grand.

2. Si l'on remplace f(x) > A par f(x) < —A dans la définition précédente on obtient la

définition de la limite —oco en +o0 que I'on note xl—ig-loo f(x) = —c0.

3. Si l'on remplace x > B par x < —B, on définit la limite +00 en —oco que I'on note
xl_i)n_loof(x) = 400,

4. Enfin, si I'on remplace x > B par x < =B et f(x) > A par f(x) < —A, on définit alors la

limite —co en —oco que I'on note lim f(x) = —oo.
X—>—00

4.5 Propriétés de la limite

4.5.1 Unicité de la limite
Théoréme 4.8. Si f possede une limite | au point a, cette limite est unique.

Démonstration. Supposons que la fonction f définie dans un voisinage V de a (sauf peut

étre en a), admette deux limites / et I’ au point 4, alors :

Ve>0,35,>0,YxeV: x—a| <& — |f(x)—l|<§,

Ve>0,35,>0,YxeV: x—al <8 = |[fx)-1|< %
Il en résulte, en posant 6 = inf(d4, 0,),

VxeV:0<x—al<d = [[-Il<|fx)-I|+|f)-I|<e=1=T,

car [, I’ sont deux nombres fixes et € > 0 est arbitraire. [
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4.5.2 Limite et comparaison

Proposition 4.9. Si f et g possedent respectivement Iy et I, comme limites en a, et s'il existe

un voisinage V de a tel que pour tout x € V, on a f(x) < g(x) alors :
lim f() = Iy <, = lim g(x).
De plus, si }lr}l g(x) = —oo, alors }E)r}z f(x) = —oco.
Si de plus lim f(x) = +oo, alors ;E)r}l g(x) = +o0.

X—>a

Théoréme 4.10. (Théoreme des gendarmes)
Soient f, g et h trois fonctions, s’il existe un voisinage V de a tel que pour tout x € V,ona:
h(x) < f(x) < g(x),
et si de plus }Enm h(x) = }5{}1 g(x) =1, alors :
lim f(x) =1

X—a

4.6 Opérations algébriques sur les limites

Théoréme 4.11. Soient f et g deux fonctions définies sur le méme intervalle I de R et a un réel

de I. On suppose que les limites }Enm fx)y=1let }E}z g(x) = I, existent, alors :
1. }E}z (f(x)+g(x) =L+ 1
2. lim (f(x) X g(x)) = hh X I;
3. }illa (Af(x)) = AL, (A € R);
4. lim [f(x)] = [h];

5. Sideplusl, # 0, alors lhm @ — l_l

xX—a g(x) - ZZ'

D’autres cas peuvent se présenter si l'une des limites est infinie, on les résume dans les tableaux

suivants :

lim £(x) | lim g(v) | lim (£(x) + g(x))

L I, L+

I 00 00
+00 +00 +00
—00 —00 —00

+00 —00 Forme indéterminée
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lim () | lim gv) | lim(f(x)g(x)
L I, L,
L S 00
o0 00 00
0 o) Forme indéterminée
lim £(x) | lim (1 (x)
I Al
o0 00
0 0
lim £(x) | lim |f(x)
h |1l
(S} +00
fim 0 [ im0 |t 55
I L(# 0) 2
L 00 0
L 0 )
0 00 0
%) 0 00
o0 o) Forme indéterminée
0 0 Forme indéterminée

Remarque. Les formes +00 — 00,0 X (£00),0/0 et 0o/co sont indéterminées. Une étude plus

approfondie doit étre faite pour lever l'indétermination.

4.7 Autre propriétés sur les limites :

4.7.1 Limite de fonctions composées

Théoreme 4.12. Soient f : I — Ret g : | — R telle que f(I) C ]. Soit a un réel de I tel

que : lim f(x) = I, de plus si lirr} g(y) = I, = g(ly) existe, alors lim (g o f) (x) = L.
x—a y—h x—a
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Démonstration. En effet, ylgr}l g(y) = g(I;) signifie
Ve>0,36:1 >0,Vy # 1L :ly=hLl <6 = lg(y) — g(l1)| < e.
Sil’on prend ¢ > 0 arbitrairement, il existe pour 6; = 61(¢) un 6 > 0 tel que :
Vx:0<|x—al<d=|f(x) - hL| <56,
d’ou
Vx:0<|x—a| <6=|g(f(x)) — g(lh)| < 6.

Ainsi

lim g(f(x)) = g(lim £(x)) = g(1).

4.7.2 Limite et monotonie

Théoreme 4.13. Soit f :]a, f[— R une fonction croissante. Alors pour tout a €]a, p[, les

limites lim f(x) et lim f(x) existent et on a
x—at

X—a-

sup f(x) = lim f(x) < f(a) < lim f(x) = i<n<fﬁ f(x).

a<x<a

D’autre part, sia <a <b < f, alors lim_ f(x) < lirgl_ f).

Remarque. Il existe un résultat analogue pour les fonctions décroissantes, mais le sens des

inégalités est inversé.

Exemple 4.14. (Limite de quelques fonctions usuelles)

e Soit c € R, si f(x) = c pour tout x € R, alors f est appelé la fonction constante, et on a pour

touta € R,
fim )= lim_f0) = lim,_f(o) <.
e Si f(x) =x,Vx € R, alors f est appelé la fonction identité, et on a pour tout a € R,

lim f(x) =a, im f(x) =+oc0et lim f(x) = —o0
X—>a X—>+00 X—>—00

e Si f(x) = |x| est la fonction définie de R dans R,., f est appelée la fonction valeur absolue, et

on a pour touta € R, :

lim f(x) = |a| et lir£1 flx) = lim f(x) = +oo.
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e Si f(x) = E(x) est la fonction partie entiere définie de R dans Z., alors on a :
Vxe[nn+1[,neZ: Ex)=n.
Donc pour toutn € Z,on a :
lim E(x) =net lim E(x)=n-1.

x—nt x—n

4.8 Comparaison des fonctions au voisinage d’un point,

Notations de Landau

4.8.1 Fonctions négligeables et fonctions dominées
Définitions
Soient f et g deux fonctions définies dans un voisinage V du point a, sauf peut-étre,

ena.

Définition 4.15. On dit que f est négligeable devant g lorsque x — a (ou tout simplement

ena), et l'on écrit f = o(g), si :
Ye>0,30>0, VxeV: 0<|x—a| <6= |f(x)| < elg(x)l.

Définition 4.16. On dit que f est dominée par g lorsque x — a (ou en a), et I'on écrit
f=0(@),si:

Jk>0,30>0, VxeV: 0<|x—a|l <0 = |f(x)| < klg(x)I.

Les symboles o0 et O s’appellent notations de Landau.

Il résulte des définitions que si g ne s’annule pas dans un voisinage de 4, alors

f=otg) = tim £ =0,

f = 0O(g) & lerapport IJ—CI est borné dans un voisinage de a privé du point a (voisinage
pointé de a).

Définition 4.17. Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle ]a, +oo[. On posera par
définition

f=o0(g) lorsque x — 400 &= Ve >0, 30 >0, Vxel: x>0 = |f(x)| < elg(x)|.
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f =0(g) lorsque x — +00 &= Fk >0, 0 >0, Vxel: x> 6 = |f(x)| < klg(x)|.

De fagon analogue, on définit les relations f = o(g) et f = O(g) pour x — —oo, on remplace

Uintervalle Ja, +oo[ par ] — oo, af et x > 6 par x < —0.

Exemple 4.18. Pour x — 0, 0ona:

x? = o(x), xtanx = O(x?),
! —0(1) xzsim1 +x° = o(tan x)
x2 xd” X Bl '

Pour x — +oo,0na:

x? = o(x%), xtanx = O(x),

% = 0(%), x? sin% + 23 = o(xh).
Propriétés
Théoreme 4.19.

f=0(9) & f =gh, h=0Q)(ou plus simplement) o(g) = g.o(1);
f=0(g) & f =gh, h = OQ)( ou plus simplement) O(g) = g.0(1).

Corollaire 4.20.
f=o0(9) = f =g.oh);
f=0(g) < f=9.0h).

Exemple 4.21.
%.o(aﬁ) =o(x), x>.0(x?) = O(1).

4.8.2 Fonctions équivalentes

Définition 4.22. Soient f et g deux fonctions définies dans un voisinage de a, sauf peut-étre,

en a. On dit que f est équivalente a g lorsque x — a (ou en a), et 'on note f ~ g si :
f =g =o(f) lorsque x — a.
Remarquons que

f—g=o(f) = f—g=0(9).

Proposition 4.23.
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e La relation ~ est une relation d’équivalence entre les fonctions définies au voisinage d’un
point a.

eSifi~giet for~goena,alors fif, ~ g192

et les

1(x) 71(x)
exzste alors il en est de méme de lim
—0a fz x—a gz(x)

oSifi~qgiet frhb~grena, szh

deux limites sont égales.
o En général, fi ~ gy et f, ~ g, n’entraine pas que f + f» ~ g1 + g».
o 5Si J}i_)rr}lf(x) = J}il)rbg(x) =letsil € R, alors f ~ g.
eSif~getsi }iir}zg(x) =1 € R U {xo0}, alors }i_n}uf(x) =1

e Si f ~ g, alors f(x) et g(x) sont du méme signe au voisinage du point a.

Remarque. S’il existe un voisinage V de a tel que f et g ne s’annulent pas dans V\{a}, alors

f~gena 11m@

x—a g(x) 1

Exemple 4.24. Pour x — 0,0na:

sinx ~ x ~ tanx, In(1 + x) ~ x,

2
ef—1~x,1—cosx ~—.
0 2

Pour x — +oo,0na:

11 1 n n oo
sin= ~=~tan=, ag+ay + ... + a,x" ~ a,x" sia, #0.
x x X

4.9 Exercices

Exercice 4. 1 Calculer les limites suivantes :

. x2 — 4 . 1—cosx 2x +1\"
Llim 7y 2lm o i (52
sin 2x sin x

4. im Vx2-1-x, 5.lim 6. lim

X—>+00 x—0 tan3 x—0 1/1 _ COS.X"

In(e* + 2x)

7. lim sinxInx, 8. Iim —— =, 9 lim sin In(1 + x?),
x—0 x—+00 X x—0 x2+1
101im L2V i VeloVE 12, 1im (1 - sin) tan x.
xX—a X—a X—>+o00 TC
x—>§

Exercice 4.2. Soient f et g deux fonctions définies sur R. Posons : h(x) = f(x)g(x), soit a € R.
e Montrer que si g est bornée au voisinage de a et f tend vers 0 quand x tend vers a, alors h

tend vers 0 quand x tend vers a.
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Exercice 4.3. Calculer les limites suivantes :

1 llm xsinx

tan x—sin x 3. lim (x+h) —h"
1—s0 1-cosx x3 :

2. lim

x—0~ x—0

4. lim XE( )ﬂvec (a,b) e R* xR, 5. lim sin2xsin(x-§)

,heR,

6. }ir}) Vxsin 2 o

x—0 1 x—1 sin x—cos x
1+x

7. lim smx[x E( )] 8. lim ﬂi, 9. lim x? sm—

x—0 x—>—oo SN xX—+00

1,1 1,1 1 Vx—va+Vx—a
10 lim (L +1+1- JE+1-1 11 lim 22 12, Jim Ve
Exercice 4.4. Calculer les limites suivantes :
+1 2x

1 lim (Va2+5- VaZ+x+1), 2 lim (22}, 3. lim (),

X—>+00 X—>+00 X—>+00
On donne :

lim (1+%) =e¢ et limM:O.

xX—>+00 X—>+00 X

Exercice 4.5. Montrer par définition que :
1. limx2+1 =2, 2. limlx2 =1,
X—>

. 2 _
3. lln =400, 4. xl_”f?oo =0,
5 limi =-00, 6.1imx*-9=0.
< X x—3
x—0

Exercice 4.6.

1. Montrer par définition que :

: Xax+l x+2 _
1. lim =22 =1, 2. lim % = +oo, 311m(x -x)+1=3,

x—-2 x—1*
4. lim =0, 5. lim & = +oo.
X—>+00 X—>+00

2. Les fonctions f(x) = sinx, g(x) = cos L possedent-elles une limite au voisinage de +oo

et 0?2 (Justifier).



Chapitre 5
Continuité des fonctions

Nous allons voir dans ce chapitre comment formaliser mathématiquement la notion
de continuité. Le long de ce chapitre, I désigne un intervalle de IR non vide, non réduit

a un point, 2 un point de I et f une fonction définie sur I.

5.1 Définitions

5.1.1 Fonctions continues en un point

Commengons par donner la définition de la continuité d’une fonction en un point

que l'on appelle "caractérisation de Weierstrass").

Définition 5.1. (Caractérisation de Weierstrass)
La fonction f est dite continue en a si pour tout réel € > 0, il existe un autre réel 6 > 0 (qui

dépend du choix de ¢) tel que pour tout x de I
si |x —al < 6 alors |f(x) —f(a)| <e.

Remarque.

1. Le réel 6 dépend a la fois de € que Ion va choisir, mais également du point a. Il peut étre

différent suivant le point a que I'on étudiera.

La définition précédente peut se caractériser de la fagon suivante en termes de

limites :

60
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Définition 5.2. (Continuité et limite)

On dit que la fonction f est continue en a si lim f(x) = f(a), c’est-a-dire si :
X—>a

Ye>0,36>0,Vxel:|[x—al<d=|f(x) - f(a)l <e.

De fagon similaire, on utilisera la limite a gauche pour parler de continuité a gauche

et de la limite a droite pour parler de continuité a droite.

Définition 5.3. (Continuité a gauche et a droite)

1. La fonction f est dite continue a gauche de a si lim f(x) = f(a), c’est-a-dire si :
Ye>0,30>0,Vxel:0<a—-x<0=|f(x) - f(a)l < e.

2. La fonction f est dite continue a droite de a si lim_f(x) = f(a), c’est-a-dire si :

X—a

Ye>0,30>0,Vxel:0<x—-a<d=|f(x) - f(a)l < e.

Evidement, la continuité de f a droite et a gauche en a entraine la continuité de f en a.

5.1.2 Fonctions continues sur un intervalle

Définition 5.4. On dit que la fonction f définie sur l'intervalle I est continue sur I si elle est

continue en tout point de 1. L’ensemble des fonctions continues sur I se note C(I).

Remarque. En d’autres termes, dire qu’une fonction est continue sur I signifie que dans cet
intervalle sa courbe représentative ne présente pas de sauts.
Exemple 5.5. Les fonctions suivantes sont continues sur leurs domaines de définition :

1. La fonction constante x — c (a € R), 7y = R.

2. La fonction identité x — x, 5 = R.

3. La fonction valeur absolue x — |x|, Z5 = R.

4. La fonction puissance entiere x +— x" définie sur Yy = R si n > 0, ou définie sur
Pr = R\{0}sin <0.

5. La fonction racine x +—> {/x n-ieme définie 7y = R, sin est pair, 9y = R si n est impair.

6. La puissance rationnelle x +—— X (peZetqeN)on g est irréductible définie sur
75 =R
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7. La fonction homographique définie par x — “*2 (a,b,¢,d € R) sur Z5 = R\{=2}.
8. La fonction logarithme népérien x — Inx, I5 = R;.
9. La fonction exponentielle x — e*, Z¢ = R,

10. Les fonctions circulaires définies sur R pour sinus et cosinus, R\{%, k € Z} pour tangente,

et R\{km, k € Z} pour cotangente.

11. Les fonctions hyperboliques sinh, cosh et tanh sont définies sur R et R* pour la fonction
coth.

5.2 Opérations sur les fonctions continues

5.2.1 Opérations algébriques

Comme pour les limites, nous pouvons énoncer quelques propriétés de continuité

qui peuvent conserver des opérations sur les fonctions.

Propriétés 5.6. Soient f et g deux fonctions définies de I dans R. Supposons que f et g sont

continues en a € R. On a alors les propriétés suivantes :

1. La fonction f + g est continue en a, et on a ,}ir}l(f + g)(x) = f(a) + g(a).

2. Pour tout réel A, la fonction Af est continue ena, et ona: J}iilrlm(/\f)(x) = Af(a).
3. La fonction fg est continue en a, et on a }lr; (fg)(x) = f(a)g(a).

4. La fonction |f| est continue en a, et on a }E}z ()| = |f(a)l.

5. Sig(a) # 0, la fonction ]Ef est continueen a, et on a : %Enm (g) (x) = ?}%.

Exemple 5.7.
1. La fonction polynome est continue sur IR,

2. Toute fonction rationnelle f définie pour tout x dans l'intervalle I de R par f(x) = %

ot P et Q sont des polynomes définis sur I avec Q(x) # 0 sur I, est continue sur I.

5.2.2 Continuité de la fonction composée

Théoreme 5.8. Soient f : 1 — J et g : | — R deux fonctions avec I et | sont des intervalles

quelconques de R. Supposons que f soit continueena € I, et que lim f(x) = f(a) =1 (ol € ]).
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Si g est continue en | = f(a), alors la fonction composée (g o f) : I — R est continue en a, et

ona:

lim(g 0 /)(¥) = (7 © (@ = g0I).

Démonstration. Soit f continue en a € I et soit g définie sur un intervalle | contenant la
point [ = f(a) et continue au point /.

La continuité de g s’écrit :
Ve >0,30; >0,Vyel:ly=1 <6 = lg(y) —g()l < ¢,
tant que f est continue en 4, on peut associer a ce nombre 6; un nombre 6 > 0 tel que :
Vxel:lx—al<o=If(x)- f@|=ly—1 <061,
comme x € | = f(x) € ], il en résulte
Ve>0,30>0,Vxel:|x—al <6=|g(f(x)) —g(f(a)| < e,

et par suite, g o f est continue en a. u

5.2.3 Prolongement par continuité

Proposition 5.9. Soit f une fonction définie sur I\{a}. On suppose de plus que f admet une
limite finie | en a. Alors la fonction f définie pour tout x de I (autrement dit le domaine de
définition de f auquel on a ajouté le point a), par :

— f(x) si x#a,

fx) =

l si x=a,
est continue en a.

On dit que j?constitue le prolongement par continuité de f en a.

Exemple 5.10. Soit la fonction f(x) = %, 95 = R\ {0}.

La fonction f admet un prolongement par continuité en O et on a :

sinx )
—_ si x#0,
fx)=3 X

1 si x=0.

Exemple 5.11. Soit la fonction f(x) = &, 2; = R\ {0}. Ona:
lin(}+ f(x)=1et lin(}_ flx)=-1

, donc cette fonction n’admet pas un prolongement par continuité au point 0.
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5.3 Théorémes sur la continuité

Nous introduisons dans cette section les théorémes fondamentaux sur la continuité

auxquels vous ne pourrez pas échapper.

Théoreme 5.12. (Théoréme de Bolzano)
Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b]. Si f(a) et f(b) sont tels que f(a)f(b) <O,

alors il existe au moins c €]a, b tel que f(c) = 0.

Théoreme 5.13. (Théoreme des valeurs intermédiaires)

Soit f une fonction définie sur I un intervalle quelconque de R. Soient a et b deux réels de I.
Alors tout réel k compris strictement entre f(a) et f(b) possede au moins un antécédent c par la
fonction f.

En d’autres termes, pour tout a et b réels de I tels que a < b,

si k €]f(a), f(b)[ alors il existe c €]a, b[ tel que f(c) = k.

Démonstration. Supposons que f(a) < f(b). Soit donc k tel que f(a) < k < f(b). Considé-
rons la fonction g : [a,b] — R définie par g(x) = f(x) — k. Il est clair que g vérifie toutes
les hypotheses du théoreme précédent (Théoréme de Bolzano), alors il existe au moins

c €]a, b[ tel que g(c) = 0. Ce qui acheve la preuve. ]

Théoreme 5.14. (Théoréme de Weierstrass (bornes atteintes))
Soit f une fonction définie et continue sur un segment [a, b] de I (autrement dit sur un intervalle
fermé et borné de I). Alors il existe deux réels ¢, et ¢, dans [a, b] tels que pour tout x dans [a, b],

ona:

flcr) < f(x) < f(ca)-

Remarque. Ce théoréme signifie que si f est continue sur un intervalle fermé borné, alors f

est aussi bornée et atteint ses bornes supérieure et inférieure.

Corollaire 5.15. Pour tous réelsaet baveca < bet f : [a,b] — Rest continue, alors f([a, b])

est un segment, i.e., I'image d’un intervalle est un intervalle..

Démonstration. Soit y1,y, € f(I),y1 < y». D’apres le théoreme des valeurs intermé-
diaires, tout y, y1 <y < y, est une valeur de f. Il en résulte que le segment [y, >] est

inclus dans f(I), donc f(I) est un intervalle. Ce qui termine la démonstration. [
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5.4 Propriétés des fonctions monotones sur un intervalle

Proposition 5.16. (Continuité et monotonie)
Si f est une fonction monotone sur un intervalle I de R telle que f(I) (I'image par f de I) soit

également un intervalle, alors f est continue sur I.

Remarque. Attention, il faut que la fonction soit monotone pour avoir le résultat. En général,
si I'image par une fonction f d'un intervalle est un intervalle, alors f n’est pas forcément

continue.

Exemple 5.17. Sil’on considere la fonction suivante

f: R — R
sm(l) si x#0

x o f(x) = X
k si x=0.

avec k € [-1,1].

Alors f n’est pas continue en 0 et pourtant pour tout intervalle I contenant 0, ona f(I) = [-1,1].

Proposition 5.18. (Monotonie et injectivité)

Si f est strictement monotone sur I, alors f est injective.

Remarque. Pour avoir la réciproque, nous sommes obligés de supposer la continuité de f,

sinon cela ne marche pas.

Théoréme 5.19. (Continuité et injectivité)

Sila fonction f est injective et continue sur 1, alors elle est nécessairement strictement monotone.

Remarque. Une fonction injective et non continue n’est pas forcément monotone. On peut par
exemple considérer une fonction f continue par morceaux donc sur chaque morceau f est soit

strictement croissante soit strictement décroissante.

Théoréme 5.20. (Théoreme de la fonction réciproque)
Si f est une fonction continue et strictement monotone sur I, alors f est bijective et sa fonction

réciproque {1 : f(I) — I est continue sur f(I).

Démonstration. D’apres la proposition précédente f est strictement monotone donc elle
est injective, d’ou I’existence de f!. Reste & démontrer la continuité de f~!. En effet, f

étant continue, f(I) est un intervalle. D’autre part, comme f est strictement monotone,
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! Iest aussi (elles ont le méme sens de variation). Par conséquent, f~! est continue
d’apres la proposition car f7(f(I)) = I est un intervalle. Donc le théoreme est

démontré. [

5.5 Exercices

Exercice 5.1. Etudier la continuité des fonctions suivantes :
1. f(x) = X — 2 ,

Vaxt + 2x3x2
2. g(x) = (x + 1)(x2 - X+ 1)

1 S
3 six=-1.

six # -1,

Exercice 5.2. Etudier la continuité des fonctions suivantes au point x = 0 :

1
x3cos= six#0,
flx) = X
0 six=0,

1
sin— six#0,
g(x) =
0 six =0.

Exercice 5.3. Etudier le prolongement par continuité des fonctions suivantes :

— CoS \/_

1 fy = =2
1

2. g(x) = cos ot

3. h(x) = sin(x + 1) In|x + 1.

. f(x):x+g.

a* -1

HN

5. g(x) =

Exercice 5.4. Soient f et g deux fonctions continues définies de [0, 1] dans R telles que :

fM) =g(0)=1, et f(0) = g(1) =

e Montrer que :
YA € R}, Ix €]0, 1[: g(x) = Af(x)



Chapitre 6

Fonctions réciproques

6.1 Existence et propriétés

Proposition 6.1. Soient I et | deux intervalles de R. Si f : I — | est une fonction bijective,
alors il existe une unique fonction g : | — I telleque go f = Iy et f o g = I;. La fonction g est

la bijection réciproque de f est se note f1.

Remarque.
— Rappelons que dans un repere orthonormé les graphes des fonctions f et f=1 sont symé-
triques par rapport a la premieére bissectrice.
— Si f est une fonction paire (resp. impaire), alors sa fonction réciproque f~! est une fonction

paire (resp. impaire).

Le théoreme suivant est trés utilisé dans la pratique pour montrer qu'une fonction

est bijective.

Théoreme 6.2. (Théoreme d’existence )
Soit f : I — IR une fonction continue et strictement monotone. Alors la fonction f réalise
une bijection de I sur f(I). La fonction récirpoque f~' : f(I) — I est continue, strictement

monotone et varie dans le méme sens que f.

Démonstration. Puisque f est strictement monotone, elle est aussi injective et réalise une
bijection de I sur f(I). Supposons que f est strictement croissante. Soient v, y, € f(I)
et soient xq,x; € I tels que y1 = f(x1) et y2 = f(x2). Alors f(x1) < f(x2), ce qui implique

que x; < X, puisque f est strictement croissante. Ce qui est équivalent a f~(y;) <

67
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f(y2). D'our f7! est strictement croissante. On vérifie de méme que f~! est strictement
décroissante si f 'est. Il reste a prouver la continuité de f~!. Notons d’abord que f(I)
est un intervalle (car f est continue). D’autre part, f1(f(I)) = I est un intervalle et

est monotone, donc d’apres le théoreme précédent, f~! est continue. [ ]

Remarque. Soit f : [ — R une fonction bijective.

Pour déterminer la fonction réciproque de f
1. Résoudre I'équation y = f(x) oit I'inconnue est x, on obtient alors x = g(y).
2. La fonction réciproque de f est la fonction f~' : f(I) — I définie par
f71(x) = g(x), ¥x € f(D).

Exemple 6.3. Soit f(x) = x* pour a valeurs dans 10, +oco[. Pour déterminer sa fonction

réciproque, on résout I'équation y = x2, x > 0, ot I'inconnue est x, on obtient

x =4y, y>0.
Ainsi, la fonction réciproque est la fonction racine carrée f~1(x) = /x définie de R’, dans R:,.

Exemple 6.4. Déterminer la fonction réciproque de f : R — R définie par f(x) = 4x + 1.

On résout I'équation y = 4x + 1 ot l'inconnue est x € R. On trouve

Ainsi, f1(x) =1x—1, x e R

6.2 Fonctions trigonométriques réciproques

Notons tout de suite que les fonctions trigonométriques ne sont pas injectives sur R.
Afin de déterminer leurs fonctions réciproques, on part d’intervalles, les plus grands

possibles, sur lesquels elles sont strictement monotones.

6.2.1 Fonction arcsinus

La fonction sinus est définie sur R dans [-1, 1]. Pour obtenir une bijection a partir

o
2724

Sur cet intervalle, la fonction sin est continue et strictement croissante. Donc elle est

de cette fonction, il faut considérer la restriction de la fonction sin a I'intervalle [
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bijective. Par conséquent, elle admet une fonction réciproque qu’on appelle arcsinus et

qu’on note arcsin, ainsi :
arcsin :[-1,1] — -7, 5]
X > arcsinx = y.
Remarque. Les propriétés fondamentales de cette nouvelle fonction sont :
1. Le domaine de définition de arcsin est [-1,1].

2. Le domaine image de arcsin est [-5, 7].

3. sin(arcsinx) = x pour tout x € [-1,1].
4. arcsin(sinx) = x pour tout x € [-7, Z].
5.

La fonction arcsin est continue et strictement croissante sur [-1,1].

Calcul de arcsin «

Le calcul de arcsin a est la recherche de I'angle 0 tel que & = sin6, ou 6 € [-F, 7].

Exemple 6.5. Pour calculer arcsin (sin (%)) :

On voit que %” ¢ [-3, 51 Ainsi, on a besoin de trouver un nombre x dans [-5, 5] tel que

sinx = sin 2.

On utilise la formule suivante (elle est facile a montrer)
sin(7t — x) = sin(x),
et donc si on prend x = G on obtient sin(%”) = sin (n - —) =sin §.

arcsin (sin (3—7-()) = arcsin (sin (E)) _I
4)) 4)) 4

Exemple 6.6. Soit f(x) = arcsin(x? — 1). Déterminer le domaine de définition et le domaine

D’ont

image de f.

Ona
— La fonction f est définie pour les réels x vérifiant =1 < x* =1 < 1, s0it 0 < x* < 2, donc

le domaine de définition de la fonction f est :

Pp={xeR:-V2<x< V2} =[-V2,V2].
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— Par ailleurs, il est facile de vérifier que quand x varie dans [— V2, V2], x> — 1 prend toutes

les valeurs entre —1 et 1, c’est-a-dire le domaine de arcsin . Ainsi, le domaine image de

n

arcsin(x? — 1) est le méme que celui de arcsin x, qui est [—5, 5] .D’out

w133

Graphe de la fonction arcsin

La courbe de arcsin s’obtient par symétrie par rapport a la premiere bissectrice de

la courbe de sin.

Ficure 6.1 — Représentation graphique de la fonction arcsin

Remarque. La fonction arcsin admet des asymptotes en x = +1.

6.2.2 Fonction arccosinus

La fonction cosinus est définie sur R dans [-1, 1]. Pour obtenir une bijection a partir
de cette fonction, il faut considérer la restriction de la fonction cos a l'intervalle [0, 7t].
Sur cet intervalle la fonction cos est continue et strictement décroissante, elle est donc
bijective. Par conséquent elle admet une fonction réciproque qu’on appelle arccosinus

et qu’on note arccos, ainsi :

arccos :[-1,1] — [0, 7]
x > arccosx =Y.
Remarque. Les propriétés fondamentales de cette nouvelle fonction sont :
1. Le domaine de définition de arccos est [-1,1].

2. Le domaine image de arccos est [0, 7t].
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3. cos(arccos x) = x pour tout x € [-1,1].
4. arccos(cos x) = x pour tout x € [0, 1t].
5. La fonction arccos est continue et strictement décroissante sur [-1,1].

Exemple 6.7. Déterminer le domaine de définition et le domaine image de la fonction f(x) =

arccos(1 — 2x).

Notons que la fonction f est définie pour tout x tel que =1 < 1—2x < 1, c’est-a-dire, quand
1 — 2x est dans le domaine de arccos . En résolvant cette inéquation on déduit que 0 < x < 1.
D’on
% =[0,1].
Par ailleurs, quand x varie dans l'intervalle [0,1], 1 — 2x prend toute les valeurs de [-1,1].
Ainsi,
Imf = [0, r].

Calcul de arccos o

Le calcul de arccos « est la recherche de I'angle O tel que a = cos 0, out O € [0, 7t].

Exemple 6.8. Calculer arccos (cos (—%)) .
On est tenté de dire que la réponse est —7 ce qui est faut car =5 ¢ [0, t]. Ainsi, on a besoin de
trouver un nombre x dans [0, 1t] tel que cos x = cos (—%). Comme cos x est une fonction paire

oM a cos (—%) = COS (%) Ainsi,

arccos (COS (—z)) = arccos (COS (z)) = E
4)) 4)) 4

Graphe de la fonction arccos

La courbe de arccos s’obtient par symétrie par rapport a la premiére bissectrice de

la courbe de cos.
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N

FiGuRre 6.2 — Représentation graphique de la fonction arccos

Remarque. La fonction arccos admet des asymptotes en x = +1.

6.2.3 Fonction arctangente

Comme vous pouvez le constater, I'ensemble image de la fonction tangente, qu’on
note tan, est R et cette fonction est bijective sur I'intervalle | — 7, 7[ (car continue et
croissante). La restriction de la fonction tan a l'intervalle | — 7, Z[ admet une fonction
réciproque qu’on appelle arctangente et qu’on note arctan, ainsi :

arctan :R — [-7,%

X > arctanx =y.

Remarque. Les propriétés de cette fonction sont :
1. Le domaine de définition de arctan est R.
2. Le domaine image de arctan est | — 7, 7.
3. tan(arctanx) = x pour tout x € R.
4. arctan(tanx) = x pour tout x €] — 7, Z[.
5

. La fonction arctan est continue et strictement croissante sur R.

Calcul de arctan o

Le calcul de arctan a est la recherche de I'angle 6 tel que a = tan 6, ou 0 €] - 7, 7[.

Exemple 6.9. Calculer arctan (tan (%)) :

Attention arctan (tan(%)) n'est pas égale a 2 car 2 ¢] — 2, Z[. Sachant que tanx est

périodique de période T, on a alors, tan (T) = tan (7’( + Z) = tan (%) donc

arctan (tan (S—H)) = arctan (tan (E)) = E
4)) 4)) 4
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Graphe de la fonction arctan

La courbe de arctan s’obtient par symétrie par rapport a la premiére bissectrice de

la courbe de tan.

FiGure 6.3 — Représentation graphique de la fonction arc tan

6.2.4 Fonction arccotangente

Notons que la fonction cotangente n’est pas bijective sur son domaine de définition,
mais que sa restriction a l'intervalle ]0, [ I'est (continue et strictement décroissante).
Ainsi, la restriction de la fonction cot a ]0, [ admet une fonction réciproque qu’on

appelle arccotangente et qu’on note arc cot. On a donc :
arccot :R — 10, [

X > arccotx =y.
Remarque. Les propriétés fondamentales de cette nouvelle fonction sont :
1. Le domaine de définition de arc cot est R.
2. Le domaine image de arc cot est ]0, rt].
3. cot(arc cotx) = x pour tout x € R.
4. arc cot(cot x) = x pour tout x €]0, rt[.

5. La fonction arc cot est continue et strictement décroissante sur R.

Calcul de arc cot a : Le calcul de arccota est la recherche de ’angle 0 tel que a = cot 0,
ou 0 €]0, .

Exemple 6.10. Calculer arc cot (cot (—%)) .
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Comme précédemment, on doit trouver un angle 6 dans I'ensemble image de arc cot tel que

cot = cot (—%) . Comme cot x est périodique de période v, on a cot 3 = cot 2. Par conséquent,

arc cot (cot i) = arc cot (cot 3_n) = 3_71
4 ) 4 ) 4°

Graphe de la fonction arccot

La courbe de arc cot s’obtient par symétrie par rapport a la premiére bissectrice de

la courbe de cot.

F1GURE 6.4 — Représentation graphique de la fonction arc cot
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6.2.5 Fonctions trigonométriques (Propriétés trigonométriques)

cos?a + sin’a

=1

cos(a + b) = cosa-cosb —sina-sinb
cos(a — b) = cosa-cosb +sina-sinb
sin(a + b) =sina-cosb + cosa-sinb
sin(a — b) =sina-cosb — cosa-sinb
tan(a + b) _ tana+tanb
~ 1—tana-tanb
tan(a — b) _ tana —-tan
1+ tana-tanb
cos 2a =2-cos’a—1
=1-2-sin’a
= cos?a —sin’a
sin2a =2-sina-cosa
2tana
tan 2a =0
1—-tan“a
cosa - cosb = —[cos(a + b) + cos(a — )]
sina - sinb = E[cos(a—b) —cos(a + b)]
1
sina - cosb = E[sin(a+b) + sin(a — b)]
+ -
Cosp + cosg =2-cospzq-cosp2q
+ —_
COSp — COs (g :—2-sinp2q-sinp2q
+ —_
sinp + sing =2-sinP2q~cosp%q
sinp —sing :2~sinP;q-cosp2q.

6.3 Fonctions hyperboliques

6.3.1 Fonctions cosinus et sinus hyperboliques

L’identité d’Euler est définie par :
¢ = cosx +isinx, Yx € R.
D’apres cette relation, on a :

cosx = R(e™) et sinx = J(™),
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ou R et J désigne la partie réelle et imaginaire de la fonction ¢™.

En outre, toujours grace a 'identité d’Euler, on a :

e = ¢ = cos(—x) + i sin(—x) = cos(x) — i sin(x),

et donc e est le conjugué de ¢*. Ceci permet de dire :

eix + e—ix ez‘x —e ix
cosx =——— et isin(x)=—5—
2 ) 2
Si on remplace x par ix dans les formules précédentes avec i* = —1, on obtient :

e +e™ ¢ isinix) ef—e™*
et isin(ix) = —
2 2
—X

e +e X —e™
etx —

cos(ix) =

Les deux fonctions x +— s’appellent cosinus hyperbolique

et sinus hyperbolique respectivement, avec la notation

X 4 oeX X _ ,—X
coshxze ¢ , sinhxze ¢ Vx e R.
2 2
On observe tout d’abord que :
X —X
cosh(—x) = ¢ = cosh x, Vx e R.
X — e X
sinh(—x) = > =T sinh x, Vx e R.

Donc le cosinus hyperbolique est une fonction paire, tandis que sinus hyperbolique est
impaire.
Lemme 6.11. (Monotonie). La fonction cosinus hyperbolique est strictement croissante sur

[0, +oo[, tandis que la fonction sinus hyperbolique est strictement croissante sur RR.

Comme x — cosh x est une fonction paire qui est strictement croissante pour x > 0,
alors elle est strictement décroissante pour x < 0. Ceci implique que coshx > cosh0 =
1, Vx € R. Comme on a aussi lim coshx = +oo, et que le cosinus hyperbolique est

X—>00

une fonction continue, on obtient :
cosh :[0,+o0] —  [1,+o00
X — coshx =y,
est une fonction bijective.
Par contre, comme la fonction sinus hyperbolique est strictement croissante et continue
surR,etona:

lim sinhx = +co et lim sinhx = —oo,

X—>00 X—>—00

donc
sinh :R — R

x +— sinhx=y,

est une fonction bijective.



6.4. Fonctions hyperboliques réciproques 77

6.3.2 Fonctions tangente et cotangente hyperboliques

On définit aussi la tangente (resp. la cotangente) hyperbolique de x € R (resp. x € IR”)

comme suit :

sinhx e* -1
coshx e*+1’
coshx e +1
sinhx e* -1’

Vx € R,

VYx e R

C’est immédiat a voir que :

sinh(—x) sinh x
tanh(—x) cosh(—x) “ochx tanhx, Vx e
_cosh(-x)  coshx .
coth(—x) = Snh(—x) ~ sinhx cothx, YxeR".

Doncles fonctions tangente hyperbolique et cotangente hyperbolique sont des fonctions

impaires.

Lemme 6.12. La fonction tangente (resp. cotangente) hyperbolique est strictement croissante

(resp. strictement décroissante) sur R (resp. R*). En outre, on a

-1 <tanh(x) <1, Vx € R, et|coth(x)| > 1, Vx € R".

6.4 Fonctions hyperboliques réciproques

6.41 Argument cosinus hyperbolique.

On a vu que si on considere la restriction du cosinus hyperbolique sur [0; +oo],
alors la fonction cosinus hyperbolique devient bijective et donc elle admet 1’application

réciproque, qui s’appelle argument cosinus hyperbolique. Il s’agit de la fonction

argcosh :[0,+00[ — [1,400]

x > argcoshx.

Remarque. Par définition de fonction réciproque, on a les propriétés suivantes :
— argcosh(coshx) = x, pour tout x > 0.

— cosh(argcoshx) =x,  pour tout x > 1.
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Expression logarithmique de la fonction argcosh

Pour cela, pour tout y > 1 il nous suffit de résoudre (par rapport a x) I'équation
suivante, cosh x = y, parmi les x > 0.

En revenant a la définition de cosh x, ceci est équivalent a chercher x > 0 tel que :

On observe que

e t+e (:)ezx+1_
2 Y 2er Y

= ¥ +1=2y¢"

¥ -2y +1=0.
Au fin de résoudre la derniere équation, on pose A = ¢* et celle-ci devient :
A?—2yA+1=0.
Les solutions sont :

Ar=y+ Jy2—-1 et Ay=y- [y -1

Maintenant on se souvient qu’on avait posé A = ¢* et qu’on avait la condition x > 0, donc

la seule solution qui est la bonne pour nous est celle telle que A > ¢° = 1. Finalement,

C=y+ Jy2-1

x=In(y + y/y> = 1).

cela veut dire :

et donc

On peut donc en conclure que :

argcoshx = In(x + Vx2 -1), Vx > 1.

Graphe de la fonction argcosh

La courbe de arg cosh s’obtient par symétrie par rapport a la premiére bissectrice de

la courbe de cosh.
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A

Ficure 6.5 — Représentation graphique de la fonction argcosh.

6.4.2 Argument sinus hyperbolique

On a vu que la fonction sinh : R — IR, est bijective. Donc elle admet la fonction
réciproque, qui s’appelle argument sinus hyperbolique. Il s’agit de la fonction :
argsinh : R — R
X +— argsinhx =y.
Remarque. Comme d’habitude, on a les propriétés suivantes :
— argsinh(sinhx) =x, VxelR.

— sinh(argsinhx) =x, VxeRR.

Expression logarithmique de la fonction argsinh

A nouveau, on peut donner une forme explicite de la fonction argsinhy, en terme de
fonctions usuelles. Pour cela, pour tout y € R, il nous suffit de résoudre (par rapport a

x) I'équation sinh x = y. En revenant a la définition de sinh x, ceci est équivalent a :

On observe que
er

= R ey =
2 Y 20 Y
= e* —1=2ye"
& ¥ -2y —1=0.
Comme avant, on pose A = e* et 'équation précédente devient

A?—2yA-1=0,



6.4. Fonctions hyperboliques réciproques 80

dont les solutions sont

Ar=y+ J2+1 et Ay=y— 2+ 1.

Du fait que A = e* qui est toujours une quantité positive, donc la seule solution qui est

la bonne pour nous est celle telle que A > 0. Comme on a

y<lyl = \/;< IR

ca veut dire qu'il faut choisir

e =y+ 4y +1,

et donc

x=In(y+ /y*>+1).

On en peut donc conclure que :

argsinhx =In(y + Vx2+1), xelR.

Graphe de la fonction argsinh

La courbe de arg sinh s’obtient par symétrie par rapport a la premiére bissectrice de

la courbe de sinh.

g(x) = sinh(z)

FIGURE 6.6 — Représentation graphique de la fonction argsinh.

6.4.3 Argument tangente hyperbolique

On a vu que la fonction
tanh : R — ]-1,1]
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e —1

e +1

X

est une fonction bijective, elle admet donc une fonction réciproque qu’on appelle argu-

ment tangente hyperbolique. Il s’agit de la fonction :

argth :R — ]-1,1]

x +— argtanhx.

Remarque. Comme d’habitude, on a les propriétés suivantes :
— argtanh(tanhx) =x, VxelR.
— tanh(argtanhx) =x, Vxe]-1,1][.

Expression logarithmique de la fonction arg tanh

On peut donner une forme explicite de la fonction argtanh y, en terme de fonctions
usuelles. Pour cela, pour tout y €] — 1, 1], il nous suffit de résoudre (par rapport a x)
I’équation tanh x = y.

En revenant a la définition de tanh x, ceci est équivalent a :

e -1
e +1

sy -1=yE* +1)

e (1-y)=1+y)

1
—o=Y
1-y
1
(:)szln(ﬂ)
I-y
1 1+y
@X—Eln(q)

Donc I'expression logarithmique de la fonction arg tanh est définie par :

1+x
1-—x

1
argtanhxziln( ), -1<x<1

Graphe de la fonction arg tanh

La courbe de argtanh s’obtient par symétrie par rapport a la premiére bissectrice de

la courbe de tanh.
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F1GuRrE 6.7 — Représentation graphique de la fonction arg tanh.

6.4.4 Argument cotangente hyperbolique

Comme la fonction

coth : R* — ] — 00, —1[U]1, +o0[

e +1
e -1’

est une fonction bijective, elle a donc fonction réciproque qu’on appelle argument

X >

cotangente hyperbolique. Il s’agit de la fonction :

argcoth :] — oo, —=1[U]1, +oo] —> R

x > argcothx.

Remarque. Ona:
— argcoth(cothx) =x, VxeR"
— coth(arg cothx) =x, Vx €] — o0, —1[U]1, +o0l.

Expression logarithmique de la fonction argcoth

Donnons une forme explicite de la fonction argcoth y, en terme de fonctions usuelles.

Pour cela, pour tout y €] — oo, —1[U]1, + 0], il nous suffit de résoudre (par rapport a x)



6.4. Fonctions hyperboliques réciproques 83

’équation coth x = y. Ceci est équivalent a :

e +1
e —1

sy +1=yE*-1)

=S y-1)=01+y)

1
— =Y
y—1
1
@szln(ﬂ)
y—1
1 1+y
(:)x—zln(p)

Ceci donne I'expression logarithmique de la fonction argcoth :

1+x

argtanhx = % ln(m

), Vx €] — 0o, —1[U]1, +o0].

Graphe de la fonction argcoth

La courbe de argcoth s’obtient par symétrie par rapport a la premiére bissectrice de

la courbe de coth.

FIGURE 6.8 — Représentation de la fonction argcoth



6.5. Exercices

6.4.5 Fonctions hyperboliques (Propriétés hyperboliques)

cosh?a —sinh?a =1

cosh(a + b) = cosha - coshb + sinha - sinh b
cosh(a — b) = cosha - coshb — sinha - sinh b
sinh(a + b) = sinha - coshb + cosha - sinh b
sinh(a — b) =sinha - coshb — cosha - sinh b
tanh(a + b) _ tanha + tanh b

1 —tanha - tanhbd
tan?&z—ataﬁlr'}b

tanh(a =) ~ 1+ tanha-tanhb
cosh 2a =2-cosh’a—1
=1+2-sinh’a
= cosh’a + sinh’a
sinh 2a =2-sinha - cosha
tanh 2a = 2ta—nha2
% + tanh”a
cosha - coshb = — [cosh(a + b) + cosh(a — b)]
sinha - sinh b = — [cosh(a + b) — cosh(a — )]
sinha - cosh b =5 [sinh(a + b) + sinh(a — b)]

+ J—
coshp + coshg =2'COShp q~coshu

coshp — coshg =2.sinh P21 -sinhp;q
P20 cosn 21
P—4q

P%q‘

2

sinhp +sinhg =2-sinh

- cosh

sinhp —sinhg =2-sinh

6.5 Exercices

Exercice 6.1. Montrer les égalités suivantes :

(1 + tanhx)” _ 1+ tanh(nx) Vx € Ravecn € N

1—tanhx/ 1 - tanh(nx)’
2 1
. hx = - .
2. tanhx tanh(2x) tanhx’ x>0
3. sinhx = &, Vx € R.

V1 - tanh®x

Exercice 6.2. Trouver les valeurs réelles de x et y vérifiant :
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35
. coshx + coshy = o

25
inhx +sinhy = —.
sinhx +sinhy = -
2. arcsin(tanx) = x.
3. arccos(tan x) = arcsin(1 — x).

4. argcoshx = argsinh(2 — x).
Exercice 6.3. Montrer que :
1. Vx € R* : arctan(x) + arctan(%) = gsigne(x).
2. ¥x € [-1,1] : arccos(x) + arcsin(x) = g
Exercice 6.4. Simplifier les expressions suivantes, oit x est une variable réelle :

sinh(arg cosh x), cosh(arg sinh x), sin(arccos x) et cos(arcsin x).

Exercice 6.5. Résoudre les équations suivantes, d'inconnue x € R :

1) 7coshx +2sinhx =9, b)sinhx —4sinh2x + sinh3x = 0.
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Chapitre 7

Structures algébriques

7.1 Loi de composition interne :

Définition 7.1. Soit E un ensemble non vide, on appelle loi de composition interne (ou opération

binaire) sur E, toute application de E X E dans E qui a (x, y) associe une image qu’on note x * .

Les lois de compositions internes sont notées par: x, A, T, O, ¢, ©, ®, O, o,....

Exemple 7.2. L'addition usuelle + est une loi de composition interne sur N, Z, Q, R et C.
La multiplication usuelle X est une loi de composition interne sur IN, Z, Q, R et C.

La soustraction usuelle — est une loi de composition interne sur Z, Q, R et C, mais pas sur IN.
Exemple 7.3.

1. Pour E = R et % une loi définie par :
Vx,ye E:xxy=x"+y~
On voit que * est une loi de composition interne puisque : ¥x,y € R: x* + y*> € R.
2. Pour E = N et T une loi définie par :
Yx,y€e E:xTy=x-y.

On voit que T n’est pas une loi de composition interne puisque : par exemple, pour x = 3
ety=4onax-y=3-4=-1¢N.

3. Soit A un ensemble et E = P(A) 'ensemble des parties de A, alors 'intersection N et
I"union U d’ensembles sont deux lois de compositions internes dans E car : VX, Y € P(A),

ona

87
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- XNYcXcAetXNYcCYcAdonc
Vx, xeXNY)=2xeX)AxeY)=xecAANxecA) =x€eA,

ce qui montre que N est une loi interne dans P(A).
- OnaXUY C Apuisque (X C A)et (Y C A), donc

Vx, xe XUY)=>xeX)V(xeY)=xecA)V(xecA)=x€eA,
ce qui implique que U est une loi interne dans P(A).

Remarque. Un ensemble non vide E muni d'une ou plusieurs lois de compositions internes

notées *1, %y, ..., *,, est notée (E, *1, %y, ..., *,).

Exemple 7.4. (N, +),(Z, +,-),(R, +, X), (L(E, E), o) et (P(E); N).

7.1.1 Propriétés d’une loi de composition interne

Définition 7.5. Soit E un ensemble non vide muni d'une loi de composition interne %, on dit

que :
1. La loi % est associative, si pour tous x,y,z € E,ona :(x * y) *z = x * (y * ).
2. La loi % est commutative, si pour tous x,y € E,ona:x+y = y=*x.

3. e est un élément neutre a gauche (resp. a droite) de la loi % si pour tout x € E, on a :
exx =x (resp. x e = x).
Si e est un élément neutre a gauche et a droite de la loi %, on dit que e est un élément

neutre de *.

4. Un élément x de E est inversible (ou symétrisable), s'il existe un élément inverse (ou
symétrique) a gauche (resp. a droite) x’ de E tel que : x" » x = e (resp. x * x’ = e).
Si x est un élément symétrique a gauche et a droite de x, on dit que x’ est un élément

symétrique de x et est noté x.

Remarque. La disposition des parentheses est inutile si, la loi + est associative et on peut écrire

x*y+zaulieude (x +y)*z et x* (Y +2).

Exemple 7.6. L'addition usuelle + sur N, Z, Q, R et C est une loi associative, commutative,
et elle admet O comme élément neutre ; de plus, dans Z, Q, R et C tout élément x a —x comme
symétrique pour l'addition.

Dans IN le seul élément symétrisable pour I'addition usuelle est 0.
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La multiplication usuelle X sur IN, Z, Q, R et C est une loi associative et commutative
admettant 1 comme élément neutre et dans Q°, R* et C* tout élément x a 1 comme inverse pour
la multiplication. L'élément 0 n’a pas d’inverse pour la multiplication usuelle X.

Dans Z, les seuls éléments inversibles pour la multiplication usuelle sont —1 et 1.

Exemple 7.7. L'intersection N sur 'ensemble P(E) est une loi associative et commutative,
admettant E comme élément neutre, et le seul élément inversible est bien E. (X NY)NZ =
XN(YNZ),XNE=X=ENX,si X # E, on ne peut pas trouver X' variant XN X" = E, ¢ca

marche seulement pour X = E).

Théoreme 7.8. Soit E un ensemble non vide muni dune loi de composition interne *, alors :
1. L'élément neutre e, s'il existe, il est unique.

2. Si » est associative et admet un élément neutre e, alors l'élément inverse x~! de x, s'il

existe, il est unique, de plus (x"1)™' = xet (x*y)™t =y« x71 (si y! existe aussi).

Démonstration.

1. Supposons ¢’ un autre élément neutre de *, alors e * &’ = e et comme e est aussi un
élément neutre alors e x ¢’ = ¢/, d’ot1 'égalité ¢’ = e.

1 1

2. Supposons ¥ un autre inverse de x alors x*x = ¢,ainsix™! = (xxx)*x~! = x#(xxx7!) =

X donc l'inverse est unique.

Onaxsxl=e¢=x"

+ x, et puisque l'inverse est unique, alors x est I'inverse de
x7!; c’est-a-dire (x 1)~! = x.
On a aussi

(ylrx ) s(xry) =y (x

1

*x)*y:y_l*y:e

1 1

=xxx"'=e,

(e ey ax ) = (yey e

et puisque l'inverse est unique, alors y! = x™! est I'inverse de x * y, c’est-a-dire

(x % y)—l — y—l % x—l.

Autres propriétés d’une loi de composition interne

Définition 7.9. Soient x et T deux lois de compositions internes sur un ensemble non vide E,

alors :

1. * est distributive par rapport a T si :

Vx,y,z€E:x+(yTz)=(x*>y)T(x*z) et (yTz)*x = (y*x)T(z*x).
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2. r € E est un élément régulier a droite (resp. a gauche) de * si :
Vx,y€E, xxr=y*r=x=y (resp.r*x=r+y = x=1y).
3. Un sous-ensemble F de E est dit stable par rapport a + si :

Vx,yeF: xxy€F.

7.2 Structure de groupe

7.2.1 Groupes

Définition 7.10. Soit G un ensemble non vide muni d'une loi de composition interne , on dit

que (G, ) est un groupe si et seulement si :

1. = est associative.

2. * possede un élément neutre e.

3. Tout élément de E est symétrisable.
De plus, si la loi + est commutative, on dit que (G, *) est un groupe commutatif ou abélien.
Exemple 7.11. (Z,+), (Q, +), (R, +) et (C, +) sont des groupes commutatifs.
(Q, X), (R, X) et (C, X) ne sont pas des groupes (L'élément O na pas d’inverse pour la multipli-
cation usuelle X).

(Q, %), (R*, x) et (C*, X) sont des groupes commutatifs.
(N, +), (IN, x) et (Z, X) ne sont pas des groupes.

Exemple 7.12. (P(E), N) n’est pas un groupe si E # (. (I'inverse de () n’existe pas).

7.2.2 Sous-groupe

Définition 7.13. On appelle sous-groupe d’un groupe (G, +) toute partie non vide H de G qui
est elle méme un groupe pour la loi  restreinte H. Autrement dit :
La partie non vide H de G est un sous-groupe de (G, *) si elle est stable par rapport a et a
I'opération inversion, c’est-a-dire :

1. H#0.

2. ¥x,yeH: x+y€H.
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3. VxeH:x'eH.

1l est claire que si (G, *) est un groupe, alors G est un sous-groupe de G.

Proposition 7.14. Une partie H de G est un sous-groupe d'un groupe (G, *), si et seulement
si:
1. H contient I'élément neutre e.

2. Pourtousx,y € H:x*y™ ' € H.

Démonstration.
a. Soit H un sous-groupe de (G, *), alors
1. * a un élément neutre dans H, donc H # 0.

2. Soient x, y € H, comme H muni de la restriction de * est un groupe, alors y*

existe dans H et comme H est stable par rapport a * on déduit que x*y~! € H.

b. Inversement, supposons que H vérifie les assertions 1. et 2.

Montrons, alors que H muni de la restriction de * est un groupe.

1. Comme H # 0, alors il existe x € H et d’apreés 2. onae = x*x! € H, ce qui
montre que la restriction de * admet un élément neutre e dans H.

L'=exx1 € H, ce

2. Soit x € H, comme e € H alors d’aprés 2. on aura x~
qui montre que tout élément x € H est inversible dans H par rapport a la

restriction de .

3. Pour tous x et y dans H et d’apres 2. de b.. on a y~! € H, par l'utilisation de
2) on déduit que x * y = x = (y™!)™! € H, ce qui prouve que la restriction » & H
est une loi de composition interne.

4. La restriction * a H est associative, car * est associative dans G.

Exemple 7.15. Si (G, *) est un groupe, alors {e} et G sont des sous-groupes de G, appelés

sous-groupes triviaux.

Exemple 7.16. (Z,+) est un sous-groupe de (Q,+) qui est un sous-groupe de (R, +) et de
(C,+).

Pour la multiplication ({=1,1}, X) est un sous-groupe de (Q*, X) qui est un sous-groupe de
(IR*, X) et de (C*, X).

Exemple 7.17. Pour tout n € N, I'ensemble nZ. = {nx, x € Z} est un sous-groupe de (Z,+).

Car l'élément neutre O € nZ, et pour tous m,m’ € nZ,ona: m+ (-m’) € nZ.
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Théoréme 7.18. Tous les sous-groupes de (Z, +) sont de la forme (nZ, +) ot n € IN.

Théoréme 7.19. L'intersection quelconque de sous-groupes d'un groupe (G, *), est un sous-
groupe de (G, ), c’est-a-dire :

Si (H,)ier est une famille de sous-groupes d'un groupe (G, *), alors ﬂ H; est aussi un sous-groupe
de (G, »). <

Démonstration.

1. Soit e I’élément neutre de (G, #), Pour touti € [,onae € H;, alorse € (| H,.
i€l
2. Six,y € (H;, alors pour touti € [,onax=*y ' € H;, donc x*y~! € (| H;, par suite
i€l i€l
() H; est un sous-groupe de (G, ).
iel

Remarque. L'union quelconque de sous-groupes d'un groupe (G, *), n’est pas nécessairement
un sous-groupe de (G, *).
Remarque. Soit (G, *) un groupe, alorson a :
1. Vx,yeG: (xxy) =y txxl
2. 9%, 0, X, €G (g v xy) =yt e e x
X * X * ... x(n fois) ,sin€IN=.

3. VxeG: x"=< ¢ ,sin =0.

xtextx L xxY(—nfois) ,sineZ:.

7.2.3 Centre d’'un groupe

Définition 7.20. Soit (G, *) un groupe, on appelle centre de groupe G, I'ensemble C définie par :
C={xeG/(VyeG: xxy=y=x)}L

Théoreme 7.21. Le centre du groupe (G, *) est un sous-groupe de G.

Démonstration.

1. Sie est1’élément neutre de %, alors e € C car

YyeG, exy=yxe=1y.
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2. Soient x, y € C, alors

V2eG, (rey ez = eyl
= x#*(y ' (z71)71)(car * est associative)
= xx(zlxy)!
= xx*(y*z ) Ycary € C)
= x+( Ny
= xx(z*xy™)
= (x=*z)=*y !(car * est associative)
= (z*x)*y (carx € C)
= z#*(x*y 1) (car  est associative),

ce qui montre que (x*y ') € C.

De 1. et 2., on déduit que C est un sous-groupe de G. ]

7.3 Structure d’Anneau

7.3.1 Anneaux

Définition 7.22. On appelle anneau tout ensemble A non vide muni de deux lois notées +4 et

-4 Vérifiant :
1. (A, +4) est un groupe commutatif (on notera 0 ou 04 I'élément neutre de +,).
2. -4 est une loi associative.

3. -4 est une loi distributive par rapport a la loi + 4.

De plus

e Silaloi -4 admet un élément neutre noté 1 ou 1,4, on dit que 'anneau est unitaire ou

unifiere.
e Silaloi -4 est commutative, on dit que I'anneau est commutatif.
o Le symétrique d'un élément x par rapport a la loi +4 est noté —x et appelé opposé.

o Le symétrique d'un élément x par rapport a la loi -4 est noté x™* et appelé inverse.

Exemple 7.23.
o (Z,+,x) est un anneau commutatif, les seuls éléments inversibles sont 1 et —1.

o (Q +,X%), (R, +,x),et (C, +, X) sont des anneaux unitaires et commutatifs, tous les éléments

sont inversibles sauf 0.
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7.3.2 Sous-anneau

Définition 7.24. On appelle sous-anneau d’un anneau (A, +4,-4) toute partie non vide B de
A qui est elle méme un anneau pour les lois +, -4 restreintes a B.

De plus, si A est un anneau unitaire et 14 € B, on dit que B est un sous-anneau unitaire.

On a la carctérisation suivante des sous-anneaux.
Proposition 7.25. Une partie B de A est un sous-anneau d'un anneau (A, +4, -4) si et seulement
Si:

1. B # 0 (B contient l'élément zéro 04).

2. V¥x,yeB:x-ye€B.

3. Vx,ye€B:x-oy €B.

Démonstration.

a. On sait que B est un sous-groupe de (A, +4) si et seulement si :
(B+0)et(Vx,yeB:x—-y€B),
donc pour que B soit un sous-anneau de 4, il suffit de voir si la restriction de la

deuxieme loi -4 est interne dans B, ce qui revient a dire que : Vx,y € B: x-4 y € B.

b. Inversement, soit B un sous-ensemble de A vérifie les assertions 1., 2. et 3..
Montrons, alors que B muni de la restriction de * est un anneau.
Les assertions 1. et 2. implique que (B, +4) est un sous-groupe de (A, +4). L'as-
sertion 3. montre que la restriction de -4 a B est une loi interne sur B dong, elle
demeure associative et distributive par rapport a +4 sur B, Par suite B est un

sous-anneau de (A, +4, 4).

Ce qui termine la démonstration. |
Exemple 7.26. L'ensemble Z. est un sous-anneau de (Q, +, X).

Exemple 7.27. Les structures (nZ, +,X), avec n € IN sont des sous-anneaux de (Z, +, X), car :

nZ. contient I'élément zéro Oz et pour tous x,y € nZ. : x —y € nZ et x X y € nZ.

Exemple 7.28. L'ensemble Z| V2] = {a+bV2/a,b € Z} est un sous-anneau de (R, +, X).
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Regles de calcul dans un anneau

Théoréme 7.29. Soit (A, +4,-a) un anneau, alors pour tous x,y,z € A, ona:

1.

G xR LN

X'AOAZOAZOA'AX.

cxa (=) =—(xay) =(=x)ay.

. x'A(y_Z):x'Ay_x'Azet(y_Z)'Ax:y'Ax—Z'Ax,

Pourtoutn € Z : x -p (ny) =n(x-a y) = (nx) -4 y.

Pour tout n € N : (x + y)" = Y, Ckx*y"* tel quexy = yx. (Formule du biome de
k=0
Newton).

Démonstration.

1.

5.

04 =(x-404)—(x204) =x-4(0a+404)—(x-404)

= (x-404) +a (x4 04) = (x-404) = (x4 0a),
de la méme fagon, on montre que 04 = 04 -4 x.

X A=Y taxaay=x-a(=y+ay) =x-404 =04, alors x -4 (-y) = =(x -4 y), de la

méme fagon, on montre que —(x -4 ) = (=X) -4 V.

Xa(W=2)=x2Yy+axa(=2)=x-a4Yy+a(-x42)=XaYy—X-4%

de la méme maniere, on montre que (Y —z) A X =Y -4 X —Z 4 X.

Pour n € N, la preuve se fait par récurrence sur n .
x4 (0y) =x-404 =04 =0(x -4 y), alors la propriété est vraie pour n =0

e Supposons la propriété vraie pour n et montrons qu’elle reste vraie pour n + 1

Xa((m+Dy)=x-2W+any) =x-ay+ax-a(ny)

=X ay+tan(x-ay)=m+1)(x-ay).
Pour —n (avecn € IN*), on a
x-a (=ny) = x4 (n(=y)) = n(x -4 (-y) = n(=(x-ay)) = —n(x -4 y).

De la méme fagon, on montre que n(x -4 y) = (1x) -4 y.

Par récurrence, pour n = 0 la formule est évidente.



7.3. Structure d’Anneau 96

Supposons que $(n) est vraie et on démontre P(n + 1), pour x, y fixés. On a :

(x+y)" =@x+y'(x+y) = ( X C’;x"y”‘k) (x+y)
= (Z C’;lxky”‘k) x + (Z C’;xky”‘k) y
k=0 k=0

= ¥ Chaktlynk 4 ¥ Chykynkt

k=0 k=0

n+1 n+1

= Y Gyl 4y Chayrkt

l=01=k+1 k=0

n+1

— kgb (Cﬁ—l + Cﬁ) akynk+1

n+1

= Y, Ck kgl
k=0

n+1

7.3.3 Anneau intégre

Définition 7.30. On dit qu'un un anneau (A, +4,-4) est intégre, si pour tous x,y € A,ona:

x-ay =04 implique x =04 ou y = 04.

Exemple 7.31. Les structures (Z,+,X%), (Q,+,X), (R, +,X), et (C,+,X) sont des anneaux

unitaires, commutatifs et integres.

Exemple 7.32. La structure (Z?,+,X) est un anneau non intégre puisque :
Y, y), (&, y)eZ?: (x,y)+,y) = (x+x,y+y)eZ?
L,y x&,y) = (xxx,yxy)ez?
Comme (Z?, +, -) est un anneau d'élément neutre (0,0), alors pour x # 0 et y # 0, on a

(x,0) # (0,0) et (0,y) # (0,0), mais(x,0) x (0,y) = (0,0),

ce qui montre que (Z?,+, X) est un anneau non intégre.

7.3.4 Idéaux d’un anneau

Soit (A, +4,-4) un anneau.

Définition 7.33. On appelle idéal a droite (resp. a gauche) de I'anneau A, tout ensemble I de A
tel que :

1. (I, +4) est un sous-groupe du groupe (A, +4).
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2. VaeAVxel,a-px€l(resp. x-pa€l).

Si I est idéal a droite et a gauche de A, on dit que I est un idéal bilatere de A.
Si 'anneau A est commutatif, tout idéal de A est bilatére, et dans ce cas on parle
seulement d’idéal sans préciser s’il est a droite, a gauche ou bilatere.
Exemple 7.34. Soit (A, +4,-a) un anneau, alors I = {04} est un idéal bilatere de A.
Exemple 7.35. Dans I'anneau commutatif (Z, +,X), nZ. est un idéal.

Proposition 7.36. Soit I un idéal a gauche (ou a droite) d'un anneau unitaire (A, +4, -a), alors :
lyeleol=A¢& dx el; xest inversible.

Définition 7.37. On appelle idéal principal d'un anneau commutatif (A, +4,-4), tout idéal 1
de A tel que :
AxeA; I=x-oA={x-a\ae A}

Et on note I = (x). L'anneau A est dit principal si tous ses idéaux sont principaux.
Remarque. Il est clair qu'un idéal est un sous-anneau.

Exemple 7.38. Les ensembles nZ, avec n € IN sont des idéaux de (Z, +, X).
D’une maniere générale, si (A, +4,-4) est un anneau unitaire et commutatif, alors I'ensemble

XA ={x-aa [ a € A} est unidéal principal de (A, +4,a).

7.3.5 Homomorphismes des structures algébriques
Homomorphismes de groupes

Soient (G, %) et (H, T) deux groupes et f : G — H une application.

Définition 7.39. On dit que f est un homomorphisme (ou morphisme) du groupe si :

Pour tous x,y € G : f(x x y) = f(x)T f(y).

Un homomorphisme injectif est appelé momorphisme.

Un homomorphisme surjectif est appelé epimorphisme.

Un homomorphisme bijectif est appelé isomorphisme.

Un homomorphisme de (G, +) dans (G, ) est appelé endomorphisme de (G, *).
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o Un endomorphisme bijectif est appelé automorphisme.

Exemple 7.40. L'application f : C* — R telle que : f(z) = |z| est un homomorphisme du
groupe (C*, X) dans le groupe (R*, X).
(fzx2)=zx2| =zl X|Z'| = f(z) X f(Z')).

o f n’est pas un isomorphisme de groupes ( f n’est pas injective).

Exemple 7.41. L'application g : R — C" telle que : g(x) = cosx + isin x est un homomor-
phisme de groupes (R, +) dans le groupe (C,-).
(g(x +y) = cos(x + y) + isin(x + y) = (cosx + isinx)(cos y +isiny) = g(x) - g(y)).

e g n’est pas un isomorphisme de groupes (g n’est ni injective ni surjective).

Exemple 7.42. L'application exp : R — R** telle que : exp(x) = e est un isomorphisme du
groupe (R, +) dans le groupe (R}, -) puisque

exp(x + y) = e**Y = e“e¥ = exp(x) - exp(y) et exp est une bijection de R dans R’,.

Exemple 7.43. Pour tout élément a d'un groupe (G, *), l'application I, : G — G telle que :
L(x) = a*x*a™! est un automorphisme du groupe (G, *).
L(x*y) =arx*yxat =axxx@xat)~y*at =1+ (xX),(y) et si [,(x) = L,(x), alors

1

axx+a~t =axx"+a et en composant gauche par a~' est droite par a, on obtient x = x’, donc

I, est injective.

-1 _—

= v, il suffit que x = a™!

Pour avoir I,(x) = y, c’est-a-dire : a* x *a + Y +a, donc I, est

surjective).

Exemple 7.44. L'application h : (Z,+) — (Z, +) telle que : h(n) = pn est un endomorphisme
du groupe (Z,+).

e hi n'est pas un automorphisme si : p # 1 et p # —1.

Théoreme 7.45. Si f : (G, *) — (H, T) est un homomorphisme de groupes, alors :
1. fe)=e¢.
2. f(x) = (F)™

Homomorphismes d’anneaux

Soient (A, +4,4) et (B, +5, -p) deux anneaux et f : A — B une application.

Définition 7.46. On dit que f est un homomorphisme (ou morphisme) d’anneaux si :
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o Un homomorphisme bijectif est appelé isomorphisme d’anneaux.
e Si A =B, f est appelé endomorphisme de 'anneau A.

o Un endomorphisme de 'anneau A bijectif est appelé automorphisme de A.

Exemple 7.47. L'application f : Z — Z[nZ telle que : f(x) =X est un homomorphisme

d’ anneaux.

(Fx + ) =TT 7=40= f(x) T f(y) et fxx y) =TXG=2xT= f(x) X f(1).

7.4 Structure de corps

74.1 Corps

Définition 7.48. On dit qu'un anneau unitaire (K, +, X) est un corps si tout élément non nul

de K est inversible. Si de plus X est commutative, on dit que K est un corps est commutatif.

Exemple 7.49. Les structures (Q, +, X), (R, +, X) et (C, +, X) sont des corps commutatifs.

La structure (Z, +, X), n’est pas un corps.

Lemme 7.50. Tout corps K est un anneau integre.

Démonstration. Soient x,y € Ktelsquex-y =0.0Ona

1. ou bien x = 0 (évident).

2. sinon, si x # 0, x est inversible dans K, on aurait :

xy=0=x'x-y=0=1-y=0=y=0.

On a aussi la caractérisation des corps suivante :

Proposition 7.51. Soit (K, +, X) un anneau commutatif unitaire, alors K est un corps si et

seulement si les seuls idéaux de K sont {0k} et K lui-méme.
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7.4.2 Sous-corps

Définition 7.52. On appelle sous-corps, d’un corps (K, +, X), tous sous-ensemble K’ de K tel

que, muni des restrictions des lois + et X est un corps.

Proposition 7.53. K’ C K est un sous-corps de (K, +, X) si et seulement si :
- K #0.
- Vx,yeK, x—yeKetxxy!eK.

Exemple 7.54. Q est un sous-corps de (R, +, X) et R est un sous-corps de (C, +, X).

Remarque. tout sous-corps K’ d'un corps K est un corps pour les lois induites, et les neutres

de K’ pour + et X sont ceux de K.

7.5 Exercices

Exercice 7.1. On définit sur I'ensemble E = -1, 1] la lois de composition interne * par :
x+y

Vx,yeE: x*y = T+xy

1. Etudier les propriétés de la lois * (interne ? commutatif ? associatif ? admet un élément

neutre ? chaque élément admet un élément symétrique).

2. Endéduire la structure du couple (E, ).
Exercice 7.2. Soit T une lois définit sur R par :
Vx,y € R: xTy = xy + (x* — 1)(y* - 1).
1. Montrer que T interne, commutatif et que 1 est un élément neutre de T dans R.
2. T est-il associative ?
Exercice 7.3. Montrer que (2Z,+) un sous-groupe de (Z, +).
Exercice 7.4. Soient A et o deux lois de composition internes définies par :
Yix,y),(®,y) e R" xR : (x, ) AW, y') = (xx’, xy’ + y)
(x,y) o (¥, y) = (xx', yy')
1. Montrer que (]0, +oo[ X R, A, o) un sous-annau de (R* X R, A, o).
Signalons que (R* X IR, A) est un groupe son élément neutre est (1,0) et que chaque élément

I

x’ x 7/

(x, v) admet un élément symétrigue (

Exercice 7.5. Montrer que (Q, +, X) un sous-corps de (R, +, X).



Chapitre 8

Espaces vectoriels

8.1 Structure d’espace vectoriel

Définition 8.1. Soit K un corps commutatif. On appelle K-espace vectoriel tout ensemble E

muni d’une loi interne notée + et d’une loi externe X, définies par :

+ EXE — E X :KXE — E
(x,y) +— x+y (A,x) +— A Xxqu'on notedx.
telles que :

1. (E, +) est un groupe abélien,

N

YA, p) e K3 Vx € E, (A + w)x = Ax + px,

3. YAe K VY(x,y) € 2, A(x +y) = Ax + Ay,

4. Y(A, p) € K%, Vx € E, A(ux) = (Ap)x,

5. Vx € E, 1gx = «x.

On abregera espace vectoriel en "e.v” et K-espace vectoriel en K—e.v .

Définition 8.2. Les éléments d'un K-e.v seront appelés vecteurs, les éléments de K seront
appelés scalaires.

Exemple 8.3.

1. L'ensemble R* = {(x,y) \ x € R, y € R} est un \-e.v pour les opérations :

— L'addition : (x,y) + (z,t) = (x + z,y + 1).
— La multiplication : Mx,y) = (Ax, Ay).

101
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2. Le corps K est un K-e.v, en prenant pour loi interne I'addition et pour loi externe la

multiplication dans K :
+ :KxK — K X KxK — K

(x,v) — x4y (A, x) — A Xx=Ax.
Ici les éléments de K sont simultanément considérés comme des vecteurs et comme des

scalaires.

3. Plus généralement, soit I un corps tel que K soit un sous-corps de IL. Alors IL est un

K-e.v, pour les lois interne + et externe X dans IL
+ :LxL — L X :KxL — L

(x,v) — X4y (A, x) — A Xx=Ax.
En particulier, C est un R-e.v pour les lois usuelles.
4. Soient n € N*, Ey, ..., E, des K-e.v. Le produit cartésien E = [] E; est alors un K-e.v

i=1
pour la loi interne et la loi externe définies respectivement par :

= Y1, eees %), (Y1, oor Yn)) € B2, (X1, 000y X0) + (Y1, oees Yu) = (X1 + Y1, 00 X + Vi)
- VYA eK, Y(xy,...,x,) € E, A(x1, ..., X)) = (AX1, ..., AXp).
En particulier, pour tout n € IN*, K" est un K-e.v pour les lois usuelles.

Plus particulierement R" est un R-e.v pour les lois usuelles.
5. L'ensemble K[X] des polynomes a une indéterminée et a coefficients dans K est un K-e.v
pour I'addition et la multiplication externe par scalaire.
Proposition 8.4. Soit E un IKK-e.v. On a, pour tous A, u de K et tous x, y de E :
1. Ax=0&= A=00ux=0),
2. (A= pwx = Ax — ux,
3. AMx—vy)=Ax—Ay.

Démonstration.

1. « Ox =(0+0)x =0x+ O0xd’ot1 0x =0,
e A0=A(0+0)=A0+A0d’ou A0 = 0.
e si Ax = O etsi A # 0 alors, en notant A~ 'inverse de A dans le corps K on a

x=1x=A"D)x=A"1Ax) = A"10=0.

2 A=A =) +wx =@A-wx+ uxdou (A - u)x = (Ax) — (ux) ce qui est noté
Ax — ux.

3 Ax=AMx-y)+y)=Ax—-y)+ Aydou A(x —y) = Ax — Ay.
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La proposition suivante est immédiate par récurrence.

Proposition 8.5. Soient E un K-e.v, n,p € IN*,x,x;, i, xij des éléments de E, A et A; des

éléements de K. On a :

1. (ixi)+( i xi):ixi(sip2n+1),
i=1 i=1

i=n+1

2. ;(xﬂ'yi): §Xi+§]/i/

n p p n
3. X (Z xij) =X (Z xij)/

i=1\j=1 j=1\i=1

4. Z(Axl) =A Z Xi,
i=1 i=1

5. Y (Ax) = (z )\i) .
i=1 i=1

8.1.1 Sous-espaces vectoriels

Définition 8.6. Soient E un K-e.v, F € P(E). F est dit un s.e.v de E, si F est un K-e.v pour les
lois + : F X F — F et externe : K X F — F induites par celles de E.

O (x,y) = x + yet (A, x) — Ax.

Proposition 8.7. Soient E un K-e.v, F € P(E). On dit que F est un sous-espace vectoriel de E

si et seulement si :
1. F#0,
2. ¥(x,y) e P, x+y€F,
3. VAeKVxeFAxeF.

On abrégera sous-espace vectoriel en s.e.v. Pour rappeler le corps K utilisé, on dit parfois

sous-K-e.v au lieu de s.e.v.

Exemple 8.8.
— R x {0} est un s.e.v du R-e.v R?.
— Pour tout n € IN, IK,,[X] est un s.e.v du K-e.v K[X].

Remarque.
— L'ensemble {Og} constitué de I'unique élément nul est un s.e.v du K-e.v E, a ne pas
confondre avec I'ensemble vide {0} qui n’est pas un s.e.v de E puisque il ne contient pas
le vecteur nul. Et I'ensemble E est un s.e.v du K-e.v E.
— SiFestuns.evdel’ev E et si G est un s.e.v de F alors G est un s.e.v de E, on dit qu’il y

a transitivité de la notion de s.e.v.
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Exemple 8.9. L'ensemble
F={(x,y,z) e R®:x—y+2z=0)
est un s.e.v. du R-e.v R3. En effet :
1. FCR3.
2. Ogs =(0,0,0) e Fcar0-0+2-0=0.
3. Si XetY appartienent a R3, c’est-d-dire : X = (x,y,z) : x—y+2z=0et Y = (x',y,2) :
X' =y +22 =0,alors X+ Y € R, car :
x+X —y—y +2-z+2-2 =x-y+2z+x' -y +22=0+0=0.
4. Si X € R®, c'est-a-dire: X = (x,y,2) : x —y+2z=0et A € R, alors AX € R?, car :
AX=Ay+2Az=AMx—-y+22)=A-0=0.

Exemple 8.10. 1. F;est uns.e.vde ¥ (R,;R) car:

- 0€eF,

~ fige Fi= f+geFycar:(f+g)(—x) = f(=x) + g(=x) = f(x) +g(x) = (f + 9)(%),
- feF,AeR=A-feFcar:

(A-Hl=x) =A-f(=x) = A- f(x) = (A ))®).

2. Fyestuns.evde ¥ (R,;R) car:

- 0€F,,

- f,geF, = f+g € Fycar:(f+9)(—x) = f(=x)+g(—x) = = f(x)—g(x) = =(f+9)(x),
- feFR,AceR= A -feFycar:

(A-)=0) = A f(=x) = =A- f(x) = =(A- /)®).
3. Fzn'est pas un s.e.v de (R, ; R) car il ne contient pas la fonction nulle.

4. Fyn'estpasuns.evdeF(R,;R)car f € F;, A€ R = A- f ¢ Fypour A <0, on trouve
Af(x) <0.

5. Fsestuns.e.vde F(R,;R) car:

- O€F5,
- f,geFs= f+geFscar:(f +g)(x) = f(x) + g(x) =0, pour tout x € R,



8.1. Structure d’espace vectoriel 105

- feF,Ac R= A -feFs5car:
(A- f)x) =A- f(x) =0, pour tout x € R.

6. Fe n'est pas un s.e.v de F (R, ; R) car il ne contient pas la fonction nulle.

7. Fsestuns.evde¥ (R,;R) car:

- 0€F,,

- f,geF,= f+geFycar:(f+g9)1) = f(1)+9(1) =0,

- feF,,AcR=A-feF;car:
(A-HA)=A-f(1) =0.

Proposition 8.11. Soient E un K-e.v et (F;)ic; une famille de s.e.v de E alors (\ F; est un s.e.v
i€l
de E.

Démonstration. Notons F = ﬂFi.
— F#0;eneffet, O € F f)etllisque Yiel 0 € F,.
— Soit (x, y) EFZ.OnaVieI,xeFietyePidonc\!ieI,x+y€Fid’of1x+y€F.
- Soit(A,x) e KXF OnaViel,xe F,doncViel,Ax € F;d’ou Ax € F.

Proposition 8.12. Soient E un K-e.v, F, F, deux s.e.v de E. On note
Fi+F, ={x€E d(x1,x2) € F1 X F3,x = x1 + X2} = {x1 + x2, (x1,x2) € F1 X F2},

alors F1 + F; est un s.e.v de E appelé la somme de F, et F,.

Démonstration. Montrons que F; + F, estuns.e.vdeE:
— Fi+F,#0car0; =0 + 0 € F; + F».
— Soit (x, y) € (F1 +F,)?. 1l existe (x1, x,) € F1 X F,, (y1,y2) € FiXFytelsque:x = x1+x;
ety =1y1+y.Onaalors, x+y = (x1+x2) +(y1 +1v2) = (x1 +y1) + (2 + y2) € F1 + F,.
— Soit (A, x) € K X (F; + F»). Il existe (x1,x2) € F1 X F, tel que x = x; + x». On a alors,

Ax = /\(Xl + .')Cz) = /\xl + AXZ e F, + F>.

Proposition 8.13. Soit E un K-e.v. On a pour tous s.e.v F1,F,,F3 de E :
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Fi+F=F+F FiNnF,=FNF

FicF +F FiFnF,cF

F, CF; Fy CF3

FocFy; e F,+F,CF; FocFse— F NF,CF;

FFcFh=F +FKCFkh+F |FFCFh =F NEFE CF,NEF;

Fi+F =F FiFNnF, =F
Fi+{0e} =F Fy N {0g} = {0k}
Fi+E=E FFNE=F

(F1+F2)+F3=F1+(F2+F3) (Fl ﬂF2)0F3=F10(FzﬂF3)

Démonstration. Les démonstrations sont presque immédiates. Par exemple, pour dé-
montrer qu F; C F; + F,, on remarquera que Yx € F;, on peut écrire x = x + O ot x € F;

etOg € Fodoncx € F; + F». [}

Définition 8.14. Soient E un K-e.v, F1, F, deux s.e.v de E. On dit que F, et F, sont en somme
directe si et seulement si F1 N F, = {0g}.

Lorsque F; et F, sont deux s.e.v en somme directe, on note F1 ® F, au lieu de F1 + F».

Exemple 8.15. Pour K = R, E = R?, les s.e.v F; = R X {0} x {0} et F, = {0} x R X {0} sont

en somme directe.

Exemple 8.16. Pour K = R, E = R? , less.e.v F; = {(x,y) € R*\x =0} et F, = {(x,y) €
R? \ y = 0} sont en somme directe, car pour tout X € F1 N F,, on trouve : X = (0,0), donc
FiNF; = {0g).

Proposition 8.17. Pour que deux s.e.v Fy et F, d'un K-e.v soient en somme directe, il faut et
il suffit que tout élément de Fy + F, se décompose d’une facon unique en somme d'un élément

de Fy et d'un élément de F,.

Démonstration.

1. Supposons que F; et F, soient en somme directe, et soit x € F; + F.
— Par définition de F; + F, , il existe (x1, x2) € F1 X F; tel que x = x1 + xo.
— Soient (x1,x2) € F1 X F5,(y1,12) € F1 X F, tels que x = x1 + x, = y1 + 1. Alors
x1— Y1 =x— Y. Comme x; — y; € F1,x, — yp € F5, F1 N F, = {0g}, on en déduit
que X1 — y1 = X — ¥ = Og donc x1 = y; et x; = y, . Ainsi, x se décompose d"une

facon unique sur F; et F.
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2. Réciproquement, supposons que tout élément de F; + F, se décompose de fagon
unique sur F; et F,. Soit x € F; N F, , on dispose de deux décompositions de O sur
FietF, :0r =0+ 0petOp =x+ (—x) d’ott x = Og. Ainsi F; N F, = {0} et Fy et F,
sont en somme directe.

Définition 8.18. Deux s.e.v Fy et F, d'un K-e.v sont dits supplémentaires dans E si et

seulement si
FiNnF, = {OE} et F1+F, = E.

Exemple 8.19. Pour K =R, E =R?,lessev F; = {(x,y) € R*\x =0} et F, = {(x,y) €
R?\ y = 0} sont supplémentaires dans E, en effet :

1. XeER* <= X=(x,y)=(x,0)+(0,y) € F1 + [,

2. pour tout X € F1 N F,, on trouve : X = (0, 0), car
XeFNFh e XcFheXeFh e X=(xy;,x=0ety=0 X=(0,0).

Exemple 8.20.
— Soient K = R, E = R?> F; = Rx {0} et F, = {0} X R. F; et F, sont deux s.e.v
supplémentaires dans E.
— Soient K = Ret E = ¥ (R, R), F; (resp. F,) est I'ensemble des applications paires (resp.
impaires) de R dans R. F, et F, sont deux s.e.v de E supplémentaires dans E. En effet :

Si f € F1 N Fy alors f est paire et impaire donc Vx € R, f(x) = —f(x) d’ont f = 0.

Tout f de E se décompose en f = g+ hoit g € Fy et h € F, sont définies par

VxER, g0 = 5(F0)+ F(-) et h) = 5(F) = F(-x).

Remarque.

1. Un s.e.v F de E peut admettre plusieurs supplémentaires dans E. Par exemple, si K = R
et E=TR?,les.e.v F = R X {0} de E admet une infinité de supplémentaires dans E, qui

sont touslesx, x € E—F ={x; —x,\ x; € Eet x, € F}.

2. On montrera plus loin que si E est de dimension finie, alors tout s.e.v de E admet au

moins un supplémentaire dans E.
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8.2 Dépendance et indépendance linéaires

8.2.1 Familles liées, familles libres
Combinaisons linéaires

Définition 8.21. Soient E un K-e.v,n € N*, (xy, ..., x,,) € E". On appelle combinaison linéaire

de x1, ..., x, tout élément x de E tel qu’il existe (A4, ..., A,) € K" tel que :
n
X=AMx1+ ... + Ayx, = Z Aix;.
i=1

Plus généralement, si (x;)ie; est une famille (éventuellement infinie) d’éléments d'un K-e.v E,
on appelle combinaison linéaire de la famille (x;);e; tout élément x de E tel qu’il existe une partie

finie | de I et une famille (A;)ic; d’éléments de K telles que x = ), Aix;.
i€]

Proposition 8.22. Soient E un IKK-e.v, F € P(E). Pour que F soit un s.e.v de E, il faut et il suffit

que F soit non vide et que F soit stable par combinaison linéaire, c’est-a-dire :

V(A u) € K2, V(x, y) € P2, A\x + uy € F.

Démonstration.

(a) Si F est un s.e.v de E, alors F # 0 et pour tous (A, i) de K? et (x, y) de F?, Ax et py
sont dans F, puis Ax + uy € F.

(b) Réciproquement, supposons que F # 0 et Y(A, u) € F?, Ax + uy € F. En choisissant

p=0puis A = yu =1, on conclut que F est un s.e.v de E.

Exemple 8.23. Considérons les trois vecteurs u = (-1,-2,3), v=1(0,21),
Montrons que w est combinaison linéaire des vecteurs u et v.
Pour prouver que le vecteur w est une combinaison linéaire des vecteurs u et v, il faut montrer

qu’il existe deux constantes a et f3 telles que :

w = au + Po,
ce qui est équivalent a résoudre le systéeme

—a=-1,
—2a+2=0,
3a+ +p =4.
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Ce qui donne a = = 1.

Par conséquent w est combinaison linéaire de u et v, puisque w = u + v.

Familles liées, familles libres

Définition 8.24. Soient E un K-e.v, n € N*, (x4, ..., x,,) € E".

(a) On dit que la famille finie {x1, ..., x,} est liée si et seulement si :
AN, ..., M) € K" = (0, ..., 0)};2 Aix; = Op.
i=1
(b) On dit que la famille {x1, ..., x,} est libre si et seulement si elle n’est pas liée c’est-a-dire :

YAy, . Ay) € K" : (Z Aixi = 0p = (Vi€ {1,..,n}, A = 0)].

i=1

Plus généralement, soit (x;)ic; une famille éventuellement infinie d’éléments de E.

(a) On dit que (x;)ics est liée si et seulement s’il existe une sous-famille de (x;);c; qui soit liée,

c’est-a-dire si et seulement si’il existe une partie finie | de I telle que (x;);ey soit liée.
(b) On dit que (x;)ier est libre si et seulement si elle n’est pas liée, c’est-a-dire si et seulement
si toute sous-famille finie de (x;) est libre.
Remarque.

(a) Deux vecteurs x, y € E — {Og} sont colinéaires si et seulement si {x, y} est lié, c’est-a-dire si

et seulement s'il existe A € K tel que : y = Ax.
(b) Pour qu’une famille {x} a un seul élément soit liée, il faut et il suffit que : x = O.
(c) Pour qu’une famille {x} a un seul élément soit libre, il faut et il suffit que : x # O.
(d) Pour tout x de E, la famille {x, x} est liée puisque : 1x + (=1)x = 0 avec (1,-1) # (0,0).

(e) Si une famille (x;)ic d’éléments de E est liée, alors toute sur famille de (x;)ic;, (c’est-a-dire
toute famille d’éléments de E dont (x;);es est une sous-famille) est liée. Par exemple, toute

famille contenant le vecteur O est liée.
() Si une famille (x;)ic; d’éléments de E est libre, alors toute sous-famille de (x;)ies est libre.

(g) Si une famille (x;)ic; d’éléments de E est libre, alors les x;, i € I sont deux a deux distincts.
En effet, soit (i, j) € I* tel que i # j. D’apres le point précédent, la famille {x;, x;} a deux

éléments est libre, donc x; # x;.

Exemple 8.25.
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(@) E=R3,n=2, u; =(1,0,1), up = (2,1,-1). La famille {uy, uy} est libre, car
V/\l, /\2 eR: Alul + /\21/12 = OE — (/\1 + 2/\2, /\2, Al — Az) = (O, O, 0),

ce qui donne Ay = A, = 0.

(b)) E=R*n=3,v1=(1,1),0, = (2,1),v3 = (-1,0). La famille {v1, v, v3} est liée, puisque
YA, Ay, A3 € R: Aoy + A0 + A303 = 0 &= (Al +2A, — A3, A1 + Az) = (O, 0),

cequidonne Ay = =1y, Az3=Ay, A €ER,

d’ont 01 = 0y + U3.

8.2.2 Sous-espace engendré par une partie

Définition 8.26. Soient E un K-e.v, A € P(E). On appelle s.e.v engendré par A, et on note

Vect(A) = (A), l'intersection de tous les s.e.v de E contenant A :

(A) = Vect(A) = ﬂ E

FeV(E),
ACF

Proposition 8.27. Soient E un K-e.v, A € P(E).
1. Vect(A) est le plus petit s.e.v (au sens de l'inclusion) de E contenant A.
2. Si A # 0,alors (A) = Vect(A) est I'ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de A.
3. (Og) = Vect(0g) = {Og}.
Définition 8.28. Soient E un K-e.v, (x;)ie; une famille d’éléments de E. On appelle s.e.v
engendré par (x;)ic; et on note {(x;)ic1) = Vect((x;)ier) le s.e.v engendré par la partie {x; ; i€ I}

de E.

En particulier, le s.e.v de E engendré par une famille finie non vide {x1, ..., x,} d’éléments de E

n
est {Z Aixi, (Aq, ..., Ay) € IK”} , C'est-a-dire 'ensemble des combinaisons linéaires de x1, ..., X,.
i=1

Proposition 8.29. Soient E un K-e.v, A,B € P(E).Ona:
1.ACc B= (A) = Vect(A) Cc (B) = Vect(B),
2. A est un s.e.v de E si et seulement si (A) = Vect(A) = A,
3. ((A)) = Vect(Vect(A)) = Vect(A) = (A),
4. Vect(A U B) = Vect(A) + Vect(B) = (A) + (B).
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Démonstration. Les démonstrations de 1.,2. et 3. sont immédiates. Montrons 4.

ACAUB Vect(A) C Vect(A U B)
= — Vect(A) + Vect(B) C Vect(A U B).

BCAUB Vect(B) C Vect(A U B)

Réciproquementsoitx € Vect(AUB).Ilexisten € IN*, (cy, ..., cx) € (AUB)", (A4, ..., A,) € K"
tels que x = )| Aic;. En groupant les termes de A d’une part, ceux de B d’autre part,

=1
on en déduit qu'il existe a € Vect(A), b € Vect(B) tels que x = a + b. Ceci montre que
Vect(A U B) C Vect(A) + Vect(B). [

8.2.3 Familles génératrices, bases

Définition 8.30. Soient E un K-e.v, G une famille d’éléments de E. On dit que G est une
famille génératrice de E (ou que G engendre E) si et seulement si {(G) = Vect(G) = E.

Proposition 8.31. Si G = {xy, ..., x,,} est une famille finie d’éléments d'un K-e.v, G engendre

E si et seulement si

VxeE, A\, .., A,) € K" x = Z A
i=1

Une partie G d'un K-e.v est dite génératrice de E si et seulement si (G) = Vect(G) = E. Ceci
revient a ce que la famille (X).eg des éléments de G engendre E au sens de la définition [8.30}

Définition 8.32. On dit qu’une famille B d’éléments d'un K-e.v est une base de E si et

seulement si B est libre et génératrice de E.

La proposition suivante est immédiate :

Proposition 8.33. Une famille finie B = {e, ..., e,} d'éléments d’un K-e.v E est une base de E

si et seulement si :

n
VxeE, Ay, ., A)eK!, x= Z Ae;.
i=1
Si E admet une base finie B = ey, ..., e,}, pour tout x de E, les éléments A4, ..., A,, définis
ci-dessus s’appellent les coordonnées (ou composantes) de x dans (ou sur) la base B. A; s’appelle

la i-me coordonnée (ou composante) de x dans (ou sur) la base B.

Exemple 8.34. La famille {ey, e, ...,e,} de R" ozt e; = (0, ...,0,1,0, ...,0) oit le 1 est a la i — ime

place est une base de R", appelée la base canonique de R".

Exemple 8.35.
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1. Montrer que les vecteurs v; = (0,1,1),v, = (1,0,1) et v3 = (1,1,0) forment une base de
R3.
Trouver dans cette base les composantes du vecteur x = (1,1,1).

2. Donner, dans R® , un exemple de famille libre, qui n'est pas génératrice.

3. Donner, dans R® , un exemple de famille génératrice, mais qui n’est pas libre.

Correction :

1. Il est tres simple de montrer que la famille {v;, v,, v3} est libre et génératrice.

Le vecteur x vérifie x = 3v; + 30, + 3v3. Donc, dans la base {0y, v,, v3}, les coordon-

4 111
nées de x sont (5, 3 5).

2. Par exemple la famille {(1,0,0), (0, 1,0)} est libre dans R*® mais pas génératrice, car

le vecteur (0,0, 2) n’est pas combinaison linéaire des deux vecteurs de la famille.

3. La famille {u; = (1,0,0),u2 = (0,1,0),u3 = (0,0,1), us = (1,1,1)} est génératrice dans

R® mais pas libre, car 1y = uy + up + us.

8.3 Théorie de la dimension

E désigne dans ce chapitre un K-e.v.

8.3.1 Espaces vectoriels de dimension finie

Proposition 8.36. Soient (n,p) € (IN*)?, (x1, ..., Xusp) € E"*,
A= (xq, ..., xp),&zl' = (X1 er Xpy Xpi1s ooes Xniap)-
1. Si A est libre, alors A est libre.

2. Si A est génératrice de E, alors A’ est génératrice de E.

Démonstration.

1. On rappelle (remarque|8.2.1) que si une famille (x;);c; d’éléments de E est libre, alors

toute sous-famille de (x;);c; est libre.
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p
2. Soit x € E. Puisque A engendre E, il existe (Ay,...,,A,) € K? tel que x = }, Aix;. En

i=1
p ’
notant A,4; = ... = A,y = 0,0onaalors x = ), Aix;. Ceci montre que A engendre E.
i=1
|

La proposition précédente se généralise a des familles quelconques (non nécessai-

rement finies) :
1.Si A c A etsi A estlibre, alors A est libre.

2.Si A C A etsi A est génératrice de E alors A est génératrice de E (ou A ¢ A

signifie que A est une sous-famille de A).

Proposition 8.37. Soientn € IN*, (x1, ..., X,41) € E", A = {xy, ey X et A =1{X1, e X, Xpa1 )
1. Si A est libre et si x,.1 ¢ Vect(A), alors A est libre.

2.5i A est génératrice de E et si x,41 € Vect(A), alors F est génératrice de E.

Démonstration.
n+1
1. Soit (Aq, ..., Ayy1) € K™ tel que Y, Aix; = Op. Si Ay # 0, alors on déduit x4 =
i=1
Z(—/\;L/\i)xi € Vect(A), d’ot1 une contradiction. Donc A,;; = 0 d’ott ) A;x; = O
i=1 i=1
puis A = ... = A, = 0 puisque A est libre.
2. Soit x € E, puisque A est génératrice de E, il existe (A1, ..., Ayy1) € K™ tel que
n+1 n
x = ), Aix; Comme x,41 € Vect(A), il existe (u1, ..., 4n) € K" tel que x,41 = ), pixi.
i=1 i=1
On en déduit x = (Z Aixl-) + Ap1Xpar = 2 (Ai + A pi)xi € Vect(A), ce qui montre
i=1 i=1
que A est génératrice de E.

La proposition précédente se généralise a des familles quelconques (non nécessai-

rement finies) :

1. Si A est libre et si x ¢ Vect(A) alors A U {x} est libre.

2. 51 AU {x} est génératrice de E et si x € Vect(A)? alors A est génératrice de E.
Théoréme 8.38. (Théoréme de I'échange)

Soient G = {x1, ..., x,}, L = {y1, ..., Y} deux familles finies d’éléments de E. Si G est génératrice
de E et si L est libre alors

Lr<p.
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2. On peut remplacer d’au moins une fagon r des vecteurs de G par ceux de L pour obtenir

une famille génératrice de E.

Définition 8.39. Un K-e.v E est dit de dimension finie si et seulement si E admet au moins

une famille génératrice finie.

Exemple 8.40.
1. K" (n € N*) est un K-e.v de dimension finie.

2. K[X] est un K-e.v qui n’est pas de dimension finie car si K[X] admettait une famille
génératrice finie {P1, ..., P,,}, alors pour tout P de K[X], on aurait deg(P) < 1111,ax(d€g(Pi))
<i<n

ce qui est impossible.

Théoréme 8.41. Soit E un K-e.v de dimension finie, alors :
1. E admet au moins une base finie.
2. Toutes les bases de E sont finies et ont le méme cardinal.

Le cardinal d"une base de E est appelé la dimension de E et est notée dimy (E) ou plus simplement
dim(E).

Démonstration.

1. Puisque E est de dimension finie, E admet au moins une famille génératrice G =
{x1,...,x,}. Si G est libre, alors G est une base finie de E.
p
Supposons que G soit liée, il existe (A4, ..., A,) € KF —{(0, ..., 0)} tel que Z Aix; = Og.

i=1
Quitte a permuter xy, ..., x, et (Ay,...,A,), on peut se ramener a A, # 0 d’ou, en

notant G; = {xy,..,x,.1} onax, = El A;lAixi € Vect(G1). D’apres la proposition
4.5.2, G; est génératrice de E. i

On réitere le procédé. S'il existe r € {1,...,p} tel que la famille génératrice G, =
{x1, ..., x,r}soitlibre alors G, est une base de E. Sinon G; = {x;} est liée et génératrice

d’ou E = {0g} est une base finie de E.

2. D’apres 1., E admet au moins une base finie B, notons 7 le nombre d’éléments de
B. Soit B une autre base de E. Si B’ est infinie ou finie de cardinal > 7 alors
B’ contient au moins une famille finie libre L ayant n + 1 éléments. Mais B est
génératrice a n éléments et L libre a n + 1 éléments, ce qui contredit le résultat 1.
du théoreme de I’échange. Donc B’ est finie de cardinal < n. De méme, B’ étant
libre 2 n éléments et B génératrice, le résultat 1. du théoréme de I’échange montre

que n < Card(8'). Finalement 8 est finie et admet 1 éléments.



8.3. Théorie de la dimension 115

Remarque.

— La preuve précédente établit plus précisément que toute famille génératrice finie d’'un
K-e.v de dimension finie contient au moins une base.

— On dit qu’un s.e.v F d'un e.v E est de dimension finie si et seulement si I'e.v F est de
dimension finie.

— On dit parfois qu'un e.v qui n’est pas de dimension finie est de dimension infinie.

— Pour tout e.v E de dimension finie, dim(E) = 0 & E = {Og}.

— La dimension d’un K-e.v de dimension finie dépend du corps K. Par exemple :
dimg(C) = 2de base {1,i},carVze€ C:z=x-1+y-i, x,y € R, mais dimc(C) = 1 est
de base {1}, puisque z =z -1,z € C.

De méme pour C? on a : dime(C?) = 2, mais dimg(C?) = 4.

Théoréme 8.42. (Théoréme de la base incompléte)
Soient E un K-e.v de dimension finie n, une famille libre a au plus n éléments. Si elle a au moins
de n éléments, on peut la compléter de facon a obtenir un base. Si elle a exactement n éléments,
c’est une base de E.
Proposition 8.43. Soient E un K-e.v de dimension finie, dim(E) = n.

1. Toute famille libre de E est finie et a au plus n éléments.

2. Toute famille de E ayant au moins n + 1 éléments est liée.

3. Toute famille génératrice de E a au moins n éléments.
Proposition 8.44. Soient E un K-e.v de dimension finie, dim(E) = n, A est une famille finie
d’éléments de E. Deux quelconques des trois propriétés suivantes entrainent la troisieme :

1. Aan éléments.

2. Aest libre.

3. A est génératrice de E.

Démonstration.

e Montrons que (1. et 2.) = 3. Supposons Card(A) = n et A libre. E admet au moins
unebase B = {ey, ..., e,}. D'apres le théoreme de I'échange, comme B est génératrice
et A est libre, on peut remplacer d’au moins une fagon n vecteurs de 8 par ceux
de A pour obtenir une famille génératrice. Mais comme 8B a n éléments, la famille

génératrice obtenue est A.



8.3. Théorie de la dimension 116

e Montrons que (1. et 3.) = 2. Supposons Card(A) = n et A génératrice. Raisonnons
par l’absurde : supposons A liée. 1l existe (A4,...,A,) € K" —{(0,...,0)} tel que

Y. Aix; = Op. Quitte & permuter x, ..., x,, (et A4, ..., A;), on peut se ramener a A, # 0
i=1

n-1

d'oux, = - Y, A 'Aix; € Vect(xy, ..., x,-1). D’apres I'affirmation 2. de la Proposition
i=1

4.5.2,{x1,...,x,-1} est génératrice de E, ce qui contredit le point 3. de la Proposition

4.5.3. Ceci prouve que A est libre.
e Montrons que (2. et 3.) = 1. Cela résulte simplement du Théoreme 4.5.2.
|

Théoreme 8.45. Soit B une famille d’émléments de E de dimension finie n. Les propriétés

suivantes sont équivalentes :

1. B est une base de E.

2. Best libre et de cardinal n.

3. Best génératrice de E et de cardinal n.
4. B est libre et génératrice de E.

Exemple 8.46. Soit B = {u = (1,2),v = (2, -1)}, pour prouver que B est une base de R?, il

suffit de prouver que B est une famille libre de cardinal 2.

— Best libre car

{ a+28=0

a(1,2) +p(2,-1) =(0,0) = = a=5=0,
2a-p=0

— card(B) = 2.

D’oit B est une base de R>.

Remarque. (dimension# cardinal)
Attention, dans un e.v de dimension finie n, toutes les bases ont le méme cardinal, mais il ne

faut pas parler de cardinal d’un e.v, ni de dimension d"une base.

S.e.v d’un e.v de dimension finie

Proposition 8.47. Soit E un K-e.v de dimension finie. Tout s.e.v F de E est de dimension finie,
et dim(F) < dim(E).
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Démonstration. Le résultat est évident lorsque F = {0g}.

Supposons F = {0g}. Il existe x; € F tel que x; # 0. Notons £; = {x1} qui est libre. Si £;
engendre F, alors F est de dimension finie et dim(F) = 1. Sinon, il exite x, € F tel que
xy ¢ Vect(L). D’apres 2. dans (4.5.2), la famille £, = {x, x,} est libre et on réitere le
raisonnement. Soit p € IN*, supposons définis x;, ..., x, dans F tels que £, = {xy, ..., x,}
soit libre. Si £, engendre F alors F est de dimension finie et dim(F) = p. Sinon il existe
Xp41 € Ftel que x,,1 ¢ Vect(L,) etla famille £, = {xy, ..., x,11} est libre dans F. En notant
n = dim(E), comme toute famille de E ayant au moins n + 1 éléments est liée, il existe

p € {1,..,n} tel que L, engendre F. Ainsi F est de dimension finie et dim(F) < n. |

Proposition 8.48. Soient E un K-e.v de dimension finie dim(E) = n, F un s.e.v de E,
dim(F) = p.

1. F admet au moins un supplémentaire dans E.

2. Tout supplémentaire de F dans E est dimension n — p.

Remarque. Si

E est un K-e.v de dimension finie
F, G sont deux s.e.v de E supplémentaires dans E

B(resp. C) est une base de F(resp. G),
&= B U C est une base de E.

Corollaire 8.49. Soient Eun K-e.v de dimension finie, F et G deux s.e.v de E en somme directe.
Alors,ona:
dim(F & G) = dim(F) + dim(G).

Corollaire 8.50. Soient E un K-e.v de dimension finie, F et G deux s.e.v de E.

FcG
Si ,alors F = G.

dim(F) = dim(G)

Démonstration. F admet au moins un supplémentaire H dans G, et dim(H) = dim(G) —
dim(F) =0,dou H={0;}, G=F+H=F. [

Exemple 8.51. Soient E et F les s.e.v de R® engendrés respectivement par les vecteurs

{(2,3,-1),(1,-1,2)} et {(3,7,0), (5,0, =7)}. Montrer que E et F sont égaux.

Correction : Pour que deux ensembles X et Y soient égaux, il faut et il suffit que

X cYetY C X Dans le cas des e.v de dimension finie, la situation est un peu plus
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simple : pour que E = F il faut et il suffit que F C E et dim(E) = dim(F). Appliquons ce
critere : E est engendré par deux vecteurs donc dim(E) < 2. Les deux vecteurs (2,3, -1)
et (1, -1, -2) sont linéairement indépendants donc dim(E) > 2 c’est-a-dire : dim(E) = 2.
Un raisonnement identique montre que dim(F) = 2. Enfin, les égalités (3,7,0) =
2(2,3,-1)-(1,-1,-2) et (5,0,-7) = (2,3,-1) + 3(1, -1, -2) montrent que F C E c’est-a-
dire: E =F.

Théoreme 8.52. (Formule de Grassmann ou formule de la dimension)

Soit E un K-e.v de dimension finie. On a a pour tous s.e.v F, Gde E :

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).

Démonstration. D’apres la Proposition F N G admet au moins un supplémentaire
F dans F.
1. Montrons que F. et G sont en somme directe et que F € G =F + G.
e FCcFdouFn=F NF)NG=F N(FNG) = {0}
e F+G=F +FNG)+G=F +((FNG)+G)=F +G.
2. D’apres le Corollaire
dim(F + G) = dim(F & G) = dim(F) + dim G

7

dim(F) = dim(F @ (F N G)) = dim(F?) + dim(F N G)
d’ou la relation voulue.

Exemple 8.53. Autour du théoréme des quatre dimensions.
Soient E un e.v de dimension finie, F et G deux s.e.v de E. Montrer que deux quelconques des

trois propriétés suivantes entrainent la troisieme :
1. FNG = {0}
2. F+G=E;
3. dim(F) + dim(G) = dim(E).

Solution : Tout repose sur la formule des quatre dimensions dim(F + G) = dim(F) +
dim(G) — dim(F N G) et sur la propriété : si H est un s.e.v de E tel que dim(H) = dim(E),
alors H = E.

— Si 1. et 2. sont vraies, alors dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G) = dim(F) +

dim(G) tandis que E = F + G implique dim(E) = dim(F) + dim(G).

3. est donc vérifié.
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— Sil.et3.sontvraies, alors dim(F+G) = dim(F)+dim(G)—-dim(FNG) = dim(E)-0 =
dim(E). Ainsi, F + G est un s.e.v de E de méme dimension que E : F+ G = E.

— Si2. et 3. sont vraies, alors dim(E) = dim(F + G) = dim(F) + dim(G) - dim(FNG) =
dim(E) — dim(F N G). On en déduit que dim(F N G) = Og et donc que F N G = {Og}.

8.3.2 Produit cartésien d’e.v de dimensions finies

Proposition 8.54. Soient E, F deux K-e.v de dimension finie. Alors E X F est de dimension
finieet ona:
dim(E X F) = dim(E) + dim(F).

Démonstration. D’apres le Théoréme E et F admettent des bases finies (e, ..., €,) et
(fi, .-, fp) respectivement ot dim(E) = n et dim(F) = p.
Montrons que B = ((e1,0), ..., (€4, 0), (0, f1), ..., (0, f,)) est une base de E x F.

n P
1. Soit (A1, ..., A, i1, --.s pip) € K™ tel que Y Ai(e;, 0) + X 14i(0, fj) = Opxr. On a alors
i=1 j=1

p n p
(Z )\iei, Z [J]f]) = (OE, Op) d’ou 2 /\1‘61‘ = OE et Z [J]f] = 01:, et dOI'IC, A1 = .. = An =
j=1 i=1 j=1
p1 = ... =y, = 0, puisque (ey, ..., €,) et (f1, ..., f,) sont libres. Ceci montre que B est
libre.

2. Soit (x,y) € E X F. Puisque (e, ..., e,) et (fi, ..., f,) engendrent respectivement les

n p
s.e.vde E et F, il existe (A4, ..., A,) € K" et (uy, ..., yp) € K? tels que ) Aje; et ) u;f;.
i=1 =1

n p n p
On a alors (x,y) = (Z Aiei, Y, y]-f]-.) = ), Aie;, 0) + X (0, f;). Ceci montre que B
i=1 j=1 i=1 j=1
engendre E. Ainsi, B est une base de E X F donc E X F est de dimension finie et
dim(E X F) = card(B) = n + p = dim(E) + dim(F).

n
Corollaire 8.55. Soient n € IN*, Ey, ..., E, des K-e.v de dimension finie. Alors [] E; est de

i=1
dim (H Ei] = i(Ei).
i=1

i=1

dimension finie et on a :

Démonstration. Récurrence immédiate a partir de la proposition précédente. |

En particulier, pour tout n € N* , K" est un K-e.v de dimension finie et dim(K") =

n. La famille {ey, ..., e,} d’éléments de K" définie pare; = (0,...,0,1,0,...,0) otle 1 estala
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i —ime place, 1 <i < n est une base de K" appelée base canonique de K".

8.3.3 Rang d’une famille finie de vecteurs

Définition 8.56. Soient E un K-e.v, A une famille finie d’éléments de E. On appelle rang de

A, et on note rg(A), la dimension de s.e.v de E engendré par ‘A
rg(A) = dim(Vect(A)).

Proposition 8.57. Pour toutes familles finies A, A d'éléments de E :
1. Ac A = rg(A) < rg(A),
2. max(rg(A), rg(A)) < rg(AU A) < rg(A) + rg(A).

Démonstration.
1. Ac A = Vect(A) C Vect(A) = dim(Vect(A)) < dim(Vect(A)).
ACAUA rg(A) < rg(AUA)
—
ACAUVA rg(A) < rg(AUA)
= max(rg(A), rg(A)) < rg(AU A).
— rg(AUA) = dim(Vect(A U A)) = dim(Vect(A) + Vect(A')) < dim(Vect(A)) +
dim(Vec(A')) = rg(A) + rg(A), en utilisant 4. de la Proposition [8.29]

Proposition 8.58. Soient E un K-e.v, A une famille finie d'éléments de E.
1. Le rang de A est le plus grand cardinal des sous-familles libres de A.
2. Aest libre si et seulement si Card(A) = rg(A).

Démonstration.

1. — Puisque A est finie, Vect(A) est de dimension finie. D’apres la Remarque[8.3.1} il
existe une sous- famille 8 de A qui soit une base de Vect(A) telle que Card(B) =
rg(A).

— Soit £ une sous-famille libre de A. D’apres 1. de la Proposition[8.43 Card(L) <
dim(Vect(A)) = rg(A).

2. — Si Aest libre, d’apres 1., rg(A) = card(A).
— Réciproquement, si Card(A) = rg(A), comme A engendre Vect(A), d’apres la
Proposition A est une base de Vect(A) et est donc libre.



8.4. Exercices 121

Exemple 8.59. Soient K = R, E = R3, A = (v;)1<i<4 01 :
v1=(1,-1,1),v, =(-1,1,-1),v3 = (0,1,1),v4 = (1,0, 2).

Comme (v, vs3) est libre et que v, = —v; et vy = v1 + V3, on trouve rg(A) = 2.

8.4 Exercices

Exercice 8.1. Les espaces suivants sont-ils des sous-espace de E ?

={(x,y,2)€R: x+y+z<1}, E=R%.

Fy
F,={(xy,2) eR: x+y-32=0}, E=R%.
F3 ={(x,0,2),(x,y) € R*}, E =R>.

fa={f€E: f(x)>20,Yx e R},E = Z(R,R).
Fs={f€E: f(—x) = f(x),Yx e R} ,E = Z(R,R).
Fe={f€E: f(—x) =—-f(x),Vx e R}, E = Z(R,R).

Fs ={(x,y —2x,0),(x,y) € R*},E = R,
Exercice 8.2. Donner la dimension des sous-espaces vectoriels suivants :
Fi = {(x, 0,2),(x,y) € ]Rz} , E, = {(a,b —24,0),(a,b) € ]Rz}.
E; = {(x,y,z) ER’: x+y-3z= O} , {E4 =(x-y,y—z2z-x),(x,y,2) € 1R3}.
Exercice 8.3. Soient E; et E, deux ensembles définies de R® par :
E, = {(x,y,z) eR,x+y-z= 0} , E, = {(x,y,z) eR3:«x :z}.

1. Montrer que E; et E; sont deux sous-espaces vectoriels de IR>.
2. Donner une basse de E; et E,.
3. Trouver le sous-espace vectoriel E; N E.

4. Est-ce que E1 & E; = R® ? (Justifier).

Exercice 8.4. Méme questions de I'exercice précédent avec

F:{(x,y,z)€R3, x+y+z:0} , {(x,y,z)eR3: x:y:z}
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Exercice 8.5. Soit Ry[X] I'espace des polynomes de degré inférieur ou égal a 2.
Ro[X] = {p € R[X] : deg(p) <2} = {p = ay + mX + ax° € ]R[X]} ,00,01,07 € R,

telle que B = {1, X, X?} est la base canonique de R,[X].
— Montrer que B’ = {X — 1, X? — 1, X? + 1} est une autre base de R,[X].

Exercice 8.6. Soit les vecteurs de R® définies par
u; =(0,0,1), up =(1,0,1), u3 =(1,1,0)

1. Montrer que B = {uy, u, us} est une famille libre, en déduisant une base de R®.

2. Ecrire les vecteurs v = (3,0,1) et w = (2,1, 1) dans la base B.
Exercice 8.7. On considere les vecteurs de R® définies par :
u; =(2,0,1), u, =(0,2,1), us =(2,2,2).

1. Montrer que les vecteurs uq,uy et us sont deux a deux linéairement indépendants ?
2. La famille B = {uy, uy, us} est-il libre ?

3. Trouver trois bases du sous-espace vectoriel E engendré par la famille B.



Chapitre 9

Applications linéaires

9.1 Définition, propriétés et exemples

Rappelons qu'une application f : E — F d’un ensemble E vers un ensemble F

associe a tout élément x € E un élément et unseul y € F.

Définition 9.1. Soient E, F deux e.v sur K. Une application f : E — F est dite linéaire (ou

K-linéaire ou, est un morphisme de IK-e.v) si :

1. pourtousx,y € E, f(x+y) = f(x)+ f(y),
2. pour tout o« € Ret tout x € E, f(a-x) = a - f(x).

Proposition 9.2. Soient E et F deux K-e.v, f : E — F une application; f est linéaire si et

seulement si :

Va,B € K, V(x,y) € B, f(ax + By) = af(x) + Bf(y).

Démonstration.

1. Si f est linéaire alors, pour tout (a, 5, x,y) € KX KXEXE:
flax +By) = flax) + f(By) = af(x) + Bf(y).

2. Réciproquement, si la condition précédente est satisfaite, alors :
— en prenant @ = f = 1, on obtient f(x + v) = f(x) + f(y), et donc f(0) =0,

— en prenant f = 0 ou y = 0, on obtient f(ax) = af(x) et donc f est linéaire.

Exemple 9.3.

123
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1. Idg: : R> — R?, (x,y) —> (x, y) est linéaire car
Y(x,y), (x,y) e R*,Va,B e R:

Idge(a(x, y) + B(x', y) = alx, y) + B, y')
= aldg:(x, y) + pldg:(x’, y').

2. f:R*— R (x,y,2) /> (x+ y +z,x — y,x + z) est linéaire, car
Y(x,y,2),(x,y,2) e R’ VYo, e R:
flalx,y,2)+p(x,y,2")) = flax+px',ay+py,az+pz') = f(x",y",z"
=(X"+y' +z",x" =y, x" +z2")
=(ax + px' +ay + By’ +az + pz', ax + fx’
—ay— By, ax+ px' +az + pz’)
=alx+y+z,x—-yx+z)+px+y+z,x—-Yy,x+2)
=af(x,y,z)+Bf(x,y,2).

3. f:R— R, x —> x* nest pas linéaire, car

Vx,y € R,Va,B € R: flax + By) = (ax + y)* # ax’ + By* = af(x) + BF(y).
Propriétés 9.4. Si f : E — F est linéaire, alors
() Yx € E, f(—x) = —f(x);
(i) £(0)=0;
(ii1) V1o X € E, Ay, Ay €R, f(;1 Aixz-) - ;1 A f(x)-

Corollaire 9.5. Soient E un K-e.v de dimension finie, F un K-e.v, B = (ey, ..., €,) une base de

E, f € L(E,F),x €E,(x1,...,x,) les composantes de x dans la base B (c’est-a-dire : x = ), x;e;)
i=1
.Onaalors :

n

f0) =) xfe).

i=1

Notations et terminologie
e Onnote L(E, F) I'ensemble des applications linéaires de E dans F.

e Une application linéaire d"un e.v dans lui-méme est appelé endomorphisme, on note
L(E) (ou Kg) 'ensemble des endomorphismes de E. Et on a donc L(E, F) = L(E).

e Une application linéaire bijective d’espaces vectoriels est un isomorphisme . On dit

aussi que, E et F sont isomorphes.
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¢ Un endomorphisme bijectif s’appelle automorphisme, on note GL(E) (ou GL(E))

I'ensemble des automorphismes de E.
¢ Une forme linéaire sur E est une application linéaire de E dans K.
Remarque. L'ensemble L(E, F) de toutes les applications linéaires du K-e.v E vers le K-e.v F
peut-étre muni d’une structure d’espace vectoriel sur R par
e addition: f + g : E — F telle que (f + g)(x) = f(x) + g(x) pour tout x € E;
o multiplication externe: - f : E — F telle que (a- f)(x) = - f(x) pour tout « € Ket x € E.
Définition 9.6. Une application linéaire d'un e.v E dans son corps de base R, f : E — R, (R

considéré comme e.v sur lui-méme) est appelée forme linéaire. L'ensemble L(E, R) est noté E*

et appelé e.v dual de I'espace vectoriel E.

Remarque. Rappelons que si f : E — F et g : F — G sont deux applications, on peut les

composer pour en faire une application, notée g o f de E dans G définie ainsi :

gof: E — G
x = (g0 f)(x) = g(f(x)).
Lemme 9.7. La composée g o f de deux applications linéaires f : E — Fet g : F — G est

une application linéaire de E vers G.

Remarque. Soit toujours E un espace vectoriel. On note Idg : E — E l'application identité

de E qui a tout vecteur x € E associe x lui-méme. C’est évidemment une application linéaire.

9.1.1 Noyau - Image. Surjectivité, injectivité

Faisons d’abord quelques rappels.

e une application f d'un ensemble E vers un ensemble F est injective si Vx,y € E,
f)=fy) =x=y.
e une application f d'un ensemble E vers un ensemble F est surjective si tout élément

de F peut s’écrire comme image d"un élément de E (ce qu’on traduit généralement

par : pour tout y € F, il existe x € E tel que f(x) = y).

e une application f : E — F est bijective si elle est, a la fois, injective et surjective.

Définition 9.8. Soit f : E — F une application linéaire entre deux K-e.v.
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— On appelle image de f, et on note Im(f), le s.e.v de F défini par :
Im(f) = f(E) ={y € F;, dx € E avec f(x) = y} = {f(x) \ x € E}.
— Pour tout s.e.v H de F, on définit I'image réciproque de H par f comme
f(H) = {x € E; f(x) € H},

et f~1(H) est un s.e.v de E.

— Cas particulier : lorsque H = {0}, I'image réciproque est le s.e.v de E, noté

ker(f) = f7'({0}) = {x € E; f(x) = 0}.

qui est un s.e.v de E appelé noyau de f (la notation vient de I'anglais "kernel”).

Proposition 9.9.
(i) Une application linéaire f : E — F est injective si et seulement si ker(f) = {0}.

(if) Une application linéaire f : E — F est surjective si et seulement si Im(f) = F.

Démonstration.

(i) Supposons f injective et x € ker(f), alors f(x) = 0 = f(0), d’ol1, comme f est injective
x=0.
Inversement, si ker(f) = {0}, supposons que f(x) = f(x’), d’'ot1 0 = f(x) — f(x') =
f(x = x), c’est-a-dire : x — x” € ker(f) = {0}, donc x — x” = 0 ou encore x = x’.

(ii) f surjective &= Vy e Fdx€E,y= f(x) & f(E)=F < Im(f)=F..

Notons que pour calculer le noyau d’une application linéaire, on doit résoudre
I'équation f(x) = 0 qui se traduit, lorsque 1’'on fixe des bases de E et de F par la

résolution d"un systeme d’équations linéaires.

Exemple 9.10. Soit f : R® — RR® 'application définie par f(x,y,z) = (x +z,y +z,x+2), f
est-elle injective, surjective, bijective ?
On commence par calculer le noyau de f :

On cherche donc I'ensemble des X = (x, y, z) tels que f(X) = 0, ce qui se traduit par le systeme

x+z=0 X=-z
y+z=0 ©qy=-z e (x,y,2)=z(-1,-1,1),ze R.

x+z=0 z=2z
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Le noyau est donc engendré par le vecteur (—=1,-1,1) # (0,0, 0). Donc f n’est pas injective.

Pour déterminer 1'image (soit par des équations, soit par une base), on utilise les vecteurs
fler) = (1,0,1), f(e2) = (0,1,0), f(e3) = (1,1,1) qui forment un famille génératrice de R® et
on cherche le rang de cette famille de la facon habituelle. On en déduit aussi que f n’est pas

surjective (car f(es) = f(e1) + f(e2)). Donc, on conclut que f n’est pas bijective.

Remarque. Soit f : E — E une application linéaire d’un e.v E dans lui-méme (on parle
d’endomorphisme) et G un s.e.v de E. En général, pour x € G, il n'y a aucune raison pour
que f(x) € G. Mais, si, pour tout x € G, f(x) appartient a G, on dit que G est stable par f.
Quand ceci est vrai, la restriction de f a G devient une application de G dans lui-méme. On
peut se servir de cette remarque pour ramener I'étude de I'espace sur lequel f agit a I'étude de

fc: G — Gavec dim G < dim E.

Proposition 9.11. Si f : E — F est une application linéaire bijective, il existe une application
linéaire g : F — E telleque go f =Idg et f o g = Idp.

Définition 9.12. L'application g de la proposition ci-dessus est appelée application réciproque
de f et notée f1.

Remarque. Si f : E — F est une application (linéaire) quelconque, on aura soin de ne pas
confondre la notation ci-dessus avec la notation f~'(H) oit H est un s.e.v de F. Dans le cas oil
f n’est pas bijective, il n’existe pas d’application réciproque a f, mais la notation f~'(H) a bien

un sems.

9.2 Opérations sur les applications linéaires

Proposition 9.13. L(E, F) est un IKK-e.v pour les lois usuelles.

Démonstration. On va montrer que L(E, F) est un s.e.v de FE.
1. L(E, F) # 0 puisque "application nulle 0 : E — F est a I'évidence linéaire.

2. Soient a,p €K, f,g € L(E,F). On a pour tous 41,1, € Ketx,y € E,

(af +Bp)(Arx + Aay) = af(Aix + Azy) + fg(Aix + Azy)
= a((Mf(x) + Ao f () + P(A1g(x) + A29(y))
= M(af(x) + Bg(x)) + Aaaf(y) + Bg(y))
= Ai(af + Bg)(x) + Aa(af + Bg)(y).

Ceci montre que af + g est linéaire donc af + g € L(E, F).
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Proposition 9.14. Soient E, F, G trois K-e.v. Ona :

Vf e L(E,F),Yg € LEG),go f € LE,G).

Démonstration. YA, Ay € K, ¥(x, y) € E?, (g0 f)(Mx+A2y) = g(f(Ax + A2y)) = g(A f(x) +
A f(y)) = Ag(f () + Aag(f () = Ar(g 0 ))(x) + Aalg © )()- u
Proposition 9.15. Soient E, F, G trois K-e.v. Ona:
1. Vfi, f» € L(E,F),Yg € L(FEG),g0 (i + f2) = go fi + g o fo (pseudo-distributivité a
gauche).
2. Vf e LEF),Vg,9, € LEG), (g1 + g2) o f = g1 0 f + ga o f (pseudo-distributivité a
droite).

3. Ya e K,Yf € L(E,F),Yg € LEGC),(ag)o f = go(af) =algo f).

Démonstration.

1. Vx € E,(go(fi+ £2))(x) = g((f1 + f2)(x)) = g(f1(x)) + g(fo(x)) = (go f1)(x) +(g0 f2)(x) =
(go fi+go fr)x).
2. Vx € E,((91+92)0 f)(x) = (91+92)(f () = g1(f () +92(f (x)) = (g0 f)(x)+(g20f)(x) =
(g10 f+g20 f)).
{((ag) o f)(x) = (ag)(f(x)) = ag(f(x)) = a(g o f)(x) = (a(g o f))(x)
3. Vx€E,
(g 0 (@f)(x) = glaf(x)) = ag(f(x)).

Proposition 9.16. Soient E, F deux K-e.v et f € L(E,F). Si f est un isomorphisme de E sur

Falors f~1 est un isomorphisme de F sur E.

Démonstration. Supposons que f soit linéaire et bijective et montrons que f™! : F — E
qui est déja bijective, est linéaire. Soient A1, A, € K, (x,y') € F2. Ona: f1{(A;x + Adyy) =

FAASETEN) + A f (1)) = QST E) + A f 1Y) = Af T () + AafH(y), et

donc f! est linéaire. u

Définition 9.17. Deux K-e.v E et F sont dits isomorphes si et seulement s'il existe un isomor-

phisme de K-e.v de E sur F.

Lemme 9.18. Soit f une application linéaire de E dans F, alorson a :
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1. f est injective &= pour toute partie libre A de E, f(A) est libre dans F.
2. f est surjective <= pour toute partie génératrice A de E, f(A) est une partie génératrice
de F.
Proposition 9.19.

1. Soient E, F deux K-e.v de dimension finie. Pour que E et F soient isomorphes, il faut et il
suffit que dim(E) = dim(F).

2. Soit n € N*. Tout K-e.v de dimension finie n est isomorphe a K".

Démonstration.

1. Supposons que E et F soient isomorphes, il existe donc un isomorphisme f de E
sur F. L'e.v E admet au moins une base 8 et donc f(8) est une base de F d’ou
dim(F) = Card(f(8B)) = Card(8B) = dim(E).

Réciproquement, supposons dim(E) = dim(F) alors E (resp. F) admet une base
B = (e1,...,eq) (resp. C = (e}, ...,e,)), o n = dim(E) = dim(F) € N. Considérons
f € L(E,F),g € L(FE) définies par : Yi € {1,..,n},(f(e) = e, et g(e;) = ¢;). Il est
clair que g o f = Idg et f o g = Idr donc f et g sont bijectives, réciproques 1'une de

l’autre. Ainsi, f est un isomorphisme de K-e.v de E sur F.

2. Résulte de 1., puisque dim(E) = dim(K") = n.

Remarque. (L(E), +, o) est un anneau.

9.21 Théoréme du rang

Définition 9.20. Soit f : E — F une application linéaire. On appelle rang de f, on note rg(f)
la dimension de I'image de f, i.e., rg(f) = dim f(E).

Une conséquence immédiate de cette définition est que f est surjective si et seule-
ment si rg(f) = dim F = dim Im(f).

Théoreme 9.21. (Théoréme du rang) Soit f : E — F une application linéaire (E étant

nécessairement de dimension finie), alors

dim ker(f) + rg(f) = dimE.
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Démonstration. Prenons une base (v, ...,v,) de ker(f) et prolongeons-la en une base
(01, ++ey Uk, V41, -, Uy) de E.

Alors la famille {f(vy+1), ..., f(vn)} engendre I'image f(E) (facile a vérifier). Je prétends
que le systeme f(vi11), ..., f(v,) est libre. En effet : i Aif(v;) = 0 implique, par linéarité,

i=k+1
n n
que f ( Y /\ivi) =0,dou )}, Ajw; € ker(f). Or, nous avons une base de ker(f) qui est
i=k+1 i=k+1
n k
(v1, ..., vx); on peut donc écrire ), A;v; = ), u;v;. En faisant tout passer dans le premier
i=k+1 i=1
n k
membre, on obtient Y, Ajv;— ). yv; = 0 ce qui implique, du fait que les v; forment une
i=k+1 i=1

base de E que tous les p; (et aussi les A;) sont nuls. Le systéme {f(vx41, ..., f(v4)} est donc

libre et générateur, il forme donc une base; d’'ott dim f(E) =n—k =dimE - rg(f). =

Corollaire 9.22. Soit f une application linéaire de E dans F telle que dim E = dim F, alors f

injective & f surjective < f bijective.

Les preuves sont des conséquences immédiates du Théoreme. En effet, f injective
= dimker(f) = 0 = dimIm(f) = dimE = dimF = Im(f) = F = f surjective
= dimker(f) = dimE — dim Im(f) = dimE — dim F = 0.

Conséquences :
+ Deux e.v (de dimension finies) isomorphes ont méme dimension.
+ Si f : E — F est une application linéaire injective, alors dim E < dim F.

+ Si f : E — F est une application linéaire surjective, alors dim E > dim F.

9.3 Exercices

Exercice 9.1. Soient {e1, ey, e3} la base canonique de R et {f1, f»} la base canonique de R et f

une application linéaire de R® dans R?.

1. Trouver I'expression de I'application f qui vérifie

fler) =2fi—fo, flex) = A+ fo, fle3) =2f1 + fo.

Exercice 9.2. Soient f et g deux applications définies par :

f: R? — R3 g: R — RR2

(x,y) — (y,x,y+x) ’ (x,y,z2) +— (x+y+z,x—-y+2)



9.3.

Exercices 131

[}

S T

. Montrer que f et g deux applications linéaire.

En utilisant le théoreme du rang : est-ce que f est surjective ? g est injective ?
En déduire dimker f, dim Imf, dimker g et dim Img.

Trouver 'image de v1 = (1,8), v, = (0, 3) par I'application f.

Les vecteurs f(v1) et f(vy) sont-ils linéairement indépendants ?

Trouver les expressions de chacune des applications f o get g o f.

Exercice 9.3. Soient E et F deux espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F.

1

. Est-ce que si les vecteurs uq,uy, ..., u, sont linéairement indépendants de F, alors les

vecteurs f(ui), f(u2), ..., f(u,) sont les aussi. ?(Trouver la condition)

2. Montrer que si les vecteurs f(uy), f(u2), ..., f(u,) de F sont linéairement indépendants,

alors les vecteurs uy, Uy, ..., U, sont les aussi.

Exercice 9.4. On considere dans R3 les vecteurs suivants :

u; =2,3,-1), u, =(1,2,1), v=(5,x,-1).

. Montrer que les vecteurs uy et u, sont linéairement indépendants.

En déduire une base B pour I'espace vectoriel E engendré par les vecteurs u et u;.

Déterminer la valeur de x pour que le vecteur v soit dans le sous-espace vectoriel E (i.e.,
x € E).

Trouver le sous-espace vectoriel H complément du sous-espace vectoriel E dans IR3.(i.e., Trouver

le complément de la famille B).

Exercice 9.5. Soit R® un espace vectoriel muni de la base canonique B = {e1, e, €3}, et soit f

une fonction définie par :

S ks W

fx,y,2) = (2x — 2y + z,2x — 3y + 2z, —x + 2y).

. Montrer que f est une application linéaire.

Donner le noyau et I'image de cette application.

Calculer la dimension des ker f et Imf. (Vous pouvez utiliser le théoreme du rang).
f est une injection ? surjection ? bijection ? (Justifier).

Trouver la matrice A associé a cette application suivant la base B.

En déduire le rang de A.



Bibliographie

[1] K. Allab. Eléments d’analyse. Fonctions d"une variable réelle, 1 et 2° année d"uni-

versité, Tome 1. Ecoles scientifiques. Office des Publications Universitaires, 2007.

[2] H. Anton and C. Rorres. Elementary linear Algebra. Applications Version. John
Wiley et Sons, Inc. New York, 2000.

[3] B. Boussouis, Cours d’analyse 1, Filiere SMA-SMI, Université Mohamed Ben Ab-
dellah, Faculté des sciences Dhar El Mehraz, Département de mathématiques, 2014-
2015.

[4] R. Dalang and A. Caabouni. Algebre linéaire, Aide-mémoire, exercices et applica-

tions.

[5] G. Faccanoni, Algebre linéaire Recueil d’exercices corrigés et aide-mémoire,

MP33/M331, 2014. http ://faccanoni.univ-tln.fr/enseignements.html.
[6] J.M. Ferrard, Cours de mathématiques. www.klubprepa.net.

[7] A.Giroux, Analyse 1, Notes de cours, Département de mathématiques et statistique,

Université de Montréal, 2004.

[8] A.Hitta, Cours Algébre et Analyse I, Mathématiques et informatique, Université 8
Mai 1945 - Guelma, 2008-2009.

[9] J. M. Monier, Algebre I, Cours et 600 exercices corrigés, 1™ année MPSI,PCSI, PTSI,
2¢ édition, Dunod, Paris, 2000.
[10] J. M. Monier, Analyse MPSI, Cours, méthodes et exercices corrigés, 5¢ édition,

Dunod, Paris, 2006.

[11] P. Malbos, Analyse matricielle et algebre linéaire appliquée, Notes de cours et de
travaux dirigés. Université Claude Bernard, Lyon 1. Licence Sciences, Technologies,

Santé. Enseignement de mathématiques des parcours Informatique.

[12] M. Mechab, Cours d’algebre, Mathsl, LMD Sciences et Techniques, musta-

pha.mechab@gmail.com.

132



Bibliographie 133

[13] L. Pujo-Menjouet, Analyse 1, Licence Sciences, Technologies et Santé, Spécialité

Mathématiques, Université Claude Bernard, Lyon I.

[14] L. Smoch, Algebre - Semestre 2, Licence 1 Sciences et Technologies, Université du
Littoral - Coéte d’Opale, La Citadelle, 2009.

[15] L. Thomas, Algebre Linéaire, Ecole polytechnique Fédérale de Lausanne, Bachelor

lere année 2009 - 2010, Génie Civil et Sciences et Ingénierie de 'Environnement.

[16] W.Raudin, Principes d’analyse mathématique, University of Wisconsin-Madison,

Ediscience international, 1995.

[17] [http ://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 24 septembre 2016.



	page de garde.pdf
	TOUIL Imene.pdf
	Introduction
	I Analyse
	Théorie des ensembles
	Ensembles
	Relations entre ensembles
	Inclusion et égalité

	Opérations sur les ensembles
	Intersection de deux ensembles
	Réunion de deux ensembles
	Différence de deux ensembles
	Différence symétrique de deux ensembles
	Ensemble produit

	Relations
	Relation d'équivalence
	Relation d'ordre

	Applications
	Exemples d'applications
	Composition des applications
	Applications injective, surjective et bijective
	Image directe et image réciproque

	Exercices

	Structure de corps des nombres réels sur R
	Préambule
	Nombres réels
	Existence et unicité de R

	Propriétés de R 
	Propriété d'Archimède
	Q est dense dans R
	Partie entière
	Valeur absolue

	Intervalles
	Formes des intervalles :

	Ensembles bornés
	Majoration, Minoration
	Bornes supérieure et inférieure dans R

	Raisonnement par récurrence
	Exercices

	Fonctions réelles d'une variable réelle
	Notions de base sur les fonctions 
	Quelques propriétés des fonctions
	Opérations algébriques
	Restriction
	Fonctions majorées, minorées et bornées 
	Composition
	Monotonie 
	Sens de variation d'une fonction
	Parité
	Fonctions périodiques

	Injectivité, surjectivité et bijectivité d'une fonction
	Exercises

	Limite d'une fonction
	Limite finie d'une fonction en un point
	Limite infinie d'une fonction en un point
	Limite à droite, limite à gauche
	Limite d'une fonction en + ou - 
	Propriétés de la limite
	Unicité de la limite
	Limite et comparaison

	Opérations algébriques sur les limites
	Autre propriétés sur les limites:
	Limite de fonctions composées
	Limite et monotonie

	Comparaison des fonctions au voisinage d'un point, Notations de Landau
	Fonctions négligeables et fonctions dominées
	Fonctions équivalentes

	Exercices

	Continuité des fonctions
	Définitions 
	Fonctions continues en un point
	Fonctions continues sur un intervalle

	Opérations sur les fonctions continues
	Opérations algébriques 
	Continuité de la fonction composée
	Prolongement par continuité

	Théorèmes sur la continuité
	Propriétés des fonctions monotones sur un intervalle
	Exercices

	Fonctions réciproques
	Existence et propriétés
	Fonctions trigonométriques réciproques
	Fonction arcsinus
	Fonction arccosinus
	Fonction arctangente
	Fonction arccotangente
	Fonctions trigonométriques (Propriétés trigonométriques)

	Fonctions hyperboliques
	Fonctions cosinus et sinus hyperboliques
	Fonctions tangente et cotangente hyperboliques

	Fonctions hyperboliques réciproques
	 Argument cosinus hyperbolique.
	Argument sinus hyperbolique
	Argument tangente hyperbolique
	Argument cotangente hyperbolique
	Fonctions hyperboliques (Propriétés hyperboliques)

	Exercices


	I Algèbre
	Structures algébriques
	Loi de composition interne:
	Propriétés d'une loi de composition interne

	Structure de groupe
	Groupes
	Sous-groupe
	Centre d'un groupe

	Structure d'Anneau
	Anneaux
	Sous-anneau
	Anneau intègre
	Idéaux d'un anneau 
	Homomorphismes des structures algébriques

	Structure de corps
	Corps
	Sous-corps

	Exercices

	Espaces vectoriels
	Structure d'espace vectoriel
	Sous-espaces vectoriels

	Dépendance et indépendance linéaires
	Familles liées, familles libres
	Sous-espace engendré par une partie
	Familles génératrices, bases

	Théorie de la dimension
	Espaces vectoriels de dimension finie
	Produit cartésien d'e.v de dimensions finies
	Rang d'une famille finie de vecteurs

	Exercices

	Applications linéaires
	Définition, propriétés et exemples
	Noyau - Image. Surjectivité, injectivité

	Opérations sur les applications linéaires
	Théorème du rang

	Exercices




