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Chapitre 2

Interpolation polynomiale
2.1 Introduction
En pratigue on rencontre souvent des problémes ou la fonction décrivant une grandeur physique
donnée n’est connue que par des valeurs de mesure en des points donnés (xnyve) s (xave) foen T (X))
ou en d’autres cas connue mais tellement complexe qu’on cherche a la remplacer par un polyndéme
Plxl=ap+a ,-.1'+._r.'_-.1". RN 7 i o

Définitions

Soit une fonction v=fix)  définie sur [a,b] n fois dérivable qu’on veut approcher par un

polyndme P(x) par I’usage des points donnés [ (.31} 7 {2x2y2) feeeis 7 (XYl

1-A cause de I’approximation, I’erreur intervient : Efx)=f{x}-P(x)

2-Les points (x;vi=f{x;)) sont appelés points d’appui

3-L’intervalle [a,b] est appelé intervalle d’interpolation

Théoréeme 1

Etant donnés (n+1) points d’appui (. wi) (=0, .51},

il existe un seul polyndme d’interpolation P(x)

Théoréme 2

Soit f une fonction définie sur [a,b] dérivable (n+1) fois et admet (n+1) points d’appui
(xi,yi) (i=0,.....,n), si P(x) est le polyndme d’interpolation tel que P(xi)= f(xi) xie [a,b] alors

3&e|x, x;| ou [x;, x] tel quelerreur

|E(x)|= 1 f(x) = P(x)|=

FE Midaex ) o | Miedx—x ]

(n+1)! | = (n+1y |7 ML

- _ ‘n+1
ot My = max |-|:|L.11].~rj1 (x)

Remarque

Dans certains cas ou la fonction est inconnue ou 1’utilisation de la formule du théoréme
précédent apparait difficile, on peut faire recours a I’approximation suivante:

_ |-’1'-n+1}’n [[i=fx —x i)
E(x) = | (n+ 1) hntl |

1
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Cas d’interpolation linéaire

f est une fonction définie sur I'intervalle [xu.x;/,

le polynédme d’interpolation dans ce casest:  P(x)= v ,+ TT:: (x —xp)
Aypy=v,— vy et Ax =x,—x, sontappelésdifféerences finies

Cas d’interpolation non linéaire

f est une fonction définie sur I'intervalle [xg.x;/, le polynéme d’interpolation

quadratique dans ce cas est :

N e V2=2¥atVe, . .
P(x)=vy+ x,—xﬂ{'l xuj+—2m_xn}a{x xo)(x — x;)

L.I'lzjn"[]= }r . 2:}" _'|_+ _'!r" []= '[:_'!r" L jr? 1} - (j-"]__ }1 []} différence finie dlordre 2
Sionpose i =x —x,; onécritalors P(x) sous la forme :

.

P(x)= v+ EI{ Y —x ]+—}(x—x Wx— x,)
alf=r¥Xan h “ ] Ehi [T 1

2.2 Interpolation Newtonienne
L'intervalle [a,b] est divisé en n parties égales c.a.d. on dispose de(n+1) points d’appui

h —_— .:I.'E'_H__ ):i- Iri.:ﬂ ..... I’H-H,'r

Le polynébme de Newton s’écrit

Ayy A%y, Ay
P(x)=y,+ T{ X —xg)+ ST ht (x —xg)(x—x,) + +m (r—2x)(x—2x) . (x—x54)
Avec :
Avo=¥1— Yo Aty,= Ay ,— Ay,
Ay1=y2—¥1 A%y,= Ay ,— Ay,
AVy= VY ns1— Va L""zj"zﬂ:'L“",""zflﬂ_'ﬂ"jf’rz
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Exemple :
On donne les points d’appui suivants : (4,1) ; (6,3) ;(8,8) ;(10,20)

1) Ecrire le polyndme d’interpolation de Newton correspondant a f
2) Calculer P5(7)

Solution
1) Lepash=2
X; Vi Ay; Ay, A%y,
Xp= Yo=1
x1=6 V1= Ay,= 2
x;= 8 y,= 8 Ay,=5 A*y,= 3
x,= 10 y,= 20 Ay,= 12 Ay, =7 Adyo= 4

Donc le polynéme s’écrit :

Ay °y Ay,
Py(x)= vy o+ T( X — Xg) +ﬁ (x — x)(x—x) + W{x — xp)(x — xy ) (x — x3)

Py(x)=1+ g (=) +5 o (=D -6) + (x — 4)(x — 6)(x — 8)

3123

2) P5(7)=4.875
2.3 Interpolation de Lagrange

Soient (n+1) points d’appui (xi ,f(xi)) (i=0,...,n), le polyndme de Lagrange s’écrit :

Ln(x) = Z f L) {iE;‘;j ~ov)

1) Casn=1c.a.d.i=0,1 et [x0,x1]

X — X X —Xp
Lo(x) = —— Li(x) = ——

0 1 X1 —Xp
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Donc le polyn6me de Lagrange s’écrit :

L(x) _f(fu] +J'r('*1)

Xo

(x—x)(x—x2Mx—2x3).(x—25)
(xp—x1)(Xg—X2)(Xp—X3)..(Xg—Xp)

2) Cas de n+1 points d’appui (i=0,..,n) Lg(x) =

(x — x1)(x — x2)(x — x3) ... (X — Xp)
(xp — x1) (xxp — x2)(x0 — x3) .. (xp — Xp)
(x — x0)(x — x2)(x — x3) .o (X — xp)
(g — 20) (g — 20 (g — x3) o (g — X))

Ly(x) =

Li(x) =

L,(x) = (x—x9p)(x—x1)(x—x3)...(x—Xn)

(xz—xp)(x2—x1)(xz—x3)..(x2—xn)

(x — x9) (x — 2 ) (X — x) oee. (X — Xp_4)
— X1 ) (xXn — x2) (X — x3) - (X — Xpq)

L(J—
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Exemple :
On donne les points d’appui suivants : (1,2) ;(2,5) ;(6,7) et (8,1)
Ecrire le polynéme de Lagrange et calculer la valeur du polynéme au point x=3

Solution :

1) P3(x) = f(xo)Lo(x) + f(x1)L1(x) + f(x2)La(x) + f(x3)L3(x)

(x - 2)(x-6)(x —8) 2 e |
A-20-60-8 33* Da-60k-8

f(xg). Lo(x) = 2

5 _ .
f(xl)-‘[‘lt:x) = E{'t —1)(x —6)(x —8)
F): L) = =55 (x = 1)(x — 2)(x ~ 8)

F) Ly (@) = 5 (x — Dx — 2)(x ~ 6)

2) Pi3(x) =611



