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Chapitre 5
Méthodes approximatives de résolution des systemes d’équations
Linéaires
5.1 Introduction
Les méthodes approximatives ou itératives pour la résolution des systémes des équations linéaires
. : . ik .
de type Ax =D  sont basées sur I’idée de construire une suite de vecteurs X qui converge vers
une solution exacte x en utilisant une fonction linéaire f telle que ."t —fﬁ J f,{'e’f“f,!

5.2 Définitions

a) Une méthode itérative est dite convergente si [ i'rri.x_,.mxtkj = X estlasolution exacte du
systéeme

b) Une méthode itérative xk_} = ﬁ,f'r" J}  est consistante si 1‘=ﬁ’.‘t‘,! avec x est le vecteur de
solution exacte

c) On appelle erreur a I’itération ‘l = fr x")  de la méthode itérative le vecteur e(k)= 1'%"

5.3 Forme réduite d’un systeme d’équations linéaires
Le systtme Ax=5h peut étre écrit x=B ¥+ avec B est une matrice et ¢ est un vecteur, c’est par
cette forme réduite que le processus itératif ait lieu :
+] _
= pfec
Théoreme
. \ _— s k=1 _ K s
Soit le systéme réduit du processus itératif 1" *= Bx"+c¢ , le processus itératif
converge vers une solution unique si I’une des normes canoniques de la matrice B est
inférieure a 1 et la convergence ne dépend pas du vecteur initial x°.

Les 3 normes canoniques :

B, = max; Zj|u!-j| norme en lignes
MBI = IMax; |”U| norme colonnes

1Bl = [Si]ay]”
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3. Evaluation d’erreur du processus itératif

Pour estimer 1’erreur des approximations du processus itératif on utilise les formules suivantes :

Bl
[l = ¥ = |l = x|
1Bl
ou
IB]1*
lx — x| < ———[lx* — x°|
1—[B]]
Remarque :

En pratique si on impose une précision £  on peut estimer I’erreur par :
k-1

3 . L, k -
Ll I< & celaemmeénera a écrire | X; — X; < g(i=1,...,n)

5.4 Méthode de Jacobi

Soit le systéme d’équations suivant :

ﬂ.llxl 4+ ﬂ,lzxz + -4 H.ln.xn = bl
{121X1 + ﬂ-szz + - 4 H.2nxn = bz

ﬂ.nlxl -+ {.I,nz.xz + - 4 {.ﬂnnxn == bil‘?.

Ce systeme peut étre écrit sous la forme suivante

Cette forme est appelée forme réduite du systeme Ax=b. Elle peut s’écrire autrement :

X; = |b; = Ajj jVHu Ji=1,...n

Le processus itératif aura lieu en utilisant un vecteur initial x0 et la forme réduite peut étre

formulée comme suite : ,:[I‘.I”l = |b; — ; 1 AjX; |;‘u” Ji=1,...n et

L+
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Exemple :

Résoudre par la méthode de Jacobi en utilisant 3 itérations et un vecteur initial X~ =
Solution :

Le systéme :
_xl +x2+3x:3 - _].
xl + sz - 2
3I1 + xZ - x:; - l

Le systéme s’écrira en forme réduite :

x; = (=1 —x, — 3x3)/—1 X1 =14+ x, +3x4
x, = (2-1x;)/2 sera Xy =1 —rxlfz
xs = (1 - 3%, +13)/~1 X3 =—1+3x —x
- le itération :
x; =14 x3 + 3x3 xl=1
. cela donne
xy=1—x7/2 xl=1
x3 =—1+43x] — x5 x3 =—1
- 2e itération
xf=1+x3+3x3 xi=-—1
x% —1— IHZ cela donne x% — 05
xi==143x] —x} xz=1
-3e itération
x3 =14 x2+ 3x3 xi =45
= 1—xij2  coadome 3 = 0.75
x2=—1+43xf—x3 x5 = —4.5
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5.5 Méthode de Gauss-Seidel
La méthode de Gauss-Seidel est une amélioration de la méthode de Jacobi en effet elle rend le
processus itératif plus rapide.

k+

Le systéme réduit reste le méme sauf que la valeur nouvelle de  Xx;

i 1 obtenue dans la iéme

équation sera injectée dans la suivante.

Le processus itératif se fera avec un vecteur initial et I’utilisation de la formule :

k+1 __ i—-1 k+1 n k i . i
X — |bt T 4j=1 uijx' T Lij=i+1 H‘I'j"rj ]‘,‘{{l“ Ji=1, .1
Exemple :

Résoudre par la méthode de Gauss-Seidel le systeme précédent en utilisant 3 itérations et un

0
vecteur initial X% = {0
Solution: 0
- 1% itération :
1 0 4 2.0 ¥l =1
x; =14+ x; +3x3 1
1 _
x3=1—x1/2 cela donne xz = 0.5
1
x3 =—1+43x] —x} x3 = 1.5
- 2°%itération
x2 =1+ x3+3x3 xXi =6
2
x2=1-x%/2 cela donne x2=-2
, 2
x3=—1+43xF—x3 x3 =19
-3%itération
x; =1+ x%+ 3x% x; =56
IEB_ —1-— If’f? cela donne szl E— L
x$=—-143x —x3 x3 = 194



