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Chapter 1

Systémes d’équations
linéaires

Un systéme linéaire n X p est un ensemble de n équations linéaires & p inconnues
(m, p > 1 des entiers) de la forme:

a11T1 + ajoxy ... Fa1pTy = by
(S) a21T1 + a2y  ...... FaopT, = bo
Ap1T1 + Ap2Ta ... +anpTp = by

o Les coefficients (a;;) et les secondes membres (b;) sont des éléments donnés
de K (K=RouC).

e Les inconnues x1, xg, ..., Tp sont & chercher dans K.

e Une solution de () est un p—uplet (z1,z2,...,x,) qui vérifie simultané-
ment les n équations de (5). Résoudre (S) signifie chercher toutes les
solutions.

e Un systéme est impossible, ou incompatible, s’il n’admet pas de solution.

e Un systéme est possible, ou compatible, s’il admet une ou plusieurs solu-
tions.

e Deux systémes sont equivalents s’ils admettent les mémes solutions.

e Le systéme homogene associé a (S) est le systéme obtenu en remplacant
les (b;) par 0.

e Le systeme (S) sous la forme abrégée suivante

p
E Qi T5 = bi, 1= 1, ey T
j=1



e Notre systéme (S) est équivalent aussi a I’écriture matricielle

ail 412 a1p 1 by
- q az1  G22 az2p . T _, b
AX =Bou A= ] , X = 21, B=| 7
T b
An1 An2 Anp p p

e Un systéme (5) est carré lorsque n = p.

e Si on ajoute le vecteur-colonne des seconds membres B & la matrice des
coeflicients A, on obtient ce qu’on appelle la matrice augmentée que I'on

note {A|Bj

1.1 Systéme linéaire carrée

1.1.1 Systéme linéaire carrée et matrice inverse

Tout systéme linéaire de n équations & n inconnues peut s’écrire sous la forme
matricielle AX = B’) A est une matrice

carrée de dimension n et X et B sont des vecteurs colonnes de dimension n,
ot X est I'inconnue et B un vecteur donné.

Si A est inversible alors ce systéme posséde une unique solution X donnée

par X=A"1B.
Exemple 1 Considérons le systéme

20+ 3y =15
(S){ 3z +4y =12

On écrit sous la forme matricielle le systeme (S)
2 3 T 15
we(52)(5)-(0)

On adetA=8—9=—1=#0, donc la matrice A est inversible, on cherche
donc & calculer A=!

1t -4 3
—1 _ o
A7 = —— ComA = < 3 _9 )

La solution du systéme (S) est donné par X = A1 B, (i.e),

c a4 3 15\ [ —24
feai= (G 5)(0)=(2")



1.1.2 Systéme de Cramer

Soit (S) un systéme d’équations linéaires dont la matrice associée A € M, (IK)
(Carrée).

Définition 2 Un systéme est dit de Cramer ssi det A # 0.

Proposition 3 Soit (S) un systéme d’équations linéaires (A € M,, (IK)). Le
systéeme est de Cramer si une des conditions équivalentes suivantes est remplie
1) A est inversible,
2) rgA =mn,
3) Le systéme homogéne AX = 6, admet seulement la solution nulle.

Méthode de Cramer: La solution d'un systéme de Cramer d’écriture
matricielle AX = B est donnée par

det A]

T; = ——, =1,...,n

7 det A J

ol A; est la matrice obtenue a partir de A en remplacant la j—eéme colonne
par la colonne des seconds membres B.

Remarque 4 La formule de Cramer est d’une utilité pratique limitée o cause
du calcul des déterminants qui est trés couteux.

Exemple 5 Soit le systéme linéaire

r—y+2z=2 1 -1 2 T 2
(S) 2e+y=—-1 < 2 1 0 y | =1 -1
Jx+2y=1 3 2 0 z 1
A be B
1 -1 2
detA=|2 1 0|=2
3 2 0
2 -1 2 1 2 2
-1 1 0 2 -1 0
CdetA; |12 0] _ 3 _detAy |3 0 _10_5
T detA 2 2 YT et A T 2 — 2
1 -1 2
1 -1
det A 3 2 1 10
2= = == =5
det A 2 2



1.2 Systéme échelonné

Un systeéme (S) est en escalier, ou échelonné, si le nombre de premiers coefficients
nuls successifs de chaque équation est strictement croissant.
Il est échelonné réduit si en plus :

e le premier coefficient non nul d’une ligne vaut 1,

e ct c’est le seul élément non nul de sa colonne.

Exemple 6
2r1 —xo +x3 —dxy4 =1
—x9 w3 =0 est échelonné (mais pas réduit)
*6I4 =-1
2 — - =1 . .
1 T2 T b4 n’est échelonné (la derniére ligne commence
—T2 +I3 =

9 62 1 avec la méme variable que la ligne au dessus
3 —bxy =-—

La résolution d’un systéme linéaire AX = B échelonné est simple car, la ma-
trice lui associée étant triangulaire supérieure, on utilise la relation de récurrence
(dite par remontée)

ann

1 n .
T = o (bi — Zj=i+1 aij:cj> pouri=n—1,n-—2,..1

Exemple 7 Résolution du systéme triangulaire supérieur

T—y+2z2=2 1 -1 2 T 2
(S) y—z=-1 <10 1 -1 y | =1 -1
2z=1 0 O 2 z 1
A X B
En utilisant la formule précédente:
1
o 1 2 =x3 = =
z= 2
2 1 1
T = o (bi —Yimin aiﬂfj) = y=22= g (b2 — az373) - _15
pour 7= 2,1 T=x1 = i (bl — Q12To — a13x3) e 5



1.3 Méthode du pivot de Gauss

1.3.1 Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes

On appelle opération élémentaire sur les lignes d’une matrice 'une des opéra-
tions suivantes :
i). Permutation de la i et de la j~¢™€ ligne, notée L; < L;
ii). Multiplication de Ia ~¢™¢ ligne par un scalaire A # 0, notée L; «+— AL;
iii). Ajout du produit de Ia 7™ ligne par A a la i=*™¢ ligne (i # j), notée
On définit de méme les opérations élémentaires sur les colonnes, notées re-
spectivement

—eme

Ci <—>Cj, CZ<— )\CZ et CZ <—C¢+)\C]

Théoréme 8 Les opérations élémentaires sont des multiplications par certaines
matrices inversibles!

Proposition 9 Le systéme obtenu & partir de (S) a laide d’une opération élé-
mentaire sur les lignes est équivalent a
(S7) clest a dire que les deuz systémes ont méme ensemble de solutions

1.3.2 Algorithme du pivot de Gauss

Il s’agit d’un algorithme efficace qui utilise des opérations élémentaires sur les
lignes d’un systéme d’équations pour le transformer en un systéme équivalent
triangulaire (c’est-a-dire avec des coefficients nuls en dessous de la diagonale
principale a;;=¢ pour i > j)

Dans un systéme d’équations linéaires, un pivot est un coefficient non nul
sur la diagonale principale de la matrice des coefficients.

L’algorithme de pivot de Gauss, également appelé méthode d’élimination
de Gauss, est un algorithme pour transformer une matrice en sa forme éche-
lonnée. Voici les étapes de 'algorithme:

Etape 01: Choisissez le pivot comme le coefficient non nul le plus a
gauche de la ligne la plus en haut.

Etape 02: d’échange de lignes: Si le pivot est nul, échangez cette ligne
avec la ligne la plus basse qui a un coefficient non nul dans la méme colonne.

Etape 03: d’¢limination: Utilisez des opérations élémentaires sur les
lignes pour éliminer tous les coefficients en dessous du pivot, en utilisant la

formule
a1

LZ‘<—Li— L1

ai1
Répétez les étapes 1 a 3 pour le sous-ensemble de la matrice qui se
trouve sous le pivot.
Répétez l'algorithme sur le sous-ensemble restant de la matrice jusqu’a
ce que la forme échelonnée soit atteinte.



Si vous souhaitez obtenir la forme échelonnée réduite, utilisez des
opérations élémentaires supplémentaires pour diviser chaque coefficient diagonal
par son coefficient respectif pour obtenir une diagonale de 1.

Exemple 10 Soit le systéme linéaire

r—y+2z=2 2 -1 2 T 2

S z4+y—2z=-1 <[ 1 1 -1 y | =1 -1

e —y+2z=1 4 -1 2 z 1

A X B

Résolution par la méthode du pivot de Gauss :

lx —y+22=2 Ly r—y+2z=2 Ly
r+y—z=-1 Lo <~ 2y —3z=-3 L2<—L2—iL1
dr —y+2:=1 | Ly | PPN 3y—62=-7 | L3 Ly- %L,

T—y+2z2=2 Ly x:—%

Et<:>02 2y — 3z = -3 Lo & y=1

ape —%,22725 L3(—L3—%L2 ZZ%

Exemple 11 Soit le systéme (S) avec deux parameétres « et ¢

r+5+2=0
() x+6y—z=2
24+ ay+z=c

Nous avons 3 équations donc il faut effectuer 2 étapes de la méthode de Gauss

c+by+z=0 L T+5y+z2z=0 L
(S) r4+6y—z2=2 Lo = y—22z=2 Lo — Ly — 1L,
2e+ay+z=c Ly " | (a—10)y—z=c Ly« L3 — 2L,
r+5y+2=0 Ly
y—22=2 L2

4
Pape2 | (2a—21)z=c—2(a—10) Ly« Ly— @O,

La derniére équation donne

(2a—21)z=c—2(a—10)

21
*) Sia #£ o alors z = , et on trouve y puis r en remontant

(2c0 — 21)
: 1l existe une et une seule solution.

**) St a= 5 on destingue deux cas ;

1) Sic—2(a—10) =0 (i.e.c = 1), alors z = § € R(une valeure arbitraire) et on trouve y puis x en remonta
il existe une infinité de solutions.

2) Sic—2(a—10) #0, (i.e.c # 1), alors il n’y a aucune solution.



1.3.3 Meéthode de Gauss pour calculer le rang d’un sys-
téme linéaire

La méthode de Gauss est souvent utilisée pour résoudre les systémes d’équations

linéaires. Cependant, elle peut également étre utilisée pour calculer le rang d’un

systéme linéaire en effectuant des opérations élémentaires sur les équations du

systéme.

On écrit le systéme linéaire sous forme matricielle AX = E, ou A est la
matrice des coefficients des inconnues et B le second membre.

L’objectif de la méthode de Gauss est de transformer la matrice des coeffi-
cients des inconnues (matrice A) en une forme échelonnée. Si une ligne de cette
matrice est remplie de zéros, elle peut étre supprimée. Le nombre de lignes
restantes aprés cette étape correspond au rang du systéme linéaire.

Exemple 12 Calculer le rang de la matrice suivante

0o 3 2 4 1 -1 0 -1 1 -1
A= 1 -1 0 -1 ~ 0 3 2 4 [L1 <> Lo] ~ 0 3
3 1 2 0 3 1 2 0 0 4
1 -1 0 -1 1 -1 -3 -1 L4
0 3 2 4 s 0 5 11 6 Lo
0o 4 -2 3 o 0 -14 -7 3Ls — 4L,
Finalement

rgA=3

Remarque 13 Pour toute matrice A € M, , (K), rgA < min(n, p).

1.3.4 Algorithme du pivot pour la recherche de A~! (Méth-
ode de Gauss-Jordan)

La matrice A est inversible si et seulement si on peut obtenir une matrice tri-
angulaire supérieure sans zéros sur la diagonale par des opérations élémentaires
sur les lignes de A. Autrement dit, si la matrice échelonnée obtenue par des
opérations élémentaires sur A a des coefficients non nuls sur sa diagonale.

Si A est inversible, on peut effectuer les mémes opérations élémentaires sur
les matrices A et I, pour obtenir la matrice identité I, & gauche de la ma-
trice échelonnée. A ce moment-13, la matrice A sera transformée en la matrice
identité, ce qui signifie qu’elle est inversible.

[A|In] ~ [In|A_1]a

Soit A € M,,(K), A est inversible ssi rgA = n



Exemple
1 1
[Alls] = -1 1
1 -1
1 1
= 0 1
0 -2
10
= 0 1
0 0
1 00
= 010
0 0 1
1.4

14 Coalculer s’il existe l'tnverse de la matrice la matrice

11 -1
A= -1 1 1
1 -1 1
-1]1 00 L, 1 1 -1
1 {010 Ly |=10 2 o0
1 001 L 0 -2 2
1 00 Ly 10 -1
i 10 L =01 o0
-1 0 1 L 00 2
1 1 1
i -0 L 1 00]12
IO L | - 010 |1
2 2 2 - 2
o 1 1 Ls 00110
1 9 1 1
2
% % 0 | =[I3]A7"], donc A! = %
0 4 1 0

Résoluton d’un systéme d’équations linéaire

Considérons un systéme de n équations linéaires & n inconnues dont les coeffi-
cients ne sont pas tous nuls.

Notons par : r = rg(A) le rang de la matrice A du systeme Et r’ = rg[A|§],
le rang de la matrice augmentée [A|B] du systéme.

Théoréme 15

des solutions S = &.

o Sir <1’ le systeme est dit incompatible c’est-a-dire 'ensemble

o Sir =1'le systéme est dit compatible et dans ce cas on a deux possibilités:
1) sir =n on a une solution unique.
2) sir <mn on a une infinité de solutions.

Exemple 16 Soit le systéme linéaire & une parametre suivant:

On a
. 1 1 =2
[ABj]=| 0 1 -1
1 -2 m

r+y—2z=1
Yy—z=—-2
T —2y+mz=—1

(5)

1 Ly 1 1 =2 1
—2 Ly | ~]0 1 -1 | =2
-1 Ls 0 -3 m+2| -2

Ly
L2 <—L2
L3+ L3 -1,

1 0 0 L,
1 10 Ly Ly + 1y
-1 0 1 L3<—L3—L1
% *% 0 Ll‘*Ll*LQ
3 3 0 L,
0 1 1 L3 «— Lg+ 2Ly
0 % L1<—L1—|—L3
% 0 Ly
3 3 Ly
LG
I
2 2



. 11 =2 1 Ly
[A|B]~ | 0 1 -1 | =2 Lo
0 0 m-—1 -8 L3<—L3+3L1

Sim #£ 1, alors rgA:3:rg[A|§] (r=1r"=3),

1) r =" = 3, veut dire que le systéme est compatible

2) r =n =3, on a donc une solution unique
Sim=1,rgA=r=2, etr =rg[A|B] =3
3) r <1, le systéme est incompatible et S = @

Pour m # 1, cherchons cette solution unique et pour cela on rend la matrice
sous la forme reduite échelonné de Guass-Jordan

11 =2 17[ L 11 -2 1 Ly
[A|B] = 0 1 —1] =2 Ly |~ 01 —1| -2 Ly

1 -2 m | -1 ]| L3 | 00 1 | =% e

i 1 1 —2 1 1T L1 T [ 1 0 -1 3 L1 <—L1 —L2
s 01 —1] -2 Ly [~ |0 1 —1| -2 Ly

8 8

00 1| 2 || Ls | 00 1| =2 Ls

(10 -1 3 J[Ls] [10 0| 3+ Ly « Ly + L
o001 -1 =2 Ly |~ 0 1 0] -2+ %= Ly« Ly + L

_O 0 1 1—8m_ _L3_ _0 0 1 % L3

La solution est
8 8 8
= e — —2 ]"
S {3—’_1—m7 +1—m’1—m}’ m #
Exemple 17 Soit le systéme linéaire
2r—y+3z=1

(S) r+y—z=2
2042y —2z=4

B 2 -1 3 |1 L, 2 -1 3 1 L,
[A|B] = 1 1 -1]2 Ly |~|0 3 3|32 Ly Ly — 1Ly

| 2 2 2|4 ]| Ls 0 3 -5 3 Ly« L3 — 1L,
2 -1 3 | 11[ Ly 2 -1 3 L,

s 0 3 5|3 2Ly |~ | 0 3 =513 L,
0 3 5|3 ]| Ls 0 3 —-513 Ls
(2 -1 3 | 177 L

s 0 3 5|3 L,
L 0 0 0 0 i L3 HLg*LQ




r =rgA =2 = rg[A|B], mais n = 3, alors
1) r=1' =2, veut dire que le systéme est compatible
2) r =2 <3 =mn, on a donc une infinité de solutions.

on pose z =a € R, et on écrit x ety en fonction de a, en effet

2c —y+3z=1 x=—332“
<~

La solution est

3—2a 34 5a
Sz{ 5 3 4 a € R.
Lorsque, le systeéme admet une infinité de solutions. On fixe (n — 1) inconnues
et on résout les autres inconnues en fonctions de celles qui sont fivées. FEn
général en fixe les inconnues correspondant auz colonnes qui ne contiennent pas

de pivot.

11



