Chapitre 4 : Systemes d’équations linéaires.

4.1 Définitions.

Définition 4.1

AX=B....cceeeeeeeun(S)

Définition 4.2 On appelle solution du systéme (S) tout vecteur x = (X1, X2, ..., Xp) Vérifiant les
X1

n équations du systeme (S) c.a.d. AX=B ou X= x 2

Xp

Remarque. Soit r=rg(A) (le rang de A). Le rang du systeme (S) est le rang de sa matrice A, noté
rg(S). donc rg(S)=rg(A).

4.2 Systéme de Cramer (r = n = p)

Si r=n=p, c.a.d. A est matrice carrée inversible, le systeme (S) est dit systéme de Cramer, et admet
une solution unique X.

a) Solution utilisant la matrice inverse.

X1

X2

Soit le systeme AX=B.... (S), d’inconnue X= , avec det(A)= 0.

Xp

Alors, AX=B < X=AB,ou Al = ﬁmctest la matrice inverse de A.

Exemple 1.

st 2755 0 ey ) oG mnrs i,

Donc la solution Xz% (_32 1) (g) = %(155):@).



b) Solution en utilisants les formules de Cramer

Theoreme 4.1 Dans un systeme de Cramer la solution unique x = (X1, X2, ..., X5) ou les xi sont
donnée par les formules :

Exemple 2.

4.3 Casou A carréeetdet(A)=0(r<n=p)

Soit M la plus grande matrice carrée inversible extraite de A d’ordre r=rg(A). Alors on considere le
systeme (S’) qui est un systeme de Cramer:

MX=B’........ (S”)
X1 b’]_
X2 b,
Qui admet une seule solution X= : =M1B’ , avec B’= : , 0U les b'; sont en
Xr—1 b’r—l
X, b,

fonction des b; et X1, Xy42,..., Xy

- Sile vecteur x = (x1, X, ..., X,) Vérifie les n-r équations restantes alors (S) admet
une infinité de solutions .
- Sinon, le systeme (S) n’admet pas de solutions.



Exemple.

3 -1 2 x 3

(S) & AX=B, avec A=(2 2 1) X = (y) et B=(2>. det(A)=0, L;-L,=L3s donc rg(A)<3
1 -3 1 z 1

-1

2

3x—y=-2z+3..(1) ")

2x+2y=—2z+2..(2) "

rg(A)= 2 car les lignes L et L2 sont L.1.(libres) ou encore det(M):det(g ):8 non nul.

On résout le systéme suivant associé a la matrice M : {

Qui est un systeme de Cramer et admet comme solution : x = - g z+lety= % z. En remplacant x et y

N , . 5 3 oy Y
dans la troisieme équation on trouve : - 5 z+1- 5 z+z=1< 1=1 vérifiée , donc (S) admet une infinité
de solutions de la forme :

S={(-22+1,52,2) | z€IR},

4.4 Cas oU n#p

a)
- Soit une infinité de solutions.
- Soit une seule solution.

b) Si non, le systéme n’admet pas de solution.

Exemple 1.
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Exemple 2.

On a C4,=3C; et C3=-2C,, donc il n’y a pas de sous matrice de A d’ordre 3 inversible,

etona det(M)=det(_31 %):7 non nul. Donc r=rg(A)=2. On résout le systéme :

(S”) qui est un systéme de Cramer, on trouve

2z—-3t 1 3 2z-3t
— l4z—6t+2 21 _ _ —1=1 4z—-6t+2| — 9,_
X = det(r=7 27,y det()=7 27-3t+6/7

On remplace x, y dans la troisieme équation on trouve qu’elle n’est pas vérifiée, en effet :

Autres Exemples

Exemple 1. (Cramer)
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Exemple 2 (Exercice TD)

Soit le systeme :

(x+2y—32=4 (1)

ix+3y—z=11 . (2) )
2x +5y —5z=13..(3)
x+4y+z=18 ..(4)

1 2 -3

1 3 1 1 2 -3
Sa matrice A={ , ¢ :5 . Soit la matrice extraite M=<1 3 —1>

1 4 1 2 3 -5

det(M)=-1# 0. Donc r=rg(A)=3. On résout le systeme

x+2y—-3z=4 .1
x+3y—z=11 ..(2)

S qui est un systeme de Cramer
2x + 5y —5z=13..(3) )4 y

On trouve (X, y, z)=(4, 3, 2), on remplace dans I’equation (4) on trouve 18=18
verifiée. Don le systeme (S) admet une solution : S={(4, 3, 2)}
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