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Chapitre 1

Resolution des equations non
lineaires

Le probléme de claculer /2 est équivalent a trouver le zéro
positif de la fonction f(x) = z* — 2, i.e. a résoudre une équation non li-
néaire. Vérifiez que o = /2 est un point fixe de la fonction ¢ définie par

p(r) = —32° + o+ 5.
Montrer alors que pour z, € [1, 2], il existe uma constante K > 0 tel que
|z, —al < K" |xg — «f pour tout n > 0.

Quel est le comportement de la suite (z,,), quand n tend vers+oo. Aprés
combien d’approximations a-t-on la garantie d’approcher /2 avec une er-
reur de l'ordre de 10~1°.

Solution. Soit « le zéro positif de la fonction f définie par f(z) = 22 — 2.
Ona
ffR2)=-1x2=-1<0

et grace au théoreme de Bolzano, nous déduisons que « €]1, 2[. De 'autre
cété, il est facile de voir que

fla)=0 <«— ¢(a):—%+a+%:2_4°‘2+a:a,
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4 CHAPITRE 1. RESOLUTION DES EQUATIONS NON LINEAIRES

et donc « est un point fixe de ¢. La dérivée ¢ est donnée par ¢/(z) = 5~
et satisfait
0<¢'(x) <%  pourtoutz e [1,2],

ce qui implique que la fonction ¢ est croissante et que

#(1) =2 < g(z) < p(2) =3 pour tout z € [1,2].
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Vu que

oL2) =132 et max|d(@) < K=j<I

nous concluons pour z, € [1,2], la suite z,,,1 = ¢(z,) converge vers « et
satisfait 'estimation d’erreur suivante

v~ < (3)" I — o] < (3)"
Pour garantir une erreur de ¢ = 10719, il suffit d'imposer
3)'<e = n>-&

autrement dit n > 34.

Soient a,b,c € R tel que v* — 4ac > 0 et a > 0, et soient
aq > ay les racines de ax? + br + ¢ = 0.

(a) Vérifier que a; et a, sont des points fixes de ¢(x) = az? + (b + 1)z + c.
(b) Montrer que «; est un point fixe répulsif.



(c) Montrer que a, est un point fixe attractif si v* — 4ac < 4 et indifférent si
b* — 4ac = 4. Quel est I'odre de convergence de la méthode ?
Solution. (a) Soit o un zéro de I'équation. On a alors
ac’? +ba+c=0 <= al+(b+latc=a <<= ¢(a)=a,
ce qui montre que « est un point fixe ¢.
14 4+
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Exemple de point fixe répulsif : |¢/ ()| > 1

(b) Il est facile de voir que ¢'(a1) = 2aa; + b+ 1 = /b> — dac + 1, et donc
|¢'(an)| = [V0? — dac+ 1| = V2 —dac+ 1 > 1,

ce qui implique a4 est un point fixe répulsif.
(c) De maniére similaire, on a

¢ (az) = 2acs +b+1=—Vb? —dac+ 1

et

|0/ (a2)| = |— Vb2 — dac + 1].
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Par conséquent,

¢/ (m)] <1 <<= |-VPP—dac+1] <1l <= 0<VP?—4dac<?2

— 0<b —4dac<A4.

Ainsi, si 0 < b*> —4ac < 4, alors le point fixe o, est attractif, et pour z, choisi
dans le voisinage de «, la suite (z,.1 = ¢(z,)), converge vers a. Si

Plag) =0 <= —Vb—dac+1=0 <= b —dac=1

alors I'ordre de convergence de la méthode est 2. Dans le cas contraire,
la convergence est d’ordre 1.

0.8 T

—0.4 0.4 0.8

—0.4 +

Exemple de point fixe attractif : |¢'(ag)| > 1

Lobjectif est de calculer le zéro de la fonction f définie par
f(z) = 23 — 2 utilisant la méthode du point fixe x,,,1 = ¢(z,) suivante

Tns1 = (1 = §) + (@) (1 —w) + 5225 + 2w —1),  n=0

ouw € R.

(a) Pour quelles valeurs de w, le zéro de la fonction f est un point fixe pour
la méthode proposée ?



(b) Pour quelles valeurs de w, la méthode proposée est d’ordre 2 ?

(c) Existe-t-il une valeur w pour laquelle I'ordre de la méthode est plus
supérieur a 2?

Solution. (a) Soit o un zéro de f. Alors

o) =a(l—9)+*(1-w)+ 2% +2w—1)
=a+(l-w)(@®-2)—%(a—3

= Q.

Par conséquant, a est un point fixe de ¢ pour n'importe quelle valeur de
w € R.

(b) La méthode est d’ordre 2 si ¢'(«) = 0. Vu que

¢'(z) = (1 - %) +32%(1 —w) — 55,

il vient que
Pla)=0 <= 1-9+3*(1-w)—35=0
—= (1-9+3*(1-w)—¥=0
— Ba+1)(1-w)=0
= w=1

(c) Pour garantir un ordre de convergence égal a 3, il est nécessaire d’im-
poser les conditions ¢'(a) = ¢” («) = 0. De l'alinéa (b), nous savons w = 1
est l'unique valeur tel que ¢'(a) = 0. De l'autre c6té, il est facile de voir
que pour cette valeur, on a

¢"(x) = —31 #0.

Ainsi nous concluons que ¢”(«) # 0 et la méthode ne peut pas avoir un
ordre de convergence supeérieur a 2.

Soit f la fonction définie par f(z) = e* + Sz + 2 -1, 3> 0.

e

(a) Montrez que f(x) = 0 admet une solution unique a € [—1,0].
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(b) Montrez que si f(xy) > 0, alors la méthode de Newton converge et

Tnt+l1—Q 1

nl—l)r-{loo (1’7L—Ol)2 - 2(1"_6 eia) ’

Solution. (a) Vu que

FOF(1) = (=1 +5) (=3) <0,

grace au théoreme de Bolzano, nous déduisons qu’il existe o €] — 1, 0] tel
que f(«) = 0. De l'autre c6té, on a

flx)y=e"+5>0 pour tout = € [—1, 0],

ce qui implique que f est croissante et admet donc un zéro unique.

(b) Le dérivée seconde de f est donnée par f”(x) = e¢” > 0. Par consé-
qguent, la méthode de Newton converge pour tout z, tel que

f (o) f7 (o) >0 = f(zo0) >0,

et
Tptl1—Q f”(a) o e* _ 1

lim = 3o ig) — A

nlB Gn—a)? = Fla)

Soit f € C?([a,b]), et soit a une racine de f tel que f(a) =
f'la)=0etf"(a)#0.

(a) Vu que f peut s’écrire sous la forme
f(z) = (xr —a)*h(z) avec h(a) #0,
vérifier que la méthode de Newton pour I'approximation de « est d’ordre 1.

(b) Considérons la méthode Newton modifiée définie par

Tus1 = Tn = 2505

Vérifier que que cette méthode est d’ordre 2.



Solution. (a) La méthode de Newton peut-étre considérée comme une
méthode du point fixe avec

. 1@

f'(x)
Nous savons que si 0 < |¢'(a)| < 1, la méthode est d’ordre 1 et que si
¢' (o) = 0, alors la méthode est d’ordre 2. De simples calculs montrent que

f'@)? = f@)f" (@) _ fl@)f" ()

L [ FIE N (F)E

¢(r) =

ou

fl@) = (z—a)’h(z)

f(z) = (r—a)(2h(z) + (z — a)b(z))

[ (z) =2h(z) +4(z — )b (z) + (x — a)*h ()
Par conséquent

Sx) = f@) @ _ @—a)?h@)(2h(z)+4(z—a)h/ (2)+(z—0)?h" (z))
L (z2—a)2(2h(z)+(z—a)h/(z))?
_ h(@)(2h(@)+4(z—a)h! (z)+(z—a)?h” (z))
(2h(z)+(z—a)h/ (z))*

et ,
2(h(a
) = e = <1
Dans ce cas, la méthode Newton est donc d’ordre 1.

(b) Pour la méthode de Newton modifiée, nous avons

o(z) =z — 2,{/((?)7

ce qui implique que

)2 — Fz) £ ( ) (x
et

! _ f(@)f" ()
¢ (a)=—1+2 o
De l'autre c6té, d’aprés I'alinéa (a), nous avons

[ (@ _ 1
F@? 2
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Combinant ces deux identités, nous obtenons
¢(a)=—-1+2x3=0.

La méthode de Newton modifiée est donc d’ordre 2.

G

Considere la fonction f définie par f(z) = § —sinz + § —

et remarque qu’elle posseéde deux zéros dans l'intervalle -7, 7.

(a) Utilisant le graphe de f, expliquer pourquoi la méthode de la bissection
ne peut-étre utilisée que pour approcher une des racines. Aprés combien
d’itérations a-t-on la garantie d’approcher cette racine avec une tolérance
de l'ordre de 1071°. (Choisir un intervalle adéquat pour appliquer la mé-
thode).

(b) Ecrire la méthode de Newton pour f. Utilisant le graphique, déduire
'ordre de convergence pour les deux racines « et 3. (Choisir x, = = et
Tz = —35 comme itérations initiales.)

Solution. (a) Considérons f dans lintervalle [-7,7]. Le graphique de la
fonction montre deux zéros : un zéro positif « et un zéro négatif j.

La méthode de la bissection ne peut-étre appliquée pour approcher g car
la fonction f ne change pas de signe dans son voisinage. De l'autre coté,
le graphique montre que a € [a,b] avec a = 2 et b = 3 (et nous pouvons
veérifier que f(a)f(b) < 0) et donc, I'erreur correspondante a o satisfait
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’estimation suivante
n+1 n+2
7w —al < (1" (b-a) =3 ()",

Pour approcher « avec une tolérance ¢ = 1019, il est suffisant d'imposer
la condition suivante
3(L)"P<e — n> -G o go500..
2 = = T (2 : :
Par conséquent, pour n > 33, nous avons la garantie que l'erreur est de
I'ordre de 1071 et on obtient a ~ 2.2460.

(b) La méthode de Newton pour f s’écrit

xo donné

Tptl1 = Tp — =

28in xy—2x, cos mn—g—i-\/g
1 .
5 —CoSTn

1—2cosxn

Une fois que f/'(5) = 0, nous concluons que la convergence pour (3 est
d’ordre 1. De méme, vu que f’(a) # 0, nous concluons que la convergence
pour « est d’ordre 2. Choisissant z, = 7 et 13 = —4 comme points initiaux,
nous obtenons une convergence vers a =~ 2.2460 en 5 itérations et pour
B~ —1.0472 en 28 itérations. (Cf. travaux pratiques pour plus de détails et
pour I'application de la méthode de Newton modifiée au cas du zéro 3.)

Lobjectif est d’approcher le zéro de la fonction f définie par

flx) = a4 e cosa.
(a) Utiliser la méthode de Newton avec x, = 0 et avec une tolérance égale
a10-1°,

(b) Dessiner le graphe de f em ] — 1,1] et expliquer pourquoi la méthode
de Newton ne converge pas pour ce chgoix de .

(c) Utiliser 5 itérations de la méthode de la bissection appliquée a f dans
[—1, 1] et choisir z; comme point initial pour la méthode de Newton.

Solution. Comme on peut le voir sur le graphique, la méthode de Newton
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avec xy = 0 présente des oscillations et ne converge pas.

]

Pour garantir la convergence, on calcule 5 itérations utilisant la méthode
de la bissection, ce qui donne z; = —0.2656. Cette valeur est alors utilisée
comme itération initiale pour la méthode de Newton qui converge cette
fois-ci vers a = —0.2573 en 4 itérations. (Cf. travaux pratiques pour plus de

détails.)



Chapitre 2

Interpolation et approximation
polynémiale

Considére le tableau suivant relatif aux valeurs d’'une fonc-
tion f :
e |1 ]2]3 |
| f(zi) [05]1]35]

Soient P, @ et R les polynémes de degré 2 définis par

P(x) =x* — 2.5z + 2,
Q(z) =025(z —2)(x —3) — (z — 1)(x — 3) + 1.75(z — 1)(z — 2),
R(z) =05+05(x — 1)+ (z — 1)(z — 2).

Montrer que P, Q et R interpollent f aux points donnés. Quelle est la
relation entre ces polynémes ?

Solution. Il est facile de vérifier que

P(1)=05 P@2)=1,  P(3)=325,

ce qui implique que P est le polynéme d’interpolation de f aux points 1, 2,
3. De maniére similaire, on a

Q(1)=05 Q2 =1 Q@) =35
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et
R1) =05 R2) =1  R(3) =35

et donc, P et @ sont aussi des polyndmes d’interpolation de f aux points
considérés. Une fois que le polyndme d’interpolation est unique, nous dé-
duisons que

P=Q =R.

Comme on peut facilement le vérifier, les polynébmes @ et R sont, res-
pectivament, la forme de Lagrange et celle de Newton pour le polynéme
d’interpolation.

Soit 7, le polynédme d’interpolation de degré inférieur ou égal
a n d'une fonction f aux points zq, x1, ---, z,. Justifier que le polynéme
Q11 défini par

Qni1(z) = mp(z) + (IHl(ic;;og;(()igir_lx_lgz;).,(f&ii)l_mn) (f(ns1) = mn(Tp41)),

est le polyndbme d’interpolation de f aux points xg, z1, - - -, Zp, Tpy1-

Solution. Il est facile de voir que

Qnia1(z:) = mo(s) = f(2) i=0,1,---n,
Qni1(Tny1) = Tn(@ng1) + (f(Tns1) = Tn(Tng1)) = f(Tnta).

Par conséquent, @, .1 est le pblynome d’interpolation de f aux points x,
L1y sy Ty Tp4l-

Soit f la fonction définie par f(z) = sin(nrz), x € [-1, 1].
1) Déterminer I1,, le polynéme d’interpolation de f aux (n + 1) points équi-
distants zq, 1, --- ,x,, pourn =4, 5 et 8.
2) Dessiner, pour n = 4, 5 et 8, la fonction erreur |E, (z)| = | f(x) — IL,,(x)].
Commenter.
3) Dessiner, pour n = 4, 5 et 8, la fonction w,(z) = 7y [[Tizy(z — i)l
Comparer avec le résultat obtenu en 2).
4) Justifier de maniere rigoureuse que lim FE,(x) = 0, pour tout = €

n——+00
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~1,1].

Solution. Remarquez que les (n + 1) points équidistants dans [—1, 1] sont
donnés parz; = —1+2,i=0,1,---,n

1) Utilisant l'interpolation de Newton avec des différences divisées pour
n = 4, nous obtenons le tableau suivant

1] 0
—05 | —1| oy = 2
0] o] oSh=2] 5=
0.5 1 0%5_—00 =2 0.53_—20.5) =0 0.50—;(:) - _g
1 0 % =2 % =4 1—_(4—_0(.)5) — _g 0

Le polynédme d’interpolation correspondant est alors donné par
y(z) =0-2(z+1)+4(z+1)(z+0.5)—5(z +1)(z+ 0.5)z
+0(x + 1)(z + 0.5)x(z — 0.5)
=—2@x+1)+4x+1)(z+05) -z +1)(z+0.5)
=Sz +Dax(z—1)

Vu que les points d’interpolation sont équidistants, le polynéme 11, peut-
étre aussi obtenu en utilisant des différences finies au lieu des différences
divisées. Le tableau correspondant est le suivant :

“1] 0
05| —1|-1-0=-1
0 0j0o—(—D)=1|1—-(-1)=2
05| 1 1-0=1 1-1=0| 0—-2=-2
1] 0] 0—-1=-1]-1-1=-2|-2-0=-2]0

Le polynébme d’interpolation correspondant s’écrit
Ha(x) =0- 11(0 5 (@ +1) + ggp (e + (@ +0.5)
3'(0 5) s(z +1)(z +0.5)z + 4,(0 5y +(z+ 1)(z+0.5)z(x — 0.5)
=3z +Da(z—1)

Les polynémes d’interpolation de degré 5 et 8 peuvent étre obtenus d’'une
maniére similaire.
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2) Les figures (a), (b) et (¢) montrent les fonctions d’erreur (en module)
pour n = 4, 5 et 8. Nous notons une diminution de I'erreur quand le nombre
de points d’interpolation augmente. Nous notons aussi que l'erreur a
I'intérieur de l'intervalle est plus petit que I'erreur dans le voisinage des
extrémités.

0.5

—-1.0 —0.5 0 0.5 1.0

(a) Fonction d’erreur E4(x) = |sin(rz) — I4(x)|

0.05

—-1.0 —-0.5 0 0.5 1.0

(b) Fonction d’erreur E5(x) = |sin(rz) — II5(x)|

0.005 -

| | | | | | | \
1 1 I I I I 1 1

—-1.00 -0.75 -—-0.50 —0.25 0 0.25 0.50 0.75 1.00

(c) Fonction d’erreur Eg(z) = |sin(mz) — g (z)|
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(c) Dans les figures (d), (e) et (f) est représentée la fonction

n+1 n

wy () = m H(x — ;)

1=0

pour n = 4, 5 et 8. Nous notons que le comportement de cette fonction
est similaire a celui de la fonction d’erreur E,, et que le maximum décroit
quand n croit. Nous notons aussi que w,, > E,,.

0.5

(d) Fonction w,(z) = =} [T (z — )|

0.05 —+

—0.05 —\

(e) Fonction ws(x) = %—? |H?:0(x — x2)|

0.005 —+

| | 1 1 1 | | ]
1 1 I I I I 1 1

-1.00 -0.75 -0.50 —-0.25 0 0.25 0.50 0.75 1.00

(f) Fonction wg(z) = %y
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3) Ces observations sont prévisibles. Nous savons (cf. cours) que la fonc-
tion d’erreur E,,(z) = sin(nz) — II,,(z) satisfait

(n+1)
B, (z)] < maXge[—1,1] |f ()|
(n+1)!

n

H(x — ;)| .

1=0

Vu que [f+)(z)] = |(sin(rz)) "] < 771, nooous déduisons que

n n

T
|E,(z)] < ] g(x —2)| = wa(x).
De l'autre c6té, vu que les points sont équidistants, nous avons
n hn—i—l
—z)| <n!
H(x )| <n 1

ou h = 2. Par conséquent, nous obtenons

,n.n—l—l n+1

E < — .
|EL ()| < T 1) — 0 quand n — +o0

Considéere la fonction de Runge définie par

f(x):xQ—lﬂ, x € [—5,5].
1) Déterminer II,, le polynbme d’interpolation de f aux (n + 1) points
équidistants zq, 1, --- ,x,, avec n = 5 et 10. Dessiner la fonction d’erreur
|En(x)] = |f(x) — IL,(z)| correspondante. Commenter.

2) Déterminer 11, le polynbme d’interpolation de f aux (n + 1) points
de Chebyshev, avec n = 5 e 10. Dessiner la fonction d’erreur |E,(z)|
correspondante. Comparer avec I'aliéa précédente.

3) Déterminer 117, le polynéme linéaire par morceaux, qui interpolle f avec
5 et 10 sous-intervalles. Estimer I'erreur correspondante. Commenter.

Solution. 1) Soit II,, le polynédme d’interpolation de f aux (n + 1) points
équidistants ; = =5+ 1%, = 0,1,--- ,n. Utilisant la formule d'interpola-
tion de Newton avec des différences finies pour n = 5, nous obtenons le
tableau suivant
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T
S S -
S| &
1 T2
% 2 63 48
AR AR .
3|l —51—% 01 &
5 L -4 22 1481
26 65 65 65 65

Le polynébme d’interpolation est alors donné par

I5(z) =&+ a&(@+5)+2(x+1)(z+3)— Bz +5)(z+3)(z+1)
—l—%(m +5)(z+3)(z+1)(z—1).
Le polynéme d’interpolation de degré 10 peut-étre obtenu de maniere si-
milaire.

Les figures (g) et (k) montrent les fonctions d’erreur pour 5 e 10. Nous no-
tons les oscillations au voisinage des extrémités de l'intervalle. Ces oscil-
lations augmentent quand le nombre de points d’interpolation augmentent.

(9) Points équidistants- Fonction d’erreur E5(z) = ﬁ — 5 (x)

1.5

0.5 1

(h) PPoints équidistants- Fonction d’erreur E1g(z) = ﬁ — o (2)
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2) Pour remédier a ces perturbations, on considere les points de Cheby-
chev définis par

xi:—5cos(%), i=0,1,---,n.
Pour déterminer II,,, le polyndme d’interpolation de f aux points de Che-
bychev, et vu que ces points ne sont pas équidistants, on peut utiliser les

différences divisées de Newton. Pour n = 5, le tableau correspondant est
le suivant :

—5 | 0.038461538

—4.045084972

0.057594688

0.020036495

—1.545084972

0.295221465

0.095050711

0.021712319

1.545084972

0.295221465

0

—0.017003188

—0.005914765

4.045084972

0.057594688

—0.095050711

—0.017003188

0

0.000653920

5

0.038461538

—0.020036495

0.021712319

0.005914765

0.000653920

Comme on peut le voir dans les figures ci-dessous, les oscillations dispa-
raissent et 'erreur diminue quand le nombre de points de Chebychev croit.

Points de Chebychev- Fonction d’erreur Es(z) = |5z — s (x)
0.5 +
= } % % % % } =
—5 —4 -3 —2 —1 0 1 2 3 4 5
Points de Chebychev- Fonction d’erreur Eig(z) = |75z — Iio(x)
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3) Considérons les polynémes 117 linéairs par morceaux et qui interpollent
la fonction Runge dans [—5, 5] avec n sous-intervalles. Dans chaque sous-

intervalle [z;,7;,1], le polynéme d'interpolation 1% est de degré 1. Il est
facile de voir que

M (z) = f(a;) + P L0 (0 — ) @ € [, 20).

Tit1—T;
Pour n = 5, on a 5 sous-intervalles de méme longueur h = 2, et 5 poly-
némes associés. Substituant dans I'expression précédente, il vient que

H?(x) _ f(xo) + f(z1)—f(=o) (x _ xo)

r1—x0
= f(=5) + {229 (3 4 5)
=2z+ 2 Si x € [xg,21] =[5, —3]

De maniere similaire, on obtient

( 2+ 2 Si x € [xg, x1] = [-5, —3]
T+ Six € [x1,25] = [-3,—1]
I} (z) =4 1 Si x € [xg, 23] = [1,1]
—tz+ & Six € [x3,24] = [1, 3]
| &zt Six € [y, 25] = [3, 5]
1.0 +=

} % % % % % % % % %
-5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Interpolation par intervalle de la fonction de Runge par I1} avec h = 2
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Quand le nombre de sous-intervalles augmente, et que h diminue, I'ap-
proximation est meilleure. Si n = 10, on a 10 sous-intervalles de longueur

h = 1. Le polynéme d’interpolation est donné par

( % Si x € [xg, x1] = [-5, —4]
St siz € [71,12] = [—4, —3]
o iz € [z, 23] = [-3, -2
3%8 Six € [x3,14] = [-2,—1]
X IT” Six € [xy,25] = [—1,0]
1T} (z) ) .
= si x € [x5,x6] = [0, 1]
szgm six € [xg,27] = [1, 2]
&) siz € [z7, 28] = [2,3]
381;(?:” Si x € [xg, 19| = [3,4]
L 6242;” Siz e [l’g,l’lo] = [4,5]
1.0 *T*
0.5 4
L Il Il Il Il Il Il Il Il Il
[ T T T T T T T T T
—5 —4 —3 —2 —1 0 1 2 3 4 5

Interpolation par intervalles de la fonction de Runge par 11" avec h = 1
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Nous notons gu’il n'y a pas d’oscillations pres des extrémités de l'inter-
valle, contrairement au cas de l'interpolation globale (i.e. avec un poly-
néme d’interpolation défini sur tout l'intervalle).



