Chapitre 3
Suites et séries de fonctions

Les suites et les séries jouent un role essentiel en analyse mathématique, avec la notion de
convergence qui leur est étroitement liée. Plusieurs fonctions fondamentales sont obtenues
comme limite de suites de fonctions ou comme somme d’une série de fonctions. L’étude de
la continuité et de la dérivabilité de telles fonctions conduit nécessairement a la notion de

convergence uniforme (voir [7], [10 — 12]).

3.1 Suites de fonctions

Définition 3.1.1 Soit I C R un intervalle non vide et F(I,K) l’ensemble des applications
définies sur I a valeurs dans K, ou K est un corps réel ou compleze.

On appelle suite de fonctions sur I, toute application f telle que
[N — F(,K)
noo— f0)i= 1
(fa)nen est une suite d’éléments dans F(I,K) telle que
fo: I — K
3.1.1 Convergence simple d’une suite de fonctions

Définition 3.1.2 On dit que la suite de fonctions (f,)nen converge simplement ( en abrégé

C.S) vers f sur I si et seulement si

veel, lim f(r) = f(z).

Ceci se traduit par

Ve > 0,Vx € I, In(e,x) € N tel que n > n(e,x) = |fu(x) — f(x)| <e.
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Exemples:

a) Soit f, : R — R définie par

x> fulz) = . anwQ’ n € N.
- Pour = # 0,
S ) =1
- Pour x =0, f,(0) =0, donc
lim f,(0)=0

La suite (f,)nen converge simplement vers la fonction f définie par

) 1siz#0,
f(m){ 0siz=0.

b) Soit f, : R — R définie par
T —s folz) = nze ™ + .

Pour chaque z, on a lim f,(x) = x, donc (f,)nen converge simplement vers la
fonction f(x) =z, Vo € R.

3.1.2 Convergence uniforme d’une suite de fonctions

Définition 3.1.3 (Norme de convergence uniforme)

On appelle norme de convergence uniforme sur I l’application notée par ||.|| définie par:
Il : F(I,K) — R*
f — il = sup [ £(z)]
xe

Définition 3.1.4 (Convergence uniforme d’une suite de fonctions)
On dit que la suite de fonctions (f,)nen converge uniformément (en abrégé C.U) vers f

sur I et on note:
fo=f surl ou focdf surl,

st et seulement si

Ve > 0,3dn(e) € N indépendant de x € I, tel que

nzn(e) = |fn—fl<e
ou

n 2 n(e) = swfu(z) - f(2)] <e,

ou

n > n(e) =V € I, |fulz) — f(2)] < =.
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Exemples:

Etudions la convergence simple et uniforme de f,(x) = 2" sur I = [0, 1],
I =10,a], 0 <a < 1. En effet,

i) Sur I =[0,1], on a

O0si0<z<1,

n—-+o0o

lim fo(2) = f(z) = {

1six=1.

Calculons sup | f,(z) — f(z)|, on a
zel

e Si0<z<1 ona|f,(x)— f(x)] =|z"| = 2™, donc

sup |fu(w) = f(a)] = sup 2" = 1.

0<z<1 0<z<1

e Six=1,0ona
| fu(z) = f(2)] = 0.
Ainsi

sup | fn(z) = f(z)| =140 quand n — +o0.
zel

Par conséquent, f, ne converge pas uniformement vers f sur I = [0, 1].

On déduit que f, ne converge pas uniformement vers f méme si [ = [0, 1] car

lim || fu(z) = f(2)[| =1 #0.

n——+o00

ii) Si I =1[0,a], avec 0 <a < 1, on a

lim f,(z)= f(z) =0.

n—-+o0o

Donc

sup |fu(z) — f(z)| = sup 2" = a".
z€(0,a] z€[0,a]

Ainsi
Jim [ f = fll = 0.

Par conséquent, f, converge uniformement vers f sur I = [0, a] avec 0 < a < 1.

Proposition 3.1.1 Si la suite f,, converge uniformement vers f sur I, alors elle converge

simplement vers f sur I.
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3.1.3 Théorémes fondamentaux sur les suites de fonctions

1) Critére de Cauchy

Théoreme 3.1.1 La suite f, converge uniformement vers f sur I si et seulement si
Ve > 0,3n(e) € N tel que

nzn(e),m=ne) = [fo—fml <e

Preuve

Montrons I'implication directe. On a f,, converge uniformement vers f sur I, donc
Ve > 0,3n(e) € N, tel que n > n(e) = ||fn— | <e.

Soit m > n(e), On a
an_me = ‘|fn_f+f_me
< o= S+ 1 fm = [l
< $+5=¢
Prouvons l'implication réciproque, le fait que la suite f,, est de Cauchy, alors elle est

convergente. Posons

flx)= lim f,(z), Vxel.
C’est-a-dire, Ve > 0,3n(e) € N tel que
n > 77(5) = Vz e [> ‘fn(z) - f(l’)‘ <€,
= |fa—fll<e

2) Critéere de Continuité

Théoréme 3.1.2 Soit (f,), une suite qui converge uniformément vers f sur I et f,(x)

est continue au point x = xo, avec xo € 1. Alors, f(x) est continue au point x = x.

Preuve

Par hypothese, on a f,(x) est continue au point = = xg, donc

lim f,(x) = fu(zo),

n—-+o0o

c’est-a-dire,

Ve >0,3a >0, |z — 2] < a = |ful@) — fulzo)] < %

et on a (fy,), une suite qui converge uniformément vers f sur I, c’est-a-dire

Ve >0,3dn(e) €N, Vn >n(e) =V el, |f.(x) — f(x)] <

Wl M
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Montrons que f(x) continue au point x = xy. En effet, soit ¢ > 0, o > 0, tel que

[z =zl < = |f(z) = flwo)| = |f(z) — fulz) + ful®) — falz0) + falz0) — f(20)],
= [f(x) = f(@o)| < [fulz) = f(2)] + [fulz) = fulzo)| + [ falz0) — f(z0)l,
= |f(x) = flzo)l <5+ 5+75,
= |f(x) = flzo)| <¢

Corollaire 3.1.1 Soit (f,)n, une suite qui converge uniformément vers f sur I et f,(z)

continue sur I. Alors f(x) est continue sur I.

Remarque 3.1.1 Si les fonctions f,(x) sont continues sur I et f(z) n'est pas continue

sur I, alors f, ne converge pas uniformément vers f sur I.

Exemples:
1
Etudions la convergence uniforme de f,(x) = sur
1+nx
a)l = [0, 4o0].
b)I = [a,+oo[, avec a > 0.

c)I =]0, +o0.

Solution:

a) Sur I = [0, +o0[, on a

0siz#0,

n—+00 1siz=0

lim fu(z) = f(z) = {

f(z) n’est pas continue au point z = 0. Donc elle n’est pas continue sur [0, +00].
En plus, les fonctions f,(x) sont continues sur [0, 4+o00[. Ainsi, f, ne converge pas uni-
formément vers f sur [0, +ool.

b) Sur I = [a,+o0], avec a > 0. On a

Donc
1
su w(x) — flx)| =
s 1) = 1) = 5
Passant a la limite
1
lim =0

n—+oo 1 4+ an
Ainsi, f,, converge uniformément vers f sur [a, +o0l.

c¢) Sur I =|0,4o0[, on a
lim fo(z) = f(x) = 0.

n—-+00

Donc,

sup | fu() — f(z)] = sup —— =1/ 0.

>0 >0 1 +nx
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Par conséquent, f, ne converge pas uniformément vers f sur |0, +o00].

3) Critere d’intégration

Théoréme 3.1.3 Soit (f,)neny une suite de fonctions continues sur I = [a,b] C R telle
que fr, = f sur I. Alors

i) f est intégrable sur I.

B B
ii) Vo, p € 1, nl_i}rfm/fn(x)dx:/f(x)d:v

iii) Va € I, F,( /fn t)dt converge uniformément sur I vers F(x /f

Preuve
i) Par Hypothese, on a f,(x) est continue sur I et f, = f sur I, alors d’aprés le théoreme
3.1.2, f est continue sur I, donc f est intégrable sur 1.

ii) Soient o, f € I, on a

osyih@Mx—ff@mﬂzz]j(nu»—ﬂ@ym

Oé

/ua ~ f(@)lds

< /ggwn@»— f@)lda

a

IN

B8
< /wm—fwx
< B-a)lfa-1l

Or, lim | f, — f|| = 0.
B B
Donc, quand n — +00, on trouve /fn(x)dx - /f(m)dx — 0.

Ainsi,
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iii)

[Fn(x) = F(z)]| = sup|Fy(x) — F(2)]

xel
- sl [ df—/f g
< sup/]fn — f(t)|dt
< fa- f||Sup(ﬂ7—a)
< (b_a)an_fH'

Or, lim ||f, — f|]| =0, donc
n——+00
lim ||F, — F| =0.
n—-+0o

Remarque 3.1.2 La compacité de l'intervalle I est nécéssaire pour le théoréeme précédent.
Dans le cas contraire méme si les autres conditions sont vérifices le résultat n’est pas

toujours vrai.

Exemple:
Soit
x(n —x)

fn(x) = n3

0six>n.

si0<x<n,

La suite (f,)nen est continue sur I = [0, +oo[, et Vo € I, on a

. oy, o)
Jm fa(w) = lm === = f(z) = 0.
Cherchons le sup |f,(x) — f(x)], en effet
zel
/ n — 2z
fur) ="

D’aprés le tableau de variation de f,(x), on trouve

xz(n —x) 1
sup |fn(x) — f(z)| = sup ————— = —.
up o) = f)] = swp T =

Passant a la limite, quand n — 400, on a
[fo =l = 0.

Donc f,, converge uniformément sur I vers f = 0.

— 1
lim / fo(x)dr = lim / x(n—gx)dw =-.
n——+oo n—-+oo n 6

D’un coté



D’autre coté

Ainsi

lim / Folx)dz # / imfo(w)dz.

n——+o0
4) Critére de dérivation
Théoréme 3.1.4 Soit (f,)nen une suite de fonctions de classe C* sur I = [a,b] telle que
a) La suite (f,)nen converge uniformément sur I vers une fonction g.

b) Jzg € I, tel que nl—lgloo fn(zo) =1 avec 1 fini.

Alors

i) fn converge uniformément sur I vers la foncion f définie par

T

fla)=1+ /g(t)dt.

Zo

ii) f est de classe C' sur I et l'on a f=g.

Preuve
i) Posons G (x) / £t = fo(x) — fulwo) et Glz) = / g()dt.
On a h "
[fo = fII = sup | falz) — f(2)]
= ilél;lfn(x)—l—G(I)|
= sw | fu(z) — fa(xo) + fulzo) — 1 — G(2)]
= sup |Gr(2) = G(z) + falzo) —

IN

HGn - GH + |fn($0> - l‘

D’une part, le fait que f, = g sur I, alors d’aprés le théoreme 3.1.3, on a G,,(z) converge

uniformément sur [ vers GG, c¢’est-a-dire, quand n — +o00, on a
G, — G| — 0.

D’autre part, quand n — 400, on a par hypothese
| fa(@o) = 1] = 0.
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Donc
fn=2f, surl.
ii) On a

f@) =1+ [ gt = 1 (@) = gla).
o
Par hypothese, f, = g sur I et f, est continue, donc d’aprés le théoreme 3.1.2, on trouve

que g = f est continue. Ainsi, f est de classe C* sur I.

Remarques 3.1.1 1. Pour montrer qu’une suite (f,)nen converge uniformément vers

f sur I, en général le calcul du sup |f,(z) — f(z)| n'est pas toujours facile, alors il
zel

suffit de trouver une suite numérique (€,)nen qui converge vers 0 telle que

2. Si une suite ne converge pas uniformément vers f =0 sur I, il suffit de trouver une

suite (Tp)neny C I telle que fn(x,) ne converge pas vers 0.

Exemples:
sin nx

—(z+1)n P
1+ n2a?

Etudions la convergence uniforme de f,(z) = e sinz avec z > 0 et g,(x)
avec x € R.

i) Vo > 0, on a

lirf folz) = lir+n e~ @ gin g = 0.
n——+0o0 n—-+0oo
Donc

[ful@) = f(2)] = e @ |sing]

< et =ey,

quand n — +o00, on a &, = e~ " qui converge vers 0.

Ainsi,
fon= f, sur L.
ii) Vx € R, on a
: , sin na
Jm gn(w) = Tim 1== 55 =0

T
Soit x,, = o On @ (xn)n C R et quand n — 400, on a
n

T sin 5 1
TL'ITL =gpl—) = = 0
lan) = 0u(G) = Tl =

Ainsi,

fnB f=0, sur I.
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3.2 Séries de fonctions

3.2.1 Convergence simple d’une série de fonctions

Définition 3.2.1 Soit (f,)nen une suite de fonctions dans F(I1,K). On pose

1) =3 fula)

la somme partielle de rang n de la série an(x)

n

Si la suite (S, (z)), converge simplement vers sa somme S(x an , on dit que la

série an(x) converge simplement vers sa somme S(x).

Définition 3.2.2 Soit (f,)nen une suite de fonctions dans F(I,K). L’ensemble

D={xel tel que Z fn(x) converge},

s’appelle domaine de convergence de la série an(x)

Exemples:

cos nx (x (o +2)" 2)"
Déterminons le domaine de convergence des séries E et E
n>1 n>1

i) Ve € R, on a

COsSNT 1
fulw)] = |25 < =
1
Or, E — est une série convergente, donc 5 fn(z) converge absolument sur R. Ainsi, le
n>1 TL n>1
; cosnx
domaine de convergence de E 5 est
n>1
D =R.
.. (x +2)" . .
ii) On a f,(r) = ———, appliquons la régle de Cauchy, on trouve
n
T+ 2)" T
lim u = lim +1 ) ‘
n—-+oo n n——+oo nn
= |z+2|

- Si |z + 2| < 1, alors la série Z fn(z) converge absolument.
n>1

- Si |z + 2| > 1, alors la série Z fn(z) est divergente.
n>1

- Si |z + 2| = 1, on distingue deux cas
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1
e Soit z +2 =1, alors f,(z) = —, donc la série an(x) est divergente.
n

n>1
- _ _ (= .
e Soit x +2 = —1, alors f,(z) = , donc la série Z fn(x) est convergente.
n
n>1
2 n
Ainsi, le domaine de convergence de Z M est

n>1 n

D =1[-3,—1].

Lemme 3.2.1 La série Z fn(x) converge simplement vers S(x) si et seulement si

R,(x) = S(x) — S, () converge simplement vers 0.

3.2.2 Convergence uniforme d’une série de fonctions

Définition 3.2.3 On dit que la série an(x) converge uniformément vers sa somme
n
lorsque la suite (S,(x)), des sommes partielles converge uniformément vers sa somme
S(z).
Théoreme 3.2.1 La série an(x) converge uniformément sur I si et seulement si
n

Ve > 0,3n(e) € N tel que

n>n(e) = Ve el, [Sy(r) - S(@)| <e,

ou bien
n > n(e) = sup|Sy(r) — S(x)| <,
xel
ou bien
n > n(e) = sup | Ry(z)| <e,
xel
ou bien

n ) = |Rl <.

Corollaire 3.2.1 La série Z fn(x) converge uniformément sur I si et seulement si

R, =0 surl.

Théoréme 3.2.2 (Critére de Cauchy)

La série E fn(x) converge uniformément sur I si et seulement si

n

Ve > 0,3n(e) € N tel que



ou bien

pt+q
p=ne),q =) =sup| > fulz) <e,
zel k=p+1
ou bien
p+q
p=n(e)g=nE) =1 Y kil <e
k=p+1

Théoreme 3.2.3 Sila série Z fn(x) converge uniformément sur I, alors la série Z ful(z)

n n
converge simplement sur I. La réciproque est fausse.

3.2.3 Convergence normale d’une série de fonctions

Définition 3.2.4 On dit que la série Z fn(x) converge normalement sur I si et seulement

si Z | full converge sur I.
n

Exemples:
. sinnx e
Etudions la convergence normale de E ;> avec = € Roet E e " avec x > a > 0.
n
n>1 n>0
i) On a
sin nx 1
sup | fn(z)| = sup 5 ’ =—.
z€eR z€eR n n

1 . . .
Or, E — est une série de Riemann qui converge. Donc, E || fnl| converge.
n2
n>1 n>1
ii) Le fait que f,(z) = e "* est une suite décroissante, donc

[full = sup  [fu(2)] = ™™ = (e7*)".

z€la,+o00|

Or, Z(e‘“)” est une série géométrique de raison ¢ = ¢~* < 1 qui converge, donc Z | fal

n>0 n>0
converge.

Remarquons que si x > 0, on a
[fnll = sup [ fn(2)] = sup [e™*] = 1.
>0 >0

Donc, Z || || ne converge pas.
n>0

Théoréme 3.2.4 (Critére de Weierstrass)

Soit (fn)nen une suite de fonctions sur I et (vy), une suite numérique réelle telle que

e La série E v, est convergente.

n
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o Vx e [,VneN, |fu(x)] < v,

Alors, la série E fu(x) converge normalement.
n

Preuve
On a

[fall = sup [fu(@)] < va,
xel

avec E v, converge. D’aprés le critere de comparaison on a g || |l converge.

Exemple:

Montrons que la série de terme général f,,(z) =sina"ravec0 <a < letx € I = |o, ] CR

converge normalement. En effet,

| ful2)]| | sina" x|

a"|z|

a" sup(|al, |B])
Ka* =,

ININ TN

Or, E v, est une série géométrique convergente, donc E fn(z) converge normalement
n>0 n>0
sur 1.

Théoreme 3.2.5 Sila série Z fn(x) converge normalement sur I, alors la série Z fn(x)

n
converge uniformément sur 1.

Preuve

Soit € > 0, le fait que Z fn(x) converge normalement sur I, alors 3n(e) € N tel que

p+q
p>n(e),q=nle)= Y supl|fulz) <e,
k=p+1 *€1
Donc, Vx € I, on a
p+q pta
sup| Y ful@)| < D swpfule)] <e.
S —— k=p+1 €1

Ainsi, la série g fu(z) converge uniformément sur I.
n

3.2.4 Regles d’Abel uniformes

Théoréme 3.2.6 (Théoréme d’Abel)

Soient (fn(x))n et (gn(z)), deuzx suites de fonctions sur I telle que
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i) IM >0,¥neN, |[Sul < M, avec S,(x) =) fulx).

ii) La série Z |gnt1 — gnllest convergente et nl_lgloo [gnll = 0.

n

Alors la série Z fu(x)gn(z) converge uniformément sur I.

Preuve

En utilisant le critere de convergence uniforme de Cauchy, Soit € > 0, Vo € I, on a

p+q p+q

Y A@a)] = | Y (Su@) = Siae) (o)
- k?ﬁ;ﬂ ]
= | Y Si@a@ = Y Sa@an(@)
k=p+1 k=p+1
ptq p+g—1
= Z Sk(x)gr(z Z Sk(@) grev1( ’
k=p+1
= | X S@) (o) - ng(x)) + Spra(@)gpra(2) = S,(@)gpi1 (@)
vry
< Y ISi@19e(@) = g1 @)+ 1o (@) lgpg @] + @) g (@)
k=p+1
< M( Y llgel@) = gerr @I + lgprall + lgpiall).

Par I'hypothese (ii), on trouve

p+q

> fk(x)gk(l’)’ €

k=p+1

Donc, quand n — 400, on a
Sup‘ Z fi(@)gr(x ‘ — 0.

Alors, Z fn()gn(z) converge uniformément sur /.

Exemple:
e—n:v

Déterminons la nature de convergence de la série Z avec x > a > 0.

nt 1
On pose g, (z) = ——, donc, quand n — 400, on a

n+1
1
nl| = ——— — 07
loull = —
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En plus,

1 1
Z‘gnﬂ_gn - Z‘n+2_n—l—1

n>0 n>0

1
Or, Z — est une série de Riemann qui converge. Donc, la série E |gns1 — gn|| converge.
n>1 n>0
Prenons f,,(x) = e ™", calculons la somme partielle
9

Sp(z) = ie_kx
k=0

1 — 6—x(n+1)
B l—e®
Donc (nh1)
1 _ e—l' n
[Sull = sup ‘1—71’
z€la,+o0| —€
< = M,
- 1l—e@
e—n:v
avec M > 0. Ainsi d’aprés le théoreme d’Abel la série Z 1 converge uniformément
n
n>0

sur [a, +0o0.

Théoréme 3.2.7 Soient (f,(x))n et (gn(x))n deux suites de fonctions sur I telle que
i) 3IM > 0,Yn e N, ||S,]| < M, avec S,(x) = ka(x)
k=0

ii) Vo € I, (gn(x))n est monotone et g, = 0 sur I.

Alors la série Z fo(@)gn(x) converge uniformément sur I.

Exemple:

Etudions la nature de convergence de la série E —, avec |z| < R < 1, en effet
n>1

1

Posons g, (z) = —, cette suite est décroissante et elle converge uniformément vers 0 sur
n

I =[-R,R].
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Prenons f,(z) = 2", on a

Sl = |34

x_xn-i-l
- ’ 11—z
_ lel e
- El—x|
< — =M
- 1-R ’

avec M > 0. Ainsi d’aprés le théoreme 3.2.7 la série E — converge uniformément sur /.
n>1

3.2.5 Propriétés des séries de fonctions uniformément conver-

gentes

1) Critére de Continuité

Théoreme 3.2.8 Soit an(:p) une série de fonctions uniformément convergente vers

n
sa somme sur I et telle que Yn € N, f.(x) est continue en xoy € I, alors sa somme

S(x) = Z fn(x) est continue en x.
n=0

Corollaire 3.2.2 Soit Z fn(x) une suite de fonctions uniformément convergente vers sa

somme sur I et telle que¥n € N, f,(z) est continue sur I, alors sa somme S(z) = Z fn(x)
n=0

est continue sur I.
2) Critere d’intégration

Théoreme 3.2.9 Soit E fu(x) une série de fonctions continues qui converge uniformément

n
vers sa somme S sur I, alors

o S est intégrable sur I.
B
e La série de terme général u,, = /fn(t)dt est convergente et
(63
B

i /ﬁ fn(t)dt = /ﬁ if”(t)dt: / S(t)dt.

07
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o Si F,(x) = /fn(t)dt alors ZFn(frj) converge uniformément sur I vers sa somme

n
o

Z/fn(t)dt et l'on a
nszO

an@) = 2 / falt)dt = / gfn@)dt: / S(t)dt.

3) Critére de dérivation

Théoreme 3.2.10 Soit Z fn(x) une série de fonctions dérivables telles que

o Vn, f, est définie et continue sur 1.

Ve . / 3 7/ . 7/ 7/
e La série E fn(x) converge uniformément sur tout intervalle fermé borné de I.
n

e duxg € I, tel que la série an(xo) converge.

n

Alors

i) La série Z fn(x) converge uniformément sur tout intervalle fermé borné de I.

ii) S(z) = Z fn(z) est continuement dérivable sur I et l'on a
n=0

(S h) =3 fito)

Exemple:
l.n
Montrons que la série = — — 1 i-
q an(x) Z —, avec x € [-R,R], 0 < R < 1, converge uni
n>1 n>1
formément sur I et calculons sa somme. En effet
xn
On a ‘— < R" Vrxelet Z R™ est une série géométrique qui converge. Donc d’aprés le
n

n>1
n

théoreme de Weierstrass, la série g — converge normalement sur /. Ainsi elle converge
n>1
uniformément sur I.

Calculons sa somme, ¥n > 1, on a f,(z) = 2"~ ! qui est définie et continue sur I.

En plus, 5 2" ! est une série qui converge uniformément sur I.
n>1
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Donc, d’aprés le théoreme 3.2.10 on a

o - (£

Nous intégrons, on trouve

Le fait que S(0) = 0, alors
S(x) =—1In(1 — x).

3.3 Exercices résolus

Exercicel:

Etudier la nature de convergence de chaque suite de fonctions suivantes

1) fn(z)

= T e — 1) pour z € [ = [0, 1].

(n—1)z sizel0,i]
Dnlz) = { l—z sizeli1].
3) fu(z) = e cos 22, pour x > 0.
Solution:
1) Vx eI =10,1], on a
lim f,(z) =0= f(z).

n—-+o0o

Donc f, converge simplement vers 0. Cherchons le sup |f,(x)]|, en effet
zel

/ —2n3x + 2n?
o) = T (e = 2R

Etudions le signe de f, (), on a

/ 1
o fr)<0&ex>—,
n

/ 1
o fn(x)>0<:>x<ﬁ’
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D’aprés le tableau de variation de la fonction f,(z), nous trouvons que

sup | fu(z)| = 1.

zel

Donc f,, ne converge pas uniformément vers 0 sur /.

2) Appliquons le critére de continuité, montrons que f,(z) est continue sur I = [0, 1]. on a

1
lim fo(z) =1— -,
mff%f (z) "
1
lim f,(z)=1-—.
:E*)>l n

Donc Vn, f,(z) est continue sur I.

En plus

n—-+4o0o

f@) = Jim fn<x>={ N

Donc f n’est pas continue au point 0. D’aprés le théoreme 3.1.2, f,, ne converge pas uni-

formément vers 0 sur I.

3) On a

1
Soit x, = —, on a (), CJ0,400[ et quand n — +00, on a
n

1 1
Joltn) =€ tcos— — = 40,
n e

Ainsi, f,, ne converge pas uniformément vers 0 sur I.

Exercice2:
On considere la suite de fonction f, : [-1,1] — R, définie par
r— fo(z) = e " sinnx + V1 — x?, néeN.
1) Montrer que la suite de fonctions f, converge simplement sur I = [—1,1] vers une

fonction f, que I'on déterminera.

2) Montrer que f, converge uniformément vers f sur |w, 1],w étant une constante positive.
3) Montrer que f, ne converge pas uniformément vers f sur [0, 1].

Solution:

1) Pour chaque z fixé, quand n — 400, on a e sinnx — 0

(puisque | sinnzle " < e=™* pour x # 0 et f,(0) = 0), donc

V1 —2x2 pour z # 0,

0 pour x=0.

lim f.(z) = f(x) ={

n—-+0o0o
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2) Pour z € [w, 1], on a

|fu(z) = f(x)] = e |sinna|
< e—nx2
< 677“”2

Donc
2

sup | fn(x) — f(a)] = e,

z€[w,1]

Passant a la limite, quand n — 400, on a

[fn = fI = 0.

Ainsi, f,, converge uniformément vers f = /1 — 22 sur [ = |w, 1].

3) Supposons que l'on ait la convergence uniforme sur [0, 1]. Alors, on a aussi

Ve > 0,dn

—~

e)eN, tel quen >n(e) = |fu(z) — f(z)| <e.

- 1
En particulier, pour x = —, on a
n

f(5) — (5] = Fsin1 < e, i (o).
n n
Ceci etant impossible, on ne pourra donc avoir la convergence uniforme sur [0, 1].
Exercice3:
Déterminer le domaine de convergence D de chaque série

cosnx
D2 =

n>0

1
mE:Qfﬁi

n>1

3) )

n>1

DI

n>1
Solution:

2 2,1
2

R
siln — — tan —
n n

1) Nous avons

< — VzeR
n! n!

) COSNT 1

cosnx

1
Or la série Z — est convergente, donc Z
n

n>0 n>0

[ converge normalement sur R. Ainsi
n!

D =R.
1

2) On a fu(z) = o Le domaine de définition de cette suite est
z—n

Dy ={ze€Ctelque z #n, ne N} =C\ {n}.
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Maintenant, déterminons le domaine de convergence, on a

1 1 1

|fn(z)‘ = |z—n\2 = (a:—n)2+y2 ~ n2’

Donc la série Z fn(2) converge absolument sur Dy. Ainsi D = Dy.

n>1

3) On a f,(x) =

2 2.1
. X |z , . , . e
sin — — tan — |, étudions les développements limités de

n n

22 22 1z x
Tl M)
2 2 .6 6
fan — = — + — 4+ o(—
a n n  3nd +of 3)
Donc ; 6 1
—1xz 0|2
fulz) = B (ﬁ)
12°%3 |z
2n3 Qn%

est une série de Riemann qui converge Vx € R. Ainsi la série E ful(z)

O § : 3
n2 n>1

n>1
converge Vx eR. Dou D=R.
n‘(:c — 3)2n . IURN )
, nous appliquons le critere de d’Alembert pour = # 3, on

4) Ona fule) = — 57—

trouve
. fn-i—l(x) o : 2 1 " n

(- 3)2

= —e .

Nous distinguons trois cas

-3
e Si ( ) < 1, alors an converge pour x €|3

n>1

— Ve 3+ el

Si (w—37 > 1, alors an diverge pour z €] — 00,3 — v/e[U]3 + /e, +o0].

€ n>1
— 3)2 e /2
e Si (ZE—) =1, alors f,(z) = n il ~ TW (formule de Stirling).
nn n

Or, la série Z est divergente. Ainsi Z ful(z) diverge.

n>l n>1

Pour z = 3, on a f,(3) = 0. Donc la série Z Il
n>1
x) est D =|3 —+/e,3+ /e[

3) converge.

Le domaine de convergence de la série E Il
n>1
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Exercice4:
On considere la série de fonctions suivante

sin x n sin 2z T sin nx n
x24+1 22422 7 x24n2 7

Déterminer le domaine de convergence D et étudier la convergence uniforme sur D.

Solution:
Nous avons
sin nw 1
‘ﬁ’ > Vr € R.
e +n n
1 sin nx
Or, E — est une série de Riemann qui converge. D’ou la série g DR converge
n x2+n

n>1 n>1
normalement sur D = R et par suite cette série converge uniformément sur R.

Exerciceb:

On considere la série de fonctions de terme général
folz): R — R

nx nr +x
— ful(2)

T 140222 140222+ 22z + 22

1) Déterminer le domaine de convergence D.
2) Calculer la somme de la série.

3) Quelle est la nature de convergence de cette série sur D.

4) Déterminer la nature de convergence de cette série sur I =]0, +oo[ et I = [a, +oo[ avec
a > 0.

Solution:

1) La somme partielle S,,(z) de cette série est donnée par
Su() = Y fulw)
k;l
= D a(w) — appa(a)

k=1
= a1(x) — ans1(2)
B x (n+1)x
1422 1+ (n+1)222
(x) kx
avec ai (1) = ————.
k 1+ k222
Donc
lim S,(z) = ——, VxeR.
nj)IEOO (ZL’) 1+ 2 T e

Ainsi, le domaine de convergence de cette série est D = R.

2) La somme de cette série est

x
1+ 22

S(x) = fale) =
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Donc la série Z fn(x) converge simplement sur R.
n>1

3) Le reste R, (z) d’ordre n de la série Z fn(z) est donné par

n>1

(n+1)x

R,(x) = S(x) — Sp(x) = T (0 2

Déterminons le sup |R,,(x)|. on a
zeR

v (n+ 1[I = (n+1)%27]
By () = 1+ (n+1)22

D’aprés le tableau de variation de la fonction R, (x), nous trouvons

1
suﬂfg |R,(z)] = 5 40 quand n — 4o00.
Te

Donc
R, A0, surR.

Ainsi la série Z fn(x) ne converge pas uniformément sur R.
n>1
4) Pour z € I; =|0,4o00[, d’aprés le tableau de variation de R,(x), on trouve

1
sup |R,(z)| = 5 40 quand n — +o0.

zely

Donc la série Z fn(z) ne converge pas uniformément sur |0, +oo|.
n>1
Pour z € I = [a, +o0], quand n — 400, on a

(n+1)a
sup |R,(x)| =
;BGE’ ( )’ 1+(n+1)2a2

Donc la série E fn(x) converge uniformément sur [a, +oo[ avec a > 0.
n>1
Exercice6: On considere la série de fonctions de terme général

fu(z) = (sinz)*(cosz)".

1) Déterminer la somme et le domaine de convergence de cette série.

2) Montrer que I'on a convergence uniforme sur tout compact [a,b] inclu dans ]0, 71.

Solution:
1) La somme partielle S,, est donnée par

n

Sn(z) = Z(sinx)o‘(cosa:)i

i=0

= (sinz)*(1 + cosz + (cosx)? + ... + (cos z)")
1 _ n+1

= (sin x)a—(cos ?)

1—coszx
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avec x # 2km. Donc

1 _ n+1
lim S,(xr) = lim (sin x)O‘M
n—s—+o0o n—+o00 1—cosz
(sinz)”

1—cosz

Pour z = 2k7, on a
Sn(2km) = (n + 1)(sin 2km)* = 0.

Donc

lim S, (2k7) = 0.

n—-+oo
Ainsi (sin )
sinx)¢
—_— 2k
S(x) =49 l—cosx pour x 7 2k
0 pour x = 2kT.

Le domaine de convergence de cette série D = R.
2) Soit I = [0, g], le reste R, (x) d’ordre n de la série Z fa(z) est donné par

n>0

0 pour z =0
Ry(z) = S(z) — Su(z) = (sinz)*(cos z)"
1 —cosx

T
e |o, —]
pour X ] 2

Donc d’aprés les graphes des fonctions circulaires cosx et sinz, on a

L b)o
sup R,(z) < {sinb)®
v€[a,b] 1 —cosa

(cosa)"tt, Vx € [a,b] C ]O, a

Passant a la limite, on trouve

sin b)“
lim L(COS a)"t = 0.
n—+o0 1 — cosa
T
Ainsi, R,, converge uniformément vers 0 sur tout intervalle [a,b] C }O, E}

3.4 Exercices non résolus

Exercicel:

1) Montrer que la suite de fonctions f, : R — R, définie par

?sin - 4+ 1 pour z # 0,
fn:fon(x):{ ne

1 pour x =0,

converge uniformément vers f : z +— f(z) =1 sur tout compact de R.

2) A-t-on convergence uniforme sur R.
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Exercice2:

On considere la suite de fonctions f, : [-1, 1] — R, définie par
r = fo(x) =nre " +sin(z), nelN

1) Quel est le domaine de convergence D de la suite de fonctions (f,),?
2) Quelle est la nature de la convergence sur les intervalles I inclus dans D7
Exercice3:

On considere la suite de fonctions f, : [0,2] — R, définie par
x> fo(z) = n*2(1 — 2)" + arcsin(z — 1), n entier positif.

1) Quel est le domaine de convergence D de la suite de fonctions (f,,),?
2) Montrer que la suite (f,,), converge uniformément sur [, 2 — o (« constante positive)

vers sa fonction limite f.
1

3) Evaluer / [fn(x) — f(z)]dz et en déduire que 'on ne peut avoir convergence uniforme

0
sur [0, 1].

Exercice4:
On considere la série de fonctions de terme général f,,,

—TLl’2

fo : R=>R, fo(x) = (—-1)"

1) Déterminer le domaine de convergence D.
2) Montrer que la série converge uniformément sur D.
Exerciceb:

1) a) Quel est le domaine de définition D de la fonction

o e~ nT
A 1" ?
Jia nZ:O( ) n+1

b) Montrer que f est continue sur D.

2) ¢) Quel est le domaine de définition D; de la fonction

e e nx
g:a:»—>Z(—1) n2—|—1?
n=0

d) Montrer que g est de class C! sur D;.
Exercice6:

On considere la série de fonctions de terme général

f@ =" per)

nac
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1) Pour quelles valeurs de x cette série est-elle convergente; absolument convergente?
n o0

—1)* —1)*
2) Soit Sy, (z) = Z % et S(z) = Z % lorsque la série est convergente. Montrer

k=1 k=1
que l'on a
1
S,(x) — S(z)| < ———,
5,(0) = S| < 7
A - (—1)" : . .
et en déduire que la série Z ~——— converge uniformément sur [xg,+oo|[ (xy étant une

nl’
n>1
constante positive).

En déduire que S est continue sur |0, +oo|.
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