Equations différentielles d’ordre 2

a coefficients constants

Définitions.
e Les équations différentielles d’ordre 2 (du second ordre) a coefficients constants sont données par

la forme

ay" + by +cy = @(x) e e iei v ver e (Eg)

Avec ¢ (x) est une fonction continue et,b,c € R.

e L’équation différentielle homogene associée a I'équation (E) est sous la forme

ay" +by'+cy =0 .. (Ep)
e L’équation caractéristique associé a I’équation (Ey) est donnée par
ar? +br +¢ =0 . cve v ver v (E)
On note A = b? — 4ac le discriminant de cette équation.
Résolution de I'équation (Ep,) .
Nous avons trois cas :
1% cas. Si A > 0, 'équation (E.) posséde deux racines 13,7, € R (r; # 13). Les solutions sont
y(x) = kie™* + k,e™* aveckq, k, ER
28me cas, Si A = 0, I'équation (E.) posséde une racine 1y € R . Les solutions sont données par
y(x) = ke + k,xe™* = (ky + k,x)e™* aveckq, k, €R

3®me cas. Si A < 0, I'équation (E,) posséde deux racines complexes conjuguées r; = a + i, 7, = a — if.

Les solutions générales sont données par

y(x) = (k; cos(Bx) + k, sin(Bx))e*™ aveck,, k, € R

Résumé.
A A>0 A=0 A<O
Racines T2 ER (rp # 1y) rp ER n=a+if,r,=a—ip

Solution | y(x) = k;e™* + k,e™* | y(x) = (ky + k,x)e™* y(x) = (k; cos(Bx)
+ k, sin(Bx))e™*




Exemples.

1) Soit I'équation différentielle sans second membre : 2y" — 3y’ + y = 0. L’équation caractéristique

admet deux racines réellesr; = 1,71, = 2. Alors la solution est donnée par
y(x) = ke* + k,e?* avecky, k, €ER
2) Soit I'équation différentielle sans second membre : y" — 2y' + y = 0. L’équation caractéristique
admet une racine double 7, = 1. Alors la solution est donnée par
y(x) = (k; + kyx)e* aveck; k, ER

3) Soit I'équation différentielle sans second membre : y" — 2y" + 5y = 0 . L’équation caractéristique
admet deux racines complexes conjuguées r; = 1 + 2i,1, = 1 — 2i. Alors la solution est

y(x) = (k4 cos(2x) + k, sin(2x))e* aveck,, k, € R
Résolution de I'équation (Ey).
Théoréme.

Si y, est une solution particuliere de I'équation (E;) et yj est une solution de I'équation (E}) , alors les
solutions générales de (E) sont données par :
Yg=YptYn
Proposition1. Si le second membre de I'équation (E;) s’écrit: ¢@(x) = e**P(x) ol P est un polyndme et
a € C. Alors la solution particuliere est donnée par I'une des formes suivantes :
* ¥, =e“Q(x),sian’est pas une racine de I'équation (E).
e ¥, =xe™Q(x),sia estune racine simple de I'équation (E.).

oy, =x%e™Q(x), si a est une racine double de I'équation (E,).

ou Q est un polynome tel que deg(Q) = deg(P)
Exemple. Soit I'’équation différentielle suivante
y" — 5y + 6y = (x —3)e?*
L’équation caractéristique admet les racines r; = 3 et r, = 2. Donc la solution de I'’équation homogene est
y(x) = kie3* + k,e?* avecky, k, ER

Pour chercher une solution particuliere de I’équation avec second membre, on remarque que a = 2 est une

racine simple de I'’équation caractéristique. Donc on cherche la solution sous la forme :

Yp = xe?*Q(x)




ou Q est un polyndme tel que deg(Q) = deg(P) =1 (ici P(x) = x — 3). C'est-a-dire Q(x) =ax+b,
d’ou:

¥y = e**(ax?* + bx)
On dérive, on trouve

y'p=e*QRax*+2(a+b)x+b) , y"p=e* (4ax*+4Qa+Db)x+2(a+Db))

On remplace dans I'équation différentielle, on trouve

1 2
Alorsy, = e?*(—=x?+=x
Yo (=3 3 %)
Enfin, la solution générale de I'équation avec second membre est

1 2
Vg =Yp +yn=e** (—Exz + §x> + k,e3* + k,e?* aveck;, k, €ER

Proposition2.
Si le second membre de I'équation (Ey) s’écrit
@(x) = e®(P1(x) cos(Bx) + P,(x) sin(Bx))

ou P;, P, sont des polyndmes et «a, 8 € R. Alors la solution particuliére est donnée par I'une des formes

suivantes :

oy, =e™(Q1(x) cos(Bx) + Q,(x) sin(fx)) , sia + i n’est pas une racine de I'équation (E).

oy, =xe®(Q1(x) cos(Bx) + Q2(x) sin(Bx)) , si a + if est une racine de I'équation (E).
ou Q, @, sont des polynémes tel que

deg(Q1) = deg(Q;) = max{deg(P,),deg(P,)}

Méthode de variation des constantes.

On suppose que les constantes k, et k, sont des fonctions inconnues, et on cherche la solution générale

de I’équation (E) sous la forme :

y(x) = k()1 () + kzy2 (%)




Avec y; (x),y,(x) sont les fonctions données par I’équation homogeéne (E}). Dans ce cas nous avons le

systéme suivant
k' ()1 () + k'5y,(x) =0

o (x)

k' (0)y'1(x) + K5y (x) =

Exemple. Déterminer les solutions de I'équation différentielle ordinaire d’ordre 2

L’équation homogéne y" —y = 0 admet pour solution

Yn =kie ™ + k,e* avecky k, ER
On cherche la solution particuliére sous la forme y, = u(x)e™ + v(x)e*, telle que u et v sont des
fonctions a déterminer vérifiant :

ue X +ve*=0

—u'e™ + v'e* = =
eX +2
’ ! EB
Alors, on trouve : u'(x) = 2eriz) Y (x) = 2(e%+42)

En utilisant le changement de variable = e* , on aura

X

e 1
u(x) = dex = —Eln(e +2)

i L In(e* +2) — 2¢~*
v(x)—fm x—Z(—x+ n(e* +2) —2e™)

Finalement, la solution générale

e
4 2

*oe™\ xe
Vg = kie™* + kye* +1In(e” + 2)( )




