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Chapitre 3 : 

Equations différentielles d’ordre 2  

à coefficients constants 

Définitions. 

 Les équations différentielles d’ordre 2 (du second ordre) à coefficients constants sont données par 

la forme  

𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 𝜑(𝑥)…………………(𝑬𝒔) 

Avec 𝜑(𝑥) est une fonction continue et , 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ . 

 L’équation différentielle homogène associée à l’équation (𝐸) est sous la forme 

𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0…………………(𝑬𝒉) 

 L’équation caractéristique associé à l’équation (𝐸ℎ) est donnée par 

𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0…………………(𝑬𝒄) 

On note Δ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 le discriminant de cette équation. 

Résolution de l’équation (𝑬𝒉) . 

Nous avons trois cas : 

1er cas. Si Δ > 0, l’équation (𝑬𝒄) possède deux racines 𝑟1, 𝑟2 ∈ ℝ  (𝑟1 ≠ 𝑟2). Les solutions sont  

𝑦(𝑥) = 𝑘1𝑒
𝑟1𝑥 + 𝑘2𝑒

𝑟2𝑥    avec 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℝ 

2ème cas. Si Δ = 0, l’équation (𝑬𝒄) possède une racine 𝑟0 ∈ ℝ . Les solutions sont données par 

𝑦(𝑥) = 𝑘1𝑒
𝑟0𝑥 + 𝑘2𝑥𝑒

𝑟0𝑥 = (𝑘1 + 𝑘2𝑥)𝑒
𝑟0𝑥    avec 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℝ 

3ème cas. Si Δ < 0, l’équation (𝑬𝒄) possède deux racines complexes conjuguées 𝑟1 = 𝛼 + i𝛽, 𝑟2 = 𝛼 − i𝛽. 

Les solutions générales sont données par 

𝑦(𝑥) = (𝑘1 cos(𝛽𝑥) + 𝑘2 sin(𝛽𝑥))𝑒
𝛼𝑥    avec 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℝ 

Résumé. 

𝚫 Δ > 0 Δ = 0 Δ < 0 

Racines 𝑟1, 𝑟2 ∈ ℝ  (𝑟1 ≠ 𝑟2) 𝑟0 ∈ ℝ 𝑟1 = 𝛼 + i𝛽 , 𝑟2 = 𝛼 − i𝛽 

Solution 𝑦(𝑥) = 𝑘1𝑒
𝑟1𝑥 + 𝑘2𝑒

𝑟2𝑥 𝑦(𝑥) = (𝑘1 + 𝑘2𝑥)𝑒
𝑟0𝑥 𝑦(𝑥) = (𝑘1 cos(𝛽𝑥)

+ 𝑘2 sin(𝛽𝑥))𝑒
𝛼𝑥 
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Exemples.  

1) Soit l’équation différentielle sans second membre :  2𝑦" − 3𝑦′ + 𝑦 = 0 . L’équation caractéristique 

admet deux racines réelles 𝑟1 = 1 , 𝑟2 = 2 . Alors la solution est donnée par  

𝑦(𝑥) = 𝑘1𝑒
𝑥 + 𝑘2𝑒

2𝑥    avec 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℝ 

2) Soit l’équation différentielle sans second membre : 𝑦" − 2𝑦′ + 𝑦 = 0 . L’équation caractéristique 

admet une racine double 𝑟0 = 1 . Alors la solution est donnée par  

𝑦(𝑥) = (𝑘1 + 𝑘2𝑥)𝑒
𝑥    avec 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℝ 

3) Soit l’équation différentielle sans second membre : 𝑦" − 2𝑦′ + 5𝑦 = 0 . L’équation caractéristique 

admet deux racines complexes conjuguées 𝑟1 = 1 + 2i, 𝑟2 = 1 − 2i. Alors la solution est  

𝑦(𝑥) = (𝑘1 cos(2𝑥) + 𝑘2 sin(2𝑥))𝑒
𝑥    avec 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℝ 

Résolution de l’équation (𝑬𝒔).  

Théorème. 

Si 𝑦𝑝 est une solution particulière de l’équation (𝑬𝒔) et 𝑦ℎ est une solution de l’équation (𝑬𝒉) , alors les 

solutions générales de (𝑬𝒔)  sont données par :    

𝑦𝑔 = 𝑦𝑝 + 𝑦ℎ 

Proposition1. Si le second membre de l’équation (𝑬𝒔) s’écrit :  𝜑(𝑥) = 𝑒𝛼𝑥𝑃(𝑥)  où 𝑃 est un polynôme et  

𝛼 ∈ ℂ. Alors la solution particulière est donnée par l’une des formes suivantes : 

 𝑦𝑝 = 𝑒
𝛼𝑥𝑄(𝑥) , si 𝛼 n’est pas une racine de l’équation (𝑬𝒄). 

 𝑦𝑝 = 𝑥𝑒
𝛼𝑥𝑄(𝑥) , si 𝛼 est une racine simple de l’équation (𝑬𝒄). 

 𝑦𝑝 = 𝑥
2𝑒𝛼𝑥𝑄(𝑥) , si 𝛼 est une racine double de l’équation (𝑬𝒄). 

où 𝑄 est un polynôme tel que deg(𝑄) = deg(𝑃) 

Exemple. Soit l’équation différentielle suivante 

𝑦′′ −  5𝑦′ +  6𝑦 =  (𝑥 − 3) 𝑒2𝑥 

L’équation caractéristique admet les racines 𝑟1 = 3 et 𝑟2 = 2. Donc la solution de l’équation homogène est  

𝑦(𝑥) = 𝑘1𝑒
3𝑥 + 𝑘2𝑒

2𝑥    avec 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℝ 

Pour chercher une solution particulière de l’équation avec second membre, on remarque que  𝛼 = 2 est une 

racine simple de l’équation caractéristique. Donc on cherche la solution sous la forme :   

𝑦𝑝 = 𝑥𝑒2𝑥𝑄(𝑥) 
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où 𝑄  est un polynôme tel que deg(𝑄) = deg(𝑃) = 1   (ici 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 3). C’est-à-dire  𝑄(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 , 

d’où :    

𝑦𝑝 = 𝑒2𝑥(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥) 

On dérive, on trouve 

𝑦′𝑝 = 𝑒2𝑥(2𝑎𝑥2 + 2(𝑎 + 𝑏)𝑥 + 𝑏)       ,       𝑦"𝑝 = 𝑒2𝑥(4𝑎𝑥2 + 4(2𝑎 + 𝑏)𝑥 + 2(𝑎 + 𝑏)) 

On remplace dans l’équation différentielle, on trouve 

{
 
 

 
 𝑎 = −

1

2

𝑏 =
2

3

 

Alors 𝑦𝑝 = 𝑒
2𝑥(−

1

2
𝑥2 +

2

3
𝑥) 

Enfin, la solution générale de l’équation avec second membre est  

𝑦𝑔 = 𝑦𝑝 + 𝑦ℎ = 𝑒
2𝑥 (−

1

2
𝑥2 +

2

3
𝑥) + 𝑘1𝑒

3𝑥 + 𝑘2𝑒
2𝑥    avec 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℝ 

Proposition2. 

Si le second membre de l’équation (𝑬𝒔) s’écrit  

𝜑(𝑥) = 𝑒𝛼𝑥(𝑃1(𝑥) cos(𝛽𝑥) + 𝑃2(𝑥) sin(𝛽𝑥)) 

où 𝑃1, 𝑃2 sont des polynômes et  𝛼, 𝛽 ∈ ℝ. Alors la solution particulière est donnée par l’une des formes 

suivantes : 

 𝑦𝑝 = 𝑒
𝛼𝑥(𝑄1(𝑥) cos(𝛽𝑥) + 𝑄2(𝑥) sin(𝛽𝑥)) , si 𝛼 + i𝛽 n’est pas une racine de l’équation (𝑬𝒄). 

 𝑦𝑝 = 𝑥𝑒
𝛼𝑥(𝑄1(𝑥) cos(𝛽𝑥) + 𝑄2(𝑥) sin(𝛽𝑥)) , si 𝛼 + i𝛽 est une racine de l’équation (𝑬𝒄). 

où 𝑄1, 𝑄2 sont des polynômes tel que       

deg(𝑄1) = deg(𝑄2) = max{deg(𝑃1) , deg(𝑃2)} 

 

Méthode de variation des constantes. 

On suppose que les constantes 𝑘1 et 𝑘2 sont des fonctions inconnues, et on cherche la solution générale 

de l’équation (𝑬𝒔) sous la forme : 

𝑦(𝑥) = 𝑘1(𝑥)𝑦1(𝑥) + 𝑘2𝑦2(𝑥) 
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Avec 𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥) sont les fonctions données par l’équation homogène (𝑬𝒉). Dans ce cas nous avons le 

système suivant 

{

𝑘′1(𝑥)𝑦1(𝑥) + 𝑘′2𝑦2(𝑥) = 0

𝑘′1(𝑥)𝑦′1(𝑥) + 𝑘′2𝑦′2(𝑥) =
𝜑(𝑥)

𝑎

 

Exemple. Déterminer les solutions de l’équation différentielle ordinaire d’ordre 2 

𝑦" − 𝑦 =
1

𝑒𝑥 + 2
 

L’équation homogène 𝑦" − 𝑦 = 0  admet pour solution 

𝑦ℎ = 𝑘1𝑒
−𝑥 + 𝑘2𝑒

𝑥     avec 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℝ 

On cherche la solution particulière sous la forme 𝑦𝑝 = 𝑢(𝑥)𝑒−𝑥 + 𝑣(𝑥)𝑒𝑥 , telle que 𝑢 𝑒𝑡 𝑣  sont des 

fonctions à déterminer vérifiant :  

{

𝑢′𝑒−𝑥 + 𝑣′𝑒𝑥 = 0

−𝑢′𝑒−𝑥 + 𝑣′𝑒𝑥 =
1

𝑒𝑥 + 2

 

Alors, on trouve :  𝑢′(𝑥) =
𝑒𝑥

2(𝑒𝑥+2)
     ,    𝑣′(𝑥) =

𝑒−𝑥

2(𝑒𝑥+2)
  

En utilisant le changement de variable = 𝑒𝑥  , on aura  

𝑢(𝑥) = ∫
𝑒𝑥

2(𝑒𝑥 + 2)
d𝑥 = −

1

2
ln(𝑒𝑥 + 2) 

𝑣(𝑥) = ∫
𝑒−𝑥

2(𝑒𝑥 + 2)
d𝑥 =

1

4
(−𝑥 + ln(𝑒𝑥 + 2) − 2𝑒−𝑥) 

Finalement, la solution générale 

𝑦𝑔 = 𝑘1𝑒
−𝑥 + 𝑘2𝑒

𝑥 + ln(𝑒𝑥 + 2) (
𝑒𝑥

4
−
𝑒−𝑥

2
) −

𝑥𝑒𝑥

4
−
1

2
 

 


