F. BEKKOUCHE

Variables aléatoires

Définition : Une variable aléatoire x est une application de 'ensemble
fondamental a dans R, x:0 — R, telle que I'inverse de chaque intervalle
de r est un événement de q.

On distingue deux types de variables aléatoires :
1. Les variables aléatoires discretes
2. Les variables aléatoires continues
Variables aléatoires discrets

Une variable aléatoire est dite discrete si elle peut prendre un
nombre fini de valeurs isolées (exemple : valeurs entieres).

Exemple : En langant un dé a six faces numérotées et en observant la
face supérieure, I'ensemble fini des valeurs obtenues est : 1,2, 3, 4, 5,
6.

Loi de probabilité d’une variable aléatoire discrete

Soit x une variable aléatoire sur un ensemble fondamental a a
valeurs finies, c’est-a-dire x(Q) = {x;,x,, ..., x,}. Si 'on définit la probabilité
P(X = x;) = P, des valeurs x;. Cette probabilité r(x = x,) = P, est appelée la
distribution ou la loi de probabilité de x, que I'on donne
habituellement sous la forme du tableau suivant

Xi X1 X2 X3 Xn

P(X = x)) P(X =1x,) P(X = xy) P(X = x3) P(X = x)

La loi de probabilité satisfait les conditions

0<PX=x)<1€et YL, PX=x)=1



F. BEKKOUCHE

Exemple 1 : On jette une paire de dés bien équilibrés et on obtient
I'ensemble fondamental a dont les éléments sont les 36 couples
ordonnés des nombres allant de 1 a 6.
Q={(1,1),0,2),(13),(1,4),(1,5),(1,6),
(2,1),(2,2),(2,3),(24), (2,5),(2,6),
(3,1),(3,2),(3,3),(34), (3,5), (3,6),
(4,1), (4,2),(4,3),(44), (4,5), (4,6),
(5,1),(5,2),(5,3),(54), (5,5), (5,6),
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5), (6,6)}
On suppose que la v. a. x est le maximum de point (a,») de q, c’est-a-
dire X(a,b) = max(a, b), alors x sera définie par :
X(Q) ={1,2 )3
4 ,5
6 3.

PO =1 = pUALDY = o

POt = 2) = p(((1,2), @1, 22D = o
PO =3) =p(((1L3), 29, (3,1,3,2,3IP = 5
PO = ) = (L9, 20, 3, 4,1, (4.2), (43), (40P = 1

De la méme facon

p(X=5)== et px=6) ==

Cette information se résume dans le tableau suivant

X; 1 2 3 4 5 6

p(X = x;) 1 3 5 7 9 11

On suppose maintenant une autre variable aléatoire v, c’est la somme
de composantes des couples (a,b), c'est-a-dire v(a,b) = a + b, alors Y est
définie par

Y(Q) =1{2,34,5,6,7,8,9,10,11,12}.
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La distribution de v est donnée dans le tableau suivant

Vi 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 12
p(Y 1213415165141 3) 2 11
=) 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

Fonction de distribution et de répartition

1. Fonction de distribution
Cette fonction indique la loi de probabilité de la v. a. X. Elle est
représentée par un diagramme en batons.

Exemple 2 : Les diagrammes qui suivant, donnent une
description graphique des distributions des variables aléatoires

x ety de 'exemple précédent

11/36
10/36
0/36
B/36
7/36
6/30
5/36
4/36
330
2/36
1/36

= Xi)

p(X

o

2. Fonction de répartition

(Y =wi)

0/36
536
4/30
3136
2136
1/36

A,

01234567 82101112

La fonction de répartition donne la probabilité que la variable
aléatoire X prenne une valeur inférieure a x. La fonction de répartition
est définie par :

FO)=p(X <0 = ) plX =x).

XisSX

Remarque : La représentation graphique de la fonction de répartition
dans le cas discret prend la forme d’un diagramme en escaliers.
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F est monotone croissante et prend ses valeurs dans [o,1].

Exemple 3 : La fonction de répartition de la variable aléatoire x est
donnée par:

Fix) & )
_ 02 i

0.8 |

0.6 |

ﬂ_4_ —

0.2  ——

Courbe de la fonction de répartition de la v. a. X.
Espérance mathématique d’une variable aléatoire discrete

Définition : on appelle espérance mathématique d’une variable
aléatoire discrete x et on note E(x) la quantité :

E0) =) uP(X=x)
Exemple 4 : On reprend I'exemple 1.

« Lespérance mathématique de la variable aléatoire x est

+00

E(X) = Z %P(X = x;)
i=1

—11+23+35+47+59+611
736 36 36 36 36 36

=—=447
36

« Lespérance mathématique de la variable aléatoire v est
+00
E(Y) = Z 1}’iP(Y =)
i=

=2 1+32+43+54+76+85+94+10 3+11 2+12 !
- 736 36 36 36 36 36 36 36 36 36

252
=3¢ =
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Propriétés de £(x) : Désignons par X et Y deux
variables aléatoires définies sur Q, « et g deux constantes réelles.

1. E(@.X)=a.E(X),VaeR
2. E(a.X+B)=a.EX)+p, Va,B ER
3. EX+Y)=EX) +EQ)
4. E(@X+B.Y)=aEX)+BE(Y), Va,B € R.
Variance et écart type d’une variable aléatoire discrete

Définition: on appelle variance d’une variable aléatoire discréte X et I'on note
V(X) la quantité:

V(X) = ij(xi —EX))’P(X = x))

LU'écart type d'une v. a., que l'on note o(X) est la racine carrée de V(X)

a(X) = V(X).

Exemple 5 : Considérons les variables aléatoires x et Y de I'exemple 1, avec leurs
moyennes E(X) =447 etE(Y) =7.

e Lavariance de la variable aléatoire X est donnée par V(X) = E(X?) — (E(X))z,
avec
+00
E(X?) = Z x2P(X = x;)
i=1

1 3 5 7 9 11
=12 —+4+22.—+3%. —+42.—+52.—+ 6% —
36 * 36 * 36 * 36 * 36 * 36

Par conséquent V(X) = E(X?) — (E(X))” = 21,97 — (4,47)? = 1,99
et o(X) =v1,99 = 1,4.

e Lavariance de la variable aléatoire Y est donnée par V(Y) = E(Y?) — (E(Y))Z,
avec

E(Y?) = Zi:}’izp(y =)

= 22.i+ 32.i+ 42.i+ 52.i+ 72.£+ 82.i+ 92.i+ 102.i+ 112.£+ 122.i
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
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Par conséquent V(¥) = E(Y2) — (E(Y))” =548 — (7)2 =58 et o(X) = /5.8 = 2,4.

Propriétés de v(x) et (X): Désignons par X et Y
deux variables aléatoires définies sur Q, « et p deux constantes réelles.

1. V(a.X)=a?VX),Va eR

2. Lavariance d’une constante est nulle : V(¢) =0,va € R

3. V(a.X+p)=a’V(X), Va,f ER
d’ou

4, cX+a)=0(X), Va eR

5. o(a.X) = |alo(X),Va € R

Variables aléatoires continues

Une variable aléatoire est dite continue si elle peut prendre toutes valeurs
comprises dans un intervalle ]a, b].

Exemple 6 : Le poids d’'un enfant a la naissance est compris entre 2,7 kg et 5,6
kg.

Fonction de répartition
La fonction de répartition d’une variable continue X est définie par
Fx(x) = p(X < x).

La fonction Fy indique la probabilité que X soit strictement inférieure a tout x de
I'intervalle de définition.

Propriétés
1. Fyx est positive et: lim Fy (x) =0, lirp Fy (x) = 1.
X——00 X—+00

2. Silafonction Fy est continue et admet une dérivée, la variable aléatoire
est dite absolument continue.

3. Lareprésentation graphique de Fyx prend la forme d’une courbe
cumulative.

Densité de probabilité

Soit X une variable aléatoire dont 'ensemble de valeurs x(Q) est l'intervalle
[a, b].

Rappelons que par définition
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b
pa<X <bh) =f f(x)dx = F(b) — F(a).

La fonction f est la distribution (densité de probabilité) de la variable aléatoire
continue X. Cette fonction satisfait les conditions suivantes :

1L f(x)z0etF()=["_ f(Odt

2. fj:: f)dx =1

Espérance mathématique et variance d’une variable aléatoire
continue
Définition:
On appelle espérance mathématique d’une variable aléatoire continue X dont
la loi de probabilité f la quantité :

+00

E(X) =f xf (x)dx

Définition:
On appelle variance d’une variable aléatoire continue x dont la loi de
probabilité est f la quantité:

+00

V(x) = f (xi — ECO)f () dx

—00

Remarque: bien entendu, les propriétés énoncés dans le cas discret restent
applicable a la variable continue

Par définition, I'écart type est donné par (%) = ,/V(X)

Exemple 7 : Soit X une variable aléatoire ayant une densité de probabilité
(fonction de distribution) :

1
E(Z_X)' si0<x <2,
0, Si x €] — 00,0[U]2, +oo[

fG) =

1. La densité de probabilité vérifie :

f(x) =0,vx €[0,2] et fj;of(x)dx =1.

En effet

vx €[0,2],0ona0<f(x)<1etf(x)=0ailleurs:
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+o0 2
_[o f(x)dxzoff(x)dx

2
1
fz(z — x)dx
0
=1
2. Lafonction de répartition F est :

x 0, si x<0
1
Fy(x) = ff(t)dt= x-2xl s 0Sx<2
-® 1, si x> 2.



