lorsque $tA — oo, uniformément par rapport a s € [0,¢], d’ou

Gt)r—x = lim [Gy(t)s — x]

RA-—00

t
=, T /G)\(S)A,\Ll?ds

RA—0

0
1‘.
= / G(s)Axds,
0

quelque soient x € D(A) et ¢ > 0.

Soit B le générateur infinitésimal du Cy-semi groupe (G(t))i>o. Si z € D(A), alors

I

i
G(t)xr —x 1 f
lim e lim — / G(s)Azsd
t—0 t =0 1
0

= Az,

et nous avons « € D(B) et B, , = A.
D’autre part, nous avons l'inégalité suivante

IG(®)]] < Me®t, Wt > 0,

si A€ A, alors A € p(A) N p(B).

Soit z € D(B), on a donc (Al — B)z € E et comme (Al — A) est bijectif, il existe 2’ € D(A)
tel que (Af — A)z’ = (Al — B)z, puisque By, ,, = A, alors (\] — B)z' = (Al — B)z, comme
A € p(B) il en résulte que 2’ = z et par suite x € D(A), donc D(B) C D(A), finalement on voit
bien que D(B) = D(A) et A = B.

Nous avons donc démontrer que A est le générateur infinitésimal du Co-semi groupe (G(t))s>0,
et d’apres le Théoréme 7?7 on trouve que (G(t))i>o est U'unique Co-semi groupe engendré par
ANl

Exemple 0.9 (Le Laplacien dans R")
On considere X = L*(R™). Considérons l'opérateur A de domaine

D(A) = {u € L*(R"), Au € L*(R™)},

A est le générateur infinitésimal d'un Cy-semi groupe de contraction dans L*(R™). En effet, tout
d’abord, A est un opérateur fermé de domaine dense dans L*(R™) .
Montrons maintenant que Ag = {\ € C,RA > 0} C p(A) et qu’on a pour tout X € A,

1
1RO, Q) < g

Pour ce but, on doit démontrer que I'équation

(M= A)u = f,



admet une solution unique.
En utilisant la transformée de Fourier pour I’equation on obtient

(lyl* + N Fuly) = Ff(y),
de sorte que R\ > 0, et par conséquent

Ffly)
[yl? + RN+ 1SN

ce qui montre que, pour RA > 0, on a Fu € L*(R"), en effet,

Fuly) =

: Frwl®
w(y)|*dy = / | d
/]fu(y){ dy TZ+ T+ 1S0] Y

RP
o | Ff(y))?
5 / (0P + RA + (o0 Y
R"L

puisque R\ > 0, alors

' ; ' \ff( )\2

R~ Rn

donc

- 1 2
JiFuwba < s [1FrPa,

[Rn Rn

comme [ € L*(R"), alors d’apres le théoréeme de Plancherel F [ € L*(R™) et par suite Fu €
L*(R™), en utilisant une deuziéme fois le théoréme de Plancherel on en déduit que u € L*(R").
Puisque Au = Au + f on trouve que Au € L*(R") et donc Uexistence d’une solution unique
u € D(A) de I’équation

(M = A= f.
D’autre part,
[Full L2gen) < (“R)\)Hf/”l (Rn)5
alors ]
[ull L2rny < mllf“ﬂ(m),
d’ot ;
R(A A e )
par conséquent
1
PN R e
RO A< T

ce qui montre, d’apres le théoréeme de Hille-Yosida, que A est le générateur infinitésimal d’un
Co-semi groupe de contraction.



