L’approche semi-classique :
Approximation WKB

2.1 Etablissement de I’ansatz WKB
On considére une solution de I’équation de SCHRODINGER de la forme : (4 une dimension)
PU(x) = en@ (2)
Avec o(x) une fonction de la variable de position.

En Tinjectant dans I'équation de SCHRODINGER, on obtient donc I’équation différentielle
suivante pour o :
Ao — e+ E—V =0 (3)

2m

L’approximation WKB, du nom des physiciens Wentzel, Kramers et Brillouin est une réso-
lution approchée de cette équation. A la limite classique, la fonction d’onde oscille tras rapide-
ment, ce qui revient a faire tendre A vers 0. Dés lors, il est légitime de réécrire o sous la forme
d’une série de puissances de 7.

o =00+ 2oy + (£)202+ ... + (&)0, (1)

C’est le nombre de termes du développement qui va déterminer la précision de 'approxima-
tion. Traitons en premier lieu le cas o = o '. On réécrit 'équation (3)de la forme suivante :

h 1 fien L 4
zl—ng—ﬂaloz-f-E—V—O (d)
A la limite classique, on a % qui tend vers 0. On raméne donc I’équation précédente a ceci :

2:;n1—062+E'—V=0 (6)

On obtient donc une équation pour o} :

—

of = I/ 2m(E — V)
Et ainsi il en découle une équation pour oy :

oo == [\ 2m(E — V)dx = [ pda (8)

1. Ordre 0 de approximation
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On identiﬁe A /,'Zm(E — V) z‘t I'impulsion classique de la particule.

Il faut bien comprendre que cette expression n’a de sens que si 'on néglige le terme de
I'équation (5) en h et donc celui-ci doit vérifier :

21::7 op < w,,L”'(’)) (9)
";‘OL > h (10)
&Gl < 7 (11)
&)l <1 (12)

- On aldone &tabli-une condition quantitative pour la validité de I'approximation. Physique-
ment, elle traduit le fait que Ja longueur d’onde de 1a fonction d’onde doit trés peu varier sur des
distances équivalentes.a elle-meme L2 appronmatlon sera donc Vahde seulement pour certaines
mmphologxes du potentlel Rog'udom A présent: lf"rcpre‘sslon ‘dé1a fonction d’onde a ordre 1
as L‘LIIt cette fois-ci :

4O 0UY GUe 5 Vo pichige e teime

(15)

En insérant cette expression dans I'équation (3), et en négligeant cette fois-ci les termes
d’ordres supérieurs (hz), il vient :

"(—Q+ 001) 00 +E-V=0 (14)

Zm

Puisque I'on connait déja les solutiofis dé '(6), I'équation se raméne & :

oy = ln(p) + cte (17)

1l vient donc finalement que la fonction d’onde W(z) peut étre réécrite de la maniére qui
suit;: i

e

T(x) = %ei%fp“f (18)

Awec ¢; une constante de normalisation
e Vageniat .

On remarque mamtenant que la phasga est affublee d’un coefficient en ﬁ. Il est intéressant
de constater que si 'on prend le module carré PU(w)|? de la fonction?, celui-ci est en ['—) On
retrouve alors un résultat de la physique statistique o la probabilité de trouver la particnle en
un élément de-distance dx est proportionnel a inverse de sa. vitesse.

Dans les régions. de I’espace classiquement.interdites (E < V), la fonction p est imaginaire
pure, et on.a donc une-exponentielle réelle : [1]

U(z) = gpetnllirkts (19)

2. Probabilité de présence de la particule entre @ et o + dr
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2.2 Meéthode. WKB de la phase statlonnaue

La for ¥e tion d’ende g(melahse douc le mouvement, hble, d'une partl( ule Elle n’est cependant
pas satisfisante aux points de rebroussement g et~y ot p = 0 et ot done la fonction d’onde
diverge. MASLOV, un physicien russe du X X" siécle contourna ce probléme en remarquant

qu ‘on p(m\mt le\u la smguldnt(' en ef[ortuant le raccordement de la fonction d'onde dans

(20)

Ou \I/(p) 7cpresente la transformée de Fourier de \IJ( )

; U ()= J(”*”‘I’ 1))tlp ﬁ . (21)
Le prd)lemp X 51 e B " P ement. cal I{erwb expressions 1mais
puisdue Ta fort MIE’)’E&L’EE éﬁ(\- emé, on péut cependant

obtenir une mtlmatlon On a((()mpllt celaal’ ald(* de la méthode de la phase stationnaire. Fn
effet. lorsque on a une 111!«-glrnlv du type :

(22)

\vm s un parametre réel trés gland (daus noi re ¢ as ;.8 = —) la phase de la fonction oscille
tros rapidement. Les contributions notables pour I'intégrale sont donc prés des points . ol
Do) =0 (qm QL _wuudtut aux (‘ll(ll()ll'a ol la phaw oscille moins mpldvm(‘ut) On peut
donc efféetuier GV

: ¥ Ra,f Mﬁ/}ew(‘?.ﬁ%slﬁ‘@ (:m)o +2), 4‘1‘/ 3 (23)
45 %
Avec 8.9/ (rp) = 0 T rne Jm ) (‘# () +4 ‘4’ ('M‘,\J-)l 0_‘ 3.

fde g, Vamplitnde A(r) vatie Jenitément au regard de I'exponentielle.
gnr) Har A(:I:q) et ainsi l(! so;tir le Iintégrale précédente. Celle-ci devient
i i ‘ﬁ £ Shpbigd ' : Wil !y/;'f- il = 3
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