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Chapitre 1

Arithmeétique des ordinateurs et analyse d’erreurs

Exemple On cherche a évaluer de maniere numeérique I’exponentielle Z =
exp(x).

Trouver Zapprochant numériquement Z.

X
VxeR esp(x)= Zk‘
Sur machine le calcul est limité, on en est réduit a déterminer
_ P .X'k
/L =Y—
k=0 k'

Implique pour le calcul de I’exponentielle, on commet donc une erreur.
Erreurs relatives aux données d’entrée

*Erreur de mesure générée par la différence entre la valeur exacte x et la
valeur mesuréeX. Elle vaut

AX =X - X

*Erreur d’arrondi généree par la différence entre la valeur exacte x et la
valeur arrondie x *. Elle vaut

Ax=x-x*
Exemple :
X= 100 ~15.24490172374
6.55957
on arrondie vers la borne inf
X =15.24

AX =4.901723741038 x 10"

Erreurs résultantes d’un calcul

*Erreur de troncature

Exemple : dans le calcul numérique de [’exponentielle, [’erreur de
froncature vaut

* Erreur d’arrondi dans les étapes d’un calcul (algorithme, programme)

T=72-Z=5"



Université de Jijel /Dép Physsique Analyse Numérique Fezani Mostefa

Exemple : on veut calculer avec une calculatrice la somme entre

X1 =6.2317 x 10" x,=2.179 x 10°

La valeur exacte du calcul est x = 6.23172179 x 107 et la valeur calculée
estx *=6.2317 x 10’

Ici la machine a utilisée un programme implémenté sur machine
Evaluation d’erreur (Notions de base)

Soit X est une quantité calculée et X* la valeur calculée, alors :
1- Erreur absolue
X — X* est I’erreur et AX=|X-X*| est I’erreur absolue.

Exemple :
S1 X =2.224 et X* =2.223 alors |’erreur absolue
|E|=X - X*|=2.224 —2.223 =0.001

2-Erreur relative

E=

est I'erreur relative,

X #0.X estune valeur de référence

pour X. En généralon prend X = X.

Exemple
_ 2.224-2.223 _ 0.001 _4.496X 10"
2.224 2.224

Cependant si X =f(t) avec a <t< b, on choisie parfois une valeur de
référence globale pour tous les valeurs de t.

Exemple

S1 X=sin(t) avec 0<t<n/2, on pourra prendre

V2  supsin (t)

- — = T

Ar 2 0<t<< Z

En géneral, on ne connait pas le signe de ’erreur de sorte que 1’on
consideére les erreurs absolues et les erreurs relatives absolues.



Université de Jijel /Dép Physsique Analyse Numérique Fezani Mostefa

Stockage des nombres sur ordinateur

-Les nombres sont stockés dans un ordinateur comme ENTIERS (court et
long) ou REELS (simple et double).

-On utilise le mot (2 octets ou 32 bits) pour représenter ces nombres.

-un bit prenant la valeur 0 ou 1.

231 230 23 22 21 20

010(0]0(f++« «--]0]0]11]071110

Représentation en base 2 d’un nombre entier.
Représentation d’un entier sur un mot

En valeur positif strict entre 0 et 2'°-1 =

[0, 65536],

ou bien pour les valeurs positif et négatif entre
[-32768, 32767]

Représentation d’un entier sur deux mot
En valeur positif strict entre 0 et 2°*-1 =

[0, 4294 367 296],

ou bien pour les valeurs positif et négatif entre
[-2147483648, 2147483647]

Théoréme :

Soit E un entier strictement supérieur a 1. Tout nombre réel a non nul

peut se representer sous la forme

Zk =sgn(a)E'xb =+E" xb

k

ou sgn(a) € {+,-}est le signe de a, les d; sont des entiers tels que 0 < d <
E-1et0<d,<E-1pourk=>2, etnel.

E est la base du systéme numérique

Exemple (base E=10) les dy sont:0,1,2,3....,8,9

0.0038 =+0.38.10" _+10( +7)
10 10

12.153 =+0.12153.10° —+10( ————— )
10 10° 10 10 10"

l:+O,1422857... =+10" (—+i 2 i+i+l+...)
7 10 100 10° 10" 10
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Notons que le développement décimal d’un nombre rationnel est
périodique (ici, 1 /7 = 0.142857 142857 142857...).

—J2=-1,4142... :-10*(i+i+i+i+i
10 100 100 10° 10

+...)

+...)

7=314159.. =410 (4 T4 L 0, 9
010 10 10 10

» Historiquement,

E= 10 car nous avons 10 doigts !
* Ordinateurs :

E =2 (numération binaire),

E= 8 (numération octale),

Ou encore E = 16 (numération hexadécimale)

Pratiquement on partitionne le mot en deux parties, I’une contenant n et
I’autre contenant b. (Le premier bit a gauche indique le signe).

~"

n b=>d,/E
Quelle que soit la taille du mot on ne disposera donc que d’un nombre
limité de bits pour représenter les entiers b et n.

0 a $2=2-1

Soit P le nombre de bits disponibles pour coder la mantisse. En base 2,
on peu alors coder les entiers allant de
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Exemple P=3
ololok=(Q [l1T1iT1kE224+9214+99=93_1=7

l:+O,1422857... :+10"(L+—+—+—+—+f+...)
7 100 10 100 10° 10" 10

Pour une représentation réel simple sur 4 mots, on divise par 2
Deux mots pour présenter b=) dk/Ek d’ou

$2 =2"~1=65536 +0,1422857

La mantisse 1422857>65536 donc il faut tronquer 57 et arrondir le chiffre
0.1422857 vers 0.14229.

Donc la mantisse devient 14229 <65536 donc on peut la codifier sur 16
bits de la fagcon suivante:

32 bits
A
-~ N
[+10]ofofofofofo]o[o[of[ofofofofofofoft1]t1]oftft[t][1]ofo1][O0f[1][O]1]
n=0 b]b7b2b4b5:14229

Format binaire a virgule flottante 32 bits IEEE

Bit de signe

Exposant Partie fractionnaire de la mantisse

8 bits 23 bits

Utilisé pour le type "float” (simple précision)

v" 1 bit pour le signe,
v' 8 bits pour I’exposant n
2%.1=255 présenter enbase 2 | 1|11 [1|1[1]1]1
v’ et 23 pour la mantisse b.
L’exposant n est décalé¢ a 127 pour représenter les exposants positifs et
négatifs (-126 a 127).
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Exemple:
supposons la représentation suivante:

Y RS
signe mantisse
exposant

FLI0L:1 = -10.0101 =1

La valeur d'un nombre est donnée par l'expression:

Exemple du calcul inverse : traduire en binaire le nombre
78,347décimal
Partie enticre : 78

Nous opérons une suite de divisions par 2 et retenons les divers restes.
Ces restes sont repris a l'envers

78 | 2
0 |39]2
119 |2
1(9 |2
1 (4 |2
0 [2 |2
0 [1

Résultat: 1001110

Partie fractionnaire binaire du nombre 0,347
Voici comment on peut procéder pour calculer la partie fractionnaire du
nombre binaire correspondant a 0,347
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0,347 .2 = 0,694 < 1je pose 0: 0,347 = 0,0...

0,694.2 = 1,388 > 1je pose 1:0,347 = 0,01...

0,388 .2 = 0,766 < 1 je pose 0: 0,347 = 0,010...

0,766 .2 = 1,552 > 1 je pose 1: 0,347 = 0,0101...
0,552.2 = 1,104 > 1je pose 1:0,347 = 0,01011...
0,104.2 = 0,208 < 1 je pose 0: 0,347 = 0,010110...
0,208 .2 = 0,416 < 1 je pose 0:0,347 = 0,0101100...
0,416 .2 = 0,832 < 1 je pose 0: 0,347 = 0,01011000...
0,832.2 = 1,664 > 1 je pose 1:0,347 = 0,010110001...
0,664.2 = 1,328 > 1 je pose 1:0,347 = 0,0101100011...

Résultat final
78,347 (écrit ici sous forme décimale)
est égal 2 1001110,0101100011 écrit en binaire.

Exemple avec un réel positif coder 525,5 en simple précision
Sa représentation en base 2 est : La représentation du nombre 525,5 en
1000001101,1 binaire avec la norme IEEE 754

en normalisant, on trouve :

10000011011 x 2° 0 1000 1000 00000110110000000000000

en regroupant les quartets :

ajout de 127 a I'exposant qui vaut 9 ce
1 1 11011
gui donne 136, soit en base 2 : 100010000 000100 0000 0011 0110 0000 0000 0000

La mantisse est composée de la partie c.odée sur 23,bits, il est nécessaire
décimale de 525,5 en base 2 normalisée, d'ajouter des zéros pour la compléter :
c'est-3-dire 0000011011 00000110110000000000000
Exemple avec un réel négatif coder -0,625 en simple précision
sa représentation en base 2 est : La représentation du nombre -0,625 en
0,101 binaire avec la norme IEEE

en normalisant, on trouve :

1 101111110 01000000000000000000000
1,01x2

en regroupant les quartets :

ajout de 127 a I'exposant qui vaut -1 ce
10111111 0010 0000 0000 0000 0000 0000

qui donne 126, soit en base 2: 01111110

La mantisse sur 23 bits est
01000000000000000000000
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Exercices :
1-Convertir le nombre décimal 8.625 en virgule flottante suivant la

norme [EEE 754.

2-Quelle est la valeur, en décimal, des mantisses suivantes ? (en simple
précision) m1 = (1)10101101011111110010100,,

m2 = (1)10000000000000000000000,,)

3-Verifier I’égalite entre (9; 90625)10 et (1001; 11101)2

4-Coder -0.375 =? En réel simple.

4- Faire le passage en binaire dun nombre réel en base 10:
0.3=7?

0.3x2 =|0.6
0.6x2 =[1].2
0.2x2 =|0.4
0.4x2 =|[0.8
0.8x2 =|1.6
0.6x2 =|1.2

0.3 = 0.01001[1001]

¢ Le rang des nombres couverts en précision simple est:

negative underflow positive underflow
negative overflow / positive overflow
AL B . A
e Rl ~—~ ~
| I 1 | |
I | | | I
- (2-2-23) x2128 -2-127 g 2-127 (2-2-23) x2128

¢ Il y a toujours un compromis entre le rang et la précision: si on
augmente le nombre de bits de 1'exposant, on étend le rang de
nombres couverts. Mais, comme il y a toujours un nombre fixe de
nombres que I'on peut représenter, la précision diminue. La seule

9
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facon d'augmenter le rang et la précision est d'augmenter le nombre
total de bits du format.

Les nombres spéciaux

Les nombres speciaux +Inf, -Inf et NaN définis par R font eux aussi
partie de la norme IEEE 754. Tous les logiciels de calcul numérique qui
se conforment a cette norme les reconnaissent  aussi.
La valeur +Inf correspond a un nombre en virgule flottante dont le bit de
signe vaut 0, dont les bits d’exposant décal¢ valent tous 1 et dont la
mantisse est nulle. La valeur -Inf n’en différe que par le bit de signe qui
vaut 1. La table suivante donne les représentations en simple précision :

Valeur Représentation
+Inf | 011111111 00000000000000000000000
-Inf 111111111 00000000000000000000000

La valeur NaN n’est pas représentée de maniere unique : tous les nombres
ayant les bits d’exposant ¢gaux a 1 et les bits de mantisse quelconques
mais non tous nuls sont considérés comme des valeurs NaN. Chaque
application est libre d’exploiter ces différentes possibilités. Du point de
vue de 'utilisateur de R, il n’y a qu’une seule valeur NaN et on n’a pas ‘a
connaitre la manicre dont elle est
implémentée en interne.
Enfin, la norme permet, en principe, de distinguer deux valeurs
différentes de zéro : 0. Tous les bits sont nuls sauf celui de signe qui
peut valoirOou 1 :

Valeur Représentation
+0 0 00000000 00000000000000000000000
—0 1 00000000 00000000000000000000000

La virgule flottante 64 bits

Format binaire a virgule flottante 64 bits IEEE

Bit de signe

Exposant Partie fractionnaire de la mantisse

11 bits>|< 52 bits

Utilisé pour le type "double" (double précision)

10
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O Précision double:
* nombre de bits: 64
 mantisse sur 52 bits
» exposant sur 11 bits (biais(décalage)) = 21 =1023)
O Dans les deux précisions il y a quelques valeurs particuliéres:
* deux valeurs pour 0: les deux signes, avec exposant=mantisse=0
 Infni positif:  signe  positif, exposant=1...1, mantisse=0
 Infni négatif: signe négatif, exposant=1...1, mantisse=0
* NaN (not a number): signe indifférent, exposant=1...1, mantisse#0

La nouvelle norme de la virgule flottante a partir 2008

L’’evolution des architectures machine a conduit a 1’élargissement de la
norme IEEE754 a de nouveaux types de données.

Format binaire a virgule flottante 80 bits

Bit de signe

Exposant Mantisse

15 bits>|< 64 bits (8 octets) >‘

Le principal apport de cette révision est en fait I’ajout d’un type
quadruple précision" cod¢ sur 128 bits et qui permet donc d’implémenter
des calculs avec une précision beaucoup plus importante que les nombres
en double précision.

Longueur | Signe Mantisse Exposant
quadruple précision | 128 bits | 1 bit | 112 bits + 1 (bit caché) | 15 bits

Le codage en quadruple précision permet d’atteindre une précision de 34
chiffres significatifs environ (en décimal)

11
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But de ce chapitre 1

Prendre connaissance de 1’impact de :
*Ces contraintes,
*Et les choix de ces méthodes.

Nous introduirons donc les notions de stabilité et d’efficacité. Et suivant
les méthodes utilisées, nous aurons affaire a tel ou tel type d’erreur. Pour
les systémes linéaires par exemple nous étudierons deux types de
méthodes bien distinctes ;
1. les méthodes directes : qui consistent en des algorithmes qui
permettent de calculer la solution exacte (mis a part les erreurs d’arrondis
en virgule flottante) en un nombre fini  d’opération,
2. les méthodes itératives : qui consistent en ’approche de la solution
exacte x par une suite (x,)n€N de solutions approchées. Nous arrétons
alors les calculs lorsque nous atteignons un certain x,,. Nous avons alors
une erreur de troncature due a 1I’approximation de la solution exacte

Conclusion

Dans certains cas il doit étre pris en compte dans I’analyse des résultats
dont une utilisation erronée pourrait étre cotliteuse.

12
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Chapitre 2

Approximation et interpolation polynomiale

13
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Introduction

Le probleme de 1’interpolation consiste ‘a chercher des fonctions
“simples” (polynomes, polyndmes par morceaux, polyndmes
trigonométriques) passant par des points donnés (xo, yo),(X1, V1), - - - »(Xn,
Vn), C.-a-d., on cherche p(x) avec p(x;) = y; pour i = 0,1, . . ., n. Si les
valeurs de y; satisfont y; = f(x;) o'u f(x) est une fonction donnée, il est
intéressant d’étudier I’erreur de 1’approximation f(x) - p(x) =?

Exemple 2.1.

En physique, on mesure expérimentalement la température d'un objet qui
refroidit au cours du temps. On obtient une suite de valeurs a différents
temps #. On cherche alors a tracer la courbe de refroidissement la plus
proche possible des points mesurés, et ainsi a estimer des valeurs de la
fonction en des points non mesurés.

— y=f(x)
— y=p(x)
® noeuds

1 1 I 1 I 1
0.5 1 15 2 25 3 35

14
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Les 3 grandes classes d'approximation fonctionnelle
Il existe trois grandes classes de méthodes :

* L'interpolation
» L'approximation aux moindres carrés
* L'approximation uniforme

Les 3 grandes familles de fonctions approximantes

Les trois grandes familles de fonctions approximantes sont :
* Les polyndmes (théoréme de Stone-Weierstrass)
* Les fractions rationnelles (approximantes de Pad¢)
* Les fonctions trigonométriques (série de Fourrier)

Rappels sur les polynomes

Soit K = R ou C. Nous notons P(K) I’ensemble des fonctions polyndmes.
Autrement dit, pour tout P €P(K), il existe un entier n € N et des
coefficients a;, 1= 0,..., n dans K tels que :

P(x)=ay+ alx1 + 32X2 +...+ax"; pour toutx €K.

p(x)

o fi

N

La complexité du polyndme de degré €gal a n est coliteuse en temps de
calcul.

15
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Le théoréme de Stone-Weierstrass

Théoréme 1.1 (POLYNOMES DE LAGRANGE)
Pour tout choix de nceuds x¢,x,...,X, dans [a,b], il existe un unique
polyndme P, de degré inférieur ou égal a n qui coincide avec f aux points
Xo; X1, Xn (i. e. P (xj) = f(x;) pour tout j = 0,..., n). Ce polynéme s’écrit

n n

P = ) FCL) avee L) =] |
i=0

=0
J#i

X—Xj

xl-—xj

Exemple 1:
Soient les 3 points d’abscisse donnée par le tableau suivant :

x |y=f()
X0 0 yO—l
X1 1 y1—2
X2 2 YYo= 5

Solution

Le degré du polynome est défini par le nombre de points -1
Degre P,(x)<3-1 donc en calcul Py(x) soit

1-Un Polynome du deuxiéme degré (P,=ax’+bx+c),

2- Ou un Polynome de premier degré (Py=ax+b),

3- Ou une constante (Py=a).

Donc :
P() = Zf(xoL () = Zyl Li(x)
Py(x) = 3’0 Lo(x) + )1 L1(X) ‘|‘ Y2-La(x)
Avec
2
_ X — X]
Li(x) = L—o[xi —x,
J#i
_ (x—x1) (x —x3)
Lo(x) = o = x) (o — ) on remplace x, X1, X
x-1x-2) x—-1)x-2) x-1(x—2)
Lo(x) = = =

0O-1(0-2) -1 -2 2 ’

16
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Lo(x)=%(x2—3x+2)=%x2—%x+1
(x —x0) (x —x3)
(21 — xp) (1 — x3)
L()_(x+0)(x—2)_f(x—2)_x(x—Z)
e oa-2 1 -1 -1
Li(x) = —x% + 2x

Li(x) = on remplace xg, X1, X5,

(x —x9) (x—2xq)

L,(x) = on remplace xg, X1,X>,
2(%) (x3 — x¢) (X3 — x1) P O
x+0)(x—1) x-1Dx x(x—1)
Ly (x) = = =
2-0(2-1) 1 2 2
L) = = (&% — x) = = 22
2 (x =3 X X —Zx 2x
x—x1 x_xz x_xo x_xz
= (2 ST, (S
2(X) = Yo Xo — X1 Xo — X2 " X1 —Xg X1 — X3

X=Xy X—Xq
+y2'(x2—x0'x2—x1>
C (c=DE-2)\ (@E=2)\ _ [(@e-1)
:‘Pz(’“)”( D(-2) )”'( (DD >+5'< @0 )
=>P2(x)=<(x —2x+2)>_2.<(x ;2x)>+5.<(x 2—x)>

17
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x2—3x+2—4x2+8x+5x2—5x> ,
=x“+1

=>P2(x)=< >

Ci-dessous, le graphique représentant le polynome interpolant et les
points d’interpolation.

Interpolation : selon Lagrange

Exemple 2:
Soit la fonction f(x) = —

données par le tableau suivant

et les données des trois points d’abscisses

|y == !
y=r»= 1+ x? L d
X0 -1 yO:f(Xo)ZO.S o 05 o
X; |0 | y=f(xy)=1 : | " s
Xy | 1 | y,=1f(x,)=0.5 2 P

Question : Déterminer le polynome de Lagrange

Solution

Le degré du polyndme est défini par le nombre de points -1
Degre¢ P,(x)<3-1 donc en calcul P,(x) soit

1-Un Polyndme du deuxiéme degré (P,=ax’+bx+c),

2- Ou un Polynome de premier degré (P;=ax+b),

3- Ou une constante (Py=a).

18
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Donc :

P,(x) = Zf(xoL () = Eyl L)
P,(x) = }’0 Lo(x) + V1. L1(x) + Y2-La(x)

Avec Le coefficient de Lagrange qui s’€crit
2
X — X]
Li(x) = 1—[ —
i=g Xt X
J#i

(x—2x1) (x—x3)

Lo(x) = o = x) (o — ) on remplace x, X1, X
5 (-0 x-1) x(x—-1) x(x—-1)
LG el s S e e R S R
Lo() = 5 (x? ~ 2)
Li(x) = (x = %) (x—x3) on remplace xg, X1, X5,

(x1 — x0) (X — x2)
x+DEx-1) +DE-1) +DE-1)

L= Do-D- 1 =1 -1
Li(x)=—x%+1
L,(x) = ((xxz__?o)) ((9262_—3;11)) on remplace xy, X1, X5,
x+1)x—-0) x+Dx x(x+1)
L(x) = = =

1+H@1-0 2 1 2
L) = 5 (2 + )

P,(x) = }’g-Lo(x) + ¥1. L1 (%) +13’2-L2(x)
P(x) = E-Lo(x) + 1. Ly (x) +E-L2(x)

19



Université de Jijel /Dép Physsique Analyse Numérique Fezani Mostefa

11

=—(x —x)+(—x2+1)+1(x2+x) =—1x2+1
4 4 2 ’

> (x) ZX +

Remarque: Le polyndme P, est appelé polyndome d'interpolation de
Lagrange de la fonction f aux points X, Xy, ...X,. Les polynomes L;(x)
sont appelés polyndomes de base de Lagrange associ€s a ces points.

Théoréme 1.2— (Erreur d’interpolation de Lagrange)
Soit f € C"(fa, b]) et a <xp <X} <X3 < ... <X, <b. Soit p le polyndéme
de Lagrange définit par

p(x;) =f(x;) pouri=20,1,..,n

L(x)
(n+ 1!

Alors

fO) —p(x) = — =5 F (&)

Avec
n

L(x) = H(x — xj)avec a < min (xg,x) < § <max (x,x,) < b
j=0

Efficacité et inconvénients
Principal inconvénient : rajouter un noeud change completement les

interpolant de base de Lagrange et on doit donc recalculer enticrement le
polyndme P,(x ; f).

20
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Méthode de Hermite

L’interpolation de Hermite est une généralisation de celle de
Lagrange.

Soit f(x) une fonction définie et dérivable sur 1’intervalle [a,b], alors Les
points distincts Xq, Xi,...,X,, (n+1) de 'intervalle [a b] avec y=f(x) une
fonction définie sur le méme intervalle admettant les dérivées
(vor¥0), (1, ¥1), s (¥ ) ou
(f(xo)»f,()’o))» (f(xl)»f’(h))» T (f(xn):f()’n)) aux neeuds X
I’utilisation des valeurs de la fonction et ses dérivées augmente le degre
du polynéme sans augmenter le nombre de points x;, pour cela, nous
avons (2n+2) conditions a satisfaire, Par conséquents le polyndme p, qui
approxime f(x) est de degré (2n+1).

n

P = ) (1D () + ¥i(x — ). (Li ()
i=0

n n
P = ) (1= 2L, = B2y + ) (= xRy,
i=0 i=0
Avec,
n n
X — Xj 1
L= | = Do) = 1-2(x - x).¢,
L Xi—x]' e Xi—x]'
t=0 =0
Jj#i Jj#i
Ou bien par cette forme
n n
P = ) {1 = 2L (x = 12Oy + ) G = 2Ly,
i=0 i=0

Signalons au passage que I’interpolation de Lagrange est un cas
particulier de celle de Hermite (ko=k,=...=k,=0).

, _ A _ 2
L’erreur sur la formule est R(x) = e [TTCx —x;) ]
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Exemple

On utilisant la formule d’Hermite, trouver la valeur de sin(0.5) avec les
données suivantes :

x(radian) | y=f(x)=Sin(x) y'=f'(x)=Cos(x)
Xo | -1 yo=1(x0)=-0.8415 | yo'=f'(x0)=0.5403
Xy |0 y1=1(x1)=0 yi'=fx)=1
X2 | Y2:f(X2):O. 8415 yQ':f(Xz):0.5403

Solution

On f(x)=sin(x) sa dérivée f' (x)=cos(x)

On a trois points donc le degré est égal a 2.
L’¢équation Polynomial d’Hermite de degré 2 s’écrit

2 2
P = Y (1= 2L, — B @y + ) (= )@y,
i=0 i=0

x—xj

Le coefficient de Lagrange s’écrit alors L;(x) = [~ p—.
. 1= ]

(x—2x1) (x—x3)

Lo(x) = o = x) (i — ) on remplace x, X1, X
Lo(x) = x-0) (x-1) xx-1) x(x—-1)

M= A0 (=1-1n 1 —2 2

1 , 1
Lo(x) = 5 (x* = x), Lo(x) = x — =,
1 ,
Lo(05) = —5 = ~0.125,1o(0.5) = 0
Li(x) = (x = %) (x—x3) on remplace x,, X1, X5,

(x1 — x0) (X9 — x2)
(x+1)(x—1)_(x+1)(x—1):(x+1)(x—1)

O+1D0O-1 -1 —1 1
Li(x) = —x?+1,L;(x) = —2x,

3 ,
L1(0.5) = =0.75,L,(0.5) = —1

Li(x) =
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(x —x0) (x —2xq)

L,(x) = (= x0) Cop — 2 on remplace xy, X1, X5,
L x+ D=0 (x+Dx x(x+1)
) =TT Da-o . 2 1 2

L0 =5 (2 +20, L300 = x

3 ,
L,(05) = 5 == 0375,15(0.5) = 1

2
Pa() = ) (1= 2LiGe) e = x) LGy + Z(x DLy,

i=0
= {1 — 2Ly (x0) (x — x) L3 (x)}yo + (x — x0) L3 (x)yo
+ {1 - 2L,1 (1) (x — xq) L5 (x)}Y1 + (x —xy)L3 (x)Y1
+{1 - 2L,(,) (x — )20}y, + (x — 1) L2 (%) yo,

= P,(0.5) =
{1 —2Ly(x0)(0.5 = x0)L5(0.5) }yo + (0.5 — x) L5 (0.5)y,
+{1 - 2L1(x1)(0 5 — x1)L3 (0. 5)}3’1 + (0.5 — x1) L5 (0. 5)3’1
+{1 - 2L2 (x2)(0.5 — x,) L5 (0. 5)}3’2 + (0.5 — x)L5(0. 5)3’0

= P,(0.5) =

{1—2Ly(=1)(0.5 + 1)L3(0.5)}(0.8415) + (0.5 + 1)L3(0.5)(0.5403)
+{1 — 2L,(0)(0.5 — 0)L3(0.5)}(0) + (0.5 — 0)L%(0.5)(1)
+{1 — 2L,(1)(0.5 — 1)L3(0.5)}(0.8415)

+(0.5 — 1)L2(0.5)(0.5403)

* (~0.8415) + (05 + 1)(5)?(0.5403)

Jo+os-0(3)
+ {1 —2%1%(0.5—1) (g) }(0.8415)

{1—2*0*(0.5+1)}(§)
3
(3

+{1—2*1*(0.5—0

23
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2

+(05—1) (g) (0.5403)

L’interpolation d’Hermite = P,(0.5) = 0.3743 et la valeur exacte
sin(0.5)=0.4794

Remarque : si on utilise ’interpolation de Lagrange pour la méme
fonction et méme données on obtient P,(0.5) = 0.4207 qui est proche
de la valeur exacte de sin(0.5), ce qui nous permet de dire I’augmentation
du degré du polyndome par Hermite nous donne pas nécessairement de
meilleur résultat.

Erreur au point d’abscisse 0.5 est :
€Hermite=51N(0.5)-P,(0.5)(Hermite)=(0.4794-0.3743)=0.1051
€Lagrange=S1N(0.5)- P5(0.5)(Lagrange)=(0.4794-0.4207)=0.0587
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Interpolation de Newton

X | y=f) f'(x) f"(x) f"'(x)

X0

-5 | yo=-2 ~, 4= f(x1) — f(x0) _

. 2 b—a -7

X1

y X1~ Xo d= = —
T[yvme =, _fe—fe)__ ™ T nx 5 | pLdme U7

X2

>
ad X — X N\ X3 =Xo 35
0 [y=1 <& //v; c—b 6 /

2 [v=3 Sk, _fG) =~ f(xa) _
X3 — Xy

—_ 1 X3 —Xx1 3

P3(x) = co + c1(x — xp) + c2(x — x0) (x — x1)
+ c3(x — x0)(x —7x1)(x — X3)
P3(x) = =2+ 2(x — x¢) — g(x — x0)(x — x1)
17
- g(x — x0)(x — x1)(x — x3)

P;(x) =—-2+4+2(x+5) —%(x +5)(x+1)
17
—g(x +5)(x +1)(x —0)

7 17
= —2+2x+ 10— o (x% + 6x +5) = oo (x* + 6x7 + 5%)

Le polyndme d'interpolation de Newton obtenu pour (n + 1) points x¢; X,
..., X, prend la forme :

P (x) = co + ¢c1(x — x¢) + c2(x — x0) (x — x1)
+ .t (x —x0)(x —x1) . (X — x5p—1)

Avec
Py(x0) = co = yo
[ Pr(x1) = co + c1(x1 — X0) =1
Py(xz) = co + c1(xz — x0) + (2 — x0) (X2 — 1) = ¥,

an<xn> = o + €1 Gtn — %) + €2(n — X0) (i = 1) + v € (= %6) (o = %) o (n = Xnt) = Vi

Remarquons d'abord que le terme ¢; ne dépend que des x, avec (k=0,..., i):
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Y1 —Co =3’1_3’0

Co+c1(xy —x) =y1 = ¢ X — Xy X — %
Co+c1(x; —xp) +Co(x —x0) (X2 — %) =y, =
C2(xy —x9) (X2 —x1) =y, — o — 1 (X1 —xp) =
Y1 = Yo (.X' — )
c =Y2_C0_C1(x1_x0) Y2 = Yo X1~ X 2 0
2 (x — x0) (X — x1) (g —x0) (3 —x1)  (x3 — x9) (X3 — x1)
(Y2 —¥o) (1 — %0) — (y1 — Yo) (X2 — Xp)
. = X1 — Xp
? (x3 — x0) (3 — x1)
(Y1 — ¥o) _ (Y2 —y1)
o = (2 =yo) (1 —x0) = (V1 —=¥o) (X2 —x0) _ (x; —x¢) (oxz — x9)
, = —

(21 — x0) (X2 — x0) (X2 — x1) (x2 — xp)

La formule précédente se généralise sans difficulté, le polynome
d’interpolation de Newton peut donc calculer comme suit en construisant
le tableau :

Xy  flxg)
f [ X0,X 1]
X1 Sxp) SIxox 1%/
SIx1,x2/ SIxox1,x2x3]
x;  flxz) SIx1,x2x3] .
f [ X2, X, 3] . . . .
x;  flxs) . . . R |7
. . . f [ xn-3’xn-2’xn-1’xn]
Xn-1 f(xn-l ) f [ xn-Z)xn-bxnl
f [ xn-1 )xnl
Xa  flxa)
Avec

co = f(x0),c1 = flxo, x1],¢5 = flxg, X1, X2], e, € = flX0, X1,y eoer X ]

f(x) = yi,

¢ = flxo, X1, e, Xi]
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flxox] = fly) -1

flxo %, 2] =

Exercice 1:

Soit la fonctionf (x) =
données par le tableau suivant

1+x2

xj—xl

flxj xie] = fxi %]

(x;)

Xk — Xi

Fezani Mostefa

1 , L :
et les données des trois points d’abscisses

X
y=fx)=
1+ x? )
Xo|-1] yo=f(x) =0.5 505l o
x| 0 y1=f(x)=1 ; SN
x| 1 y, = f(x,) =0.5 1 1
Question : Déterminer le polynome de Newton
Solution:
x _ 1
y=f =175 .
X | -1 Co = yo = f(xo) ¢, = 1-05 c, = 1
= 0.5 0+1 X2 — Xo
x| 0 y1=f()=1 =05 0.5—0.5
C, = 111 =-0.5
x| 1 Yy = f(x;) = 0.5 _0.5—1
1-0
a=-—0.5

Avec

Py = ¢y +c1(x — xg) + c2(x — x0) (x — x1)

CO — yo - f(xo) - 05, Cl - 05,
P,=05+05(x+1)—-050x+1)(x)
P, = 0.5+ 0.5x + 0.5 — 0.5x% — 0.5x

P2:1__x2

2

27
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Exercice 2:
On se donne le graphe suivant

10F

FIG. II.1: Polyndme d’interpolation de degré 5

1) A partir du graphe, déterminer les coordonnées du graphe.
2) En appliquant I’interpolation de Newton déterminé le polynome
associé.

S olution

TAB. IL.1: Différences divisées pour les données de la fig. I1.1

T | 1% dy 523; 53-;; 5“3; 553;
0] -1
1
2| 1 3/8
5/2 _ —77/120 -
41 6 —17/6 167/960
—6 _ 3/4 —287/9600
51 0 5/3 -1/8
2/3 —1/4
8 1/6
3/2
10
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X 1
y=f0) =17
X | -1 Cozyozf(xo) C=1—0.5 Cz—a_C1
=05 1 : 0+1 X2 =~ Xp
= 0.
x| 0 yi=f(x)=1 0.5-0.5_
Cz - 141 —'05
x| 1 Yy = f(x;) = 0.5 :0.5—1
1-0
a=-0.5

Le polynome d’interpolation est alors donn¢ par

P = —1+x+x(x—2)g—x(x—2)(x—4)%+x(x_2)(x_4)(x_5)%
287
—x(x—=2)(x —4)(x — 5)("_8)m

Ou mieux encore

120

Ps(x)=—1+x<1+(x—2)<§+(x—4)<—£+(x—5)

16 g 287
960~ ¥~ >m)>

Remarque : L’ordre des {x;} n’a aucune importance pour la formule de
Newton. Si I’on permute les données (xi, yi), on obtient évidemment le
méme polyndome I’exemple. Pour ci-dessus
et pour les {x;} choisis dans I’ordre {4, 5, 2, 8, 0, 10}, on obtient ainsi

R T o e =)
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Chapitre 3

Dérivations et intégration numeriques
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Développement limité
Définition
En physique et en mathématiques, un développement limité d'une
fonction en un point est une approximation polynomiale de cette fonction
au voisinage de ce point, s’écrit comme suit
- Py(x) =YY oa,x™ + R, (x) dont le degré est appelé l'ordre du
développement ;
- Ou R(x) qui peut étre négligé lorsque la variable est suffisamment
proche du point considéré.
En physique, il est fréquent de confondre la fonction avec son
développement limité, a condition que l'erreur (R(x)) ainsi faite soit
inférieure a l'erreur autorisée.

Remarque : Si 'on se contente d'un développement d'ordre un, on parle
d'approximation linéaire ou d'approximation affine.

Soit fune fonction a valeurs réelles définie sur un intervalle 1, et x, € I .
On dit que f admet un développement limit¢ d'ordre n en x,, s'il
3(ay, ay, as, ..., Ay_q,ay) € R™*1 tels que la fonction définie par :

fx) = ag+ ag(x — %) + az(x — %)% + - + an (x — x9)™ + R(x)

= ) @i — x0)' + Ry(¥)

i=0

Les fonctions R, vérifiant ceci sont notéesO ((x — x¢)™). On écrit donc :
n

FO) =) @i = x) +0(Cx = xo)")
i=0
I est frequent d'écrire un développement limite en posant x =xo + 4 :
f(xo+h) =X ,a;ht +0(h"M).

Une condition neécessaire et suffisante pour que f admette un
développement limité en x, est l'existence d'un polyndome P, tel que
f(x) = B,(x) + 0((x — x¢)™). S'il existe un tel polyndme P,, alors il en
existe une infinité d'autres, mais un seul d'entre eux est de degré inférieur
ou ¢égal a n.
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Intégration
Si fadmet un développement limité n en xo, f(x) = S, a;(x — x0) + 0((x — xo)™),

alorsF (x) = [ f(x) admet un développement de degré (n+1) en xo, qui est
n

F(x) = F(xy) + z l_ i‘l

i=0

(x — x0)" + 0((x — x)™h)

Dérivation

Il n'existe pas de théoreme général sur I'existence d'un développement
limité en x, pour la dérivée d'une fonction admettant un développent
limité n + 1 en x,,.

Exemple
En x, =0, f(x) = x3sin (i) ou f{0)=0(prolongé par 0 — 0) admet un

développement limité de degré 2 (il s’agit de 0 + O(x?)) mais sa dérivée
n’admet pas de développement limité de degre 1.
f(x) =ag+a;(x — xo) + 0(x?))
Formule de Taylor-Young
Si la fonction f a valeurs réelles ou complexes ou méme dans un espace
norm¢) est dérivable en x, jusqu'a l'ordre n =1 alors la fonction
est R, (x) négligeable devant O ((x — xo)" :

R™ = 0((x —xo)"
La formulation suivante est équivalente :

Rn(x
Avec limxozo =2 )n =
x#x, (X~%¥o0)

Théoréme (Taylor-Young). Supposons que f soit de classe C" sur I
Alors, pour x € [ on peut écrire :

(x — xo)z
fx) = fxo) + (x —x0)f"(x0) + ol

+ (x — x0)"e(x — xo)

( )G
= Tio o P 0xo) + (x = xp) e (x — x0)=
Ou e(x — xp)est une fonctlon qui tend vers 0 quant x — x,

(x - o)”

FO @) + -+ £ (xy)

Autre formulation
Pour tout h € R tel que x( + h appartienne a / on peut écrire

h? h"
flxo+h) =f(xg) + hf'(xo) + Ef(z)(xo) + e+ Hf(n)(xo) + h™e(h)
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n .
ht .
= > =Dy + he(h)
1=0
Ou ¢g(h) est une fonction qui tend vers 0 quand h tend vers O.

Définition. La somme
n

ht
> =)
i=0
S’appelle le polyndme de Taylor de f 'a I’ordre n au point x0. Par
convention, 0! =1!=1.

Expressions et estimations du reste

En présentant cette formule en 1715, Taylor propose une méthode de
développement en série, mais sans se préoccuper du reste Rn(x). En effet,
pendant tout le 18 siecle, les mathématiciens n'établissent pas encore de
différence entre développement limité et développement en série enticre.
C'est Joseph-Louis Lagrange qui, en 1799, soulignera le premier la
nécessit¢ de définir rigoureusement ce reste. Les propriétés de celui-ci
s'énoncent différemment selon les hypotheses sur la fonction.

Formule de Taylor-Lagrange
Si la fonction f est a valeurs réelles et est dérivable sur / jusqu'a l'ordre n
+ 1 alors, pour tout x € I\{x,}, il existe un nombre réel £ strictement
compris entre X, et x tel que
(n+1)

Ra) =2 2 = )™
Inégalité de Taylor-Lagrange
S’il existe M tel que

vy €1 |f™ V)| < M.
Alors pour tout x € I:

Mlx — X |n+1

(n+ 1)!

|Rp ()] <
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Développement limité de Taylor-Young
Si la fonction f'(a valeurs réelles ou complexes ou méme dans un espace
norm¢) est dérivable en x, jusqu’a ’ordre n = 1, alors la fonctionR,, (x)
Est négligeable devant (x — x¢)™:
Ry (x) = 0((x —x0)")
La formule suivante est équivalente :
Ry (x)

lim ———— =
X-X — n
xixo (X xO)

Formule de Taylor-Cauchy

C'est une variante de la formule de Taylor- Lagrange. Si la fonction f'est a
valeurs réelles et qu'elle est dérivable sur 7 jusqu'a I'ordre n + 1 alors, pour
tout x € I\{x,}, il existe un nombre £ strictement compris entre x, et x
tel que

(n+1)
Ra) =9 (x — k) — B

Formule de Taylor avec reste 1ntegral de Laplace

Si la fonction est de classe C™*! sur et a valeurs dans un espace de
Banach réel, alors, pour tout x € I:

AARIO
j n!

0

R,(x) = (x — t)"dt.
Remarques
s Formule de Taylor-Maclaurin : lorsque xo = 0, la formule s’écrit

2 n
£G) = £(0) + (I (0) + 57 f D)+ + - fM(0) + R ()

¢ Contrairement a la formule de Taylor-Lagrange, les théoremes de
Taylor-Young et de Taylor-Laplace sont vrais pour des fonctions f a
valeurs complexes ou dans un espace vectoriel normé.

¢ Pour une fonction a valeurs reelles, l'inégalite de Taylor-Lagrange
est un corollaire immédiat de la formule de Taylor-Lagrange. Pour
une fonction a valeurs dans un espace vectoriel normé, on ne
dispose pas de cette formule mais on peut déduire l'inégalité de
Taylor-Lagrange de l'inégalite des accroissements finis pour les
fonctions a valeurs vectorielles.

* La formule de Taylor-Lagrange pour n = 0 est le théoréme des
accroissements finis.
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¢ La formule de Taylor avec reste de Laplace est une généralisation
du second théoreme fondamental de I'analyse.

¢ Pour certaines fonctions f, le reste Rn(x) tend vers zéro lorsque n
tend vers l'infini ; ces fonctions peuvent ainsi étre développées en
série de Taylor dans un voisinage du point a. Si cette propriété se
vérifie en tout point du domaine de définition, la fonction est dite
analytique.

Exemples
Développement limités des fonctions suivantes pour x, = 0

a(a—l)m2+a(a—l)(a—2)m3+.“+ a(a,—1)(a—2)...(a—(7r1,—1))mﬂ_|_0

5 (el feark = 31 Al

(z")

1
1 =1l+z+2>+a’+.-. +2" +o(z")
-z
1
. l_l_—g=1—a:+.’c2—;!:3+---+(—1)”a:“+o(a:")
2 3 n
. ln(l—ﬂ:)=—a:—%—% ----- m?+o(:z:”)
z? z* (ﬂt.fl)a’,ﬂ n
ln(1+:c)—:c—?+?_...+(_1) ;-}-O(:‘E)
z? 28 z"
L] z: —_— —_— ... —_— n
F=lbad oty ot tel)
$2 3:4 1:211.
. =1l——4 ——--- 4+ (-1)" + oz
cosE TR =1 2 of=™")
23 0 pntl
s sing=2— —+ — — .-+ (=1)" + o(z?"+?
3! 5! (-1) (2n + 1)! ( )
3 5 7 B —4)*(1 — 4™
s tanz =z + %4.21%4. 137135 n( (; §' )3:2“’1-0—0(:1:2"),00 les B,, sont les nombres de Bernoulli.
n)!
z? | o 2n+1
s coshg=14+—+— 4+ + o(z®™
21 4l (2n)! ( )
{1:3 1155 2?2"’+1
s sihhz=2+—+ —+---+ + o(z?t?
3! 5! (2n+ 1)! ( )
z? 225
» tanhz =2 — — + — 5
anhz =z 3—&-15-1—0(:10)
. 2 1.3.2° 1-3.5--(2n — 1)z?+! .
»arcsing =x + —— Hpen, o 4 n+2
v 1: 2:3 2.4.5 2-4.6...(2n).(2n+1) 0(1} )
3 .83.25 1:-3-5.-+(2n — 1)g2n+1
L] arccosw:z—m_m__”—m ..... (n ):E +o($2n+2)
2 2-3 2-4-5 2.4-6---(2n)- (2n+1)
z? 1-3-5---(2n — 1)z?*!
sarsmhg=2— —— —++. 4+ (—=1)" 2n+2
2-3 (-1) 2:4:6:--(2n)-(2n+1) ( )
3 b 2n+1
L] t -3 — — faa i — —1)* 2n+2
aretne =g = g = H () gy e
3 2n+1
] artanhz:m+i+...+ z™" +0($2n+2)
3 2n+1
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Approximations affines : développements limités d'ordre 1
On utilise fréquemment des développements limités d'ordre 1 (encore
appelés « approximations affines », ou « approximations affines tangentes
»), qui permettent de faciliter les calculs, lorsqu'on n'exige pas une trop
grande précision ; ils sont donnés, au point x,, par :

fG) = f(xo) + (x —x0) f' (x0) + O(x = xo)
(on retrouve 1'équation de la tangente au graphe de f.
En particulier, on a, au point O :

Développements usuels en 0 de fonctions trigonométriques Développements usuels en 0
de fonctions trigonométriques

Développements usuels en 0 de fonctions trigonométriques

= (14+2)* =1+ az + o(x) etdonc

1
i yr- =1—z+ o(z) et
. \/1+x=1+g+o(w);

» In(14+2) =2+ o(x) ;
= e =14z + o(z).

Développements usuels en 0 de fonctions trigonométriques
A l'ordre 2 :

« sinz = z + o(z?), arcsinz = z + o(z?),

«» tanz = z + o(z?), arctanz = z + o(z?),

Ces formules étant souvent connues sous le nom d'approximations des
petits angles, et
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A T'ordre 2 :

2

cosz =1— % + o(z3).

Formule de Taylor pour les fonctions de plusieurs variables

-Formule de Taylor-Young dans les espaces vectoriels normés
Soient E et F deux espaces vectoriels normés.

Si une fonction f: E — F est n fois différentielle en un point x, € E alors
admet en ce point un développement limité a I’ordre n, donné par

1 1
flxo+h) =f(xo) +dfy,(R) +5; dzfxo(hz) +ort o d i (R7) + O(IIAI™)
Ou h™désigne n-uplet (h, h, ..., h) € E n

Exemple
Pour une fonction f: R” — Rdeux fois différentielle en x, € R

FGxo + 1) = f(xo) + f Cxo).h 5 HCx)h + OCIAIR)

Ou Vfest le gradient de f'et H (x,)est sa matrice Hessienne évaluée en x,.

Ceci se réécrit « en coordonnées » : par exemple pour une fonction
f:R? - R deux fois différentielle en (x4, x;) € RZ.

9 0 0°
f(xo+ hxy + k) = f(xg,x1) + f(xo,x1)h+ f(xo'?ﬁ)k"'zgjzr

1 Zf 2 Zf 2 2
+——(x0,x1)k + axay (xO,xl)hk + O(h + k )

(X0, x1)h2

20x?
On peut de méme développer « en coordonnées » la formule de Taylor-
Young globale ci-dessus, pour des fonctions n fois différentiables en un
point x, de RY et a valeurs dans R (ou dans n'importe quel
espace vectoriel normé¢). On voit apparaitre des coefficients
multinomiaux.
On a également une inégalit¢ de Taylor-Lagrange dans les espaces
vectoriels normés qui, développée « en coordonnées » dans le cas
particulier E = RY et F = R, donne :
Soient O un ouvert de R et fune fonction n + 1 fois différentiable de O
dans R. Alors pour tout [x,, x[ € O :

SIETL X
=Y e et Y R -

al
|a|=0 la|=n+1
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Ou les sommes portent sur les multi-indices a, et ou le reste vérifie
I'inégalité.

1 0%f(y)
<! Ox*

RGOl < sup |
——
VE[xp.x]
Pour tous les o tels que |a| = n + 1 (si fest de classeC™*1, le majorant ci-
dessus est fini).
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Méthode de différences finies

Présentation de la méthode de différences finies qui permet d’approchés
la solution du probléme de la corde élastique.

On va modéliser la corde en sous intervalle en coupant en N>0 points
I’intervalle [0,1](voir le schéma), avec N destin¢ a étre grand et on note

1 . N A .
h = 1 le pas d’espace qui est destiné a étre petit quand est N est

grand N - o, h - 0 au milieu on a un pointx; a sa gauche x;_; qui
correspond x; — het a sa droite x;,4 qui correspond x; + h, xycoincide
avec 0 et x4 ;coincide avec 1

9 1
—~——— +—— fos !
xo ‘(1 \’n '(\ w\,l-l xu xua- \

x;=th i=01,..,N N+1
Le but de la méthode numérique c¢’est de proposer un schéma qui permet
de calculer des valeurs qu’on note f; qui sont des approximations
def (x;)aux point x; que je ne connais pas donc
D
b oyl

Ko ‘(‘.L ¥E1 '(‘: YCH X

f (x) est la déformation de la corde élastique et que on ne connais pas f;je
vais 1’approché aux points x; par f; pour tous i=1,2,...,N, tous les points
sont tous ¢équidistant h €tant la distance entre deux points consécutifs

>x L
¢ |

\

g
D

Pour écrire un schéma numeérique, on écrit 1’équation différentielle
f"(xl-) = g(x;) pour i = 1,2,3, ..., N Ensuite j’utilise une formule de
différence finie centré pour approché la dérivé f (x;)
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f(ize) = 2f () + f(Xig1)
- h2 = g(xi) + O(hz)

Je vais remplacer f (x;_;)que je ne connais pas par f; que je vais calculer
par ’ordinateur, j’obtiens le schéma suivant :

— f"_l_zh];#fi“ = g(x;)en oublions O (h?) pour tous les points de
1=1,2,3,....N
Si je prends i=1 la formule est — fo_i# = g(x,) la déformation aux

points zéro donne f, = 0 de méme a droite la déformation fy,; = Odonc
voila le schéma numérique :

- —2f + f
B

h2
fo=0

fn+1 =0
Qui me permet de calculer f;des approximations de f(x;)
Ce schéma correspond a la résolution d’un systéme linéaire

2 —1 (x,)
(s (e

1| . f3 g(x3)

e — 1 2

A : f = 4
A est symétrique défini positif je peux utiliser la décomposition de

e ) e

. .
Cholesky 4 = LI pour résoudre le systeme A f = g pour trouve le vecteur

(f1»f2rf3» ""fN)

Je vais approximé par trois points une déformation pour approcherf (x;),
ensuite par sept points
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La question qui se pose est ce que la quantité
converge vers tend vers

(f; 3 f(x)) lorsque h 3 0)

erreur

L’erreur est divisée par 2°=4 si h est divisé par 2. Cette méthode
converge en O(h?)

Théoréme : soit f € C* dans l'interval[0,1],'3a >0V0 < h< 1
L’erreur au point x; c¢’est max;<;<y|fi — f(x;)| < ah?.
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Dérivation numérique d’ordre 1
Dérivé progressive
Soit f: R — R de type Clet soit x, € Rla dérivé du 1% ordre est défini
par : {) |
ooy v fxo+h) = f(Rh) N
f'(xo) = Illl—I}(l) n

Sur le dessin correspondant, si on tend 2 — 0
La droite x, + h va tendre vers la droite de la
Pente f'(x,).

Dérivé régressive

' : f(x0)—f(xo—h
f (o) = limy, o TR0

Lorsque & — 0, 1a droite du point xo — h tend ||
Vers La droite de pente f'(xg).

Dérivé centrale

Enfin on prend les deux points d’abscisses
Xo — h et xy + h la dérivé centrale est donnée
Par I’¢équation suivante :

h h
f(xo+3) = Flo—7)

Lorsque & — 0, les droites de points x, — h et xy + h tendent
Vers La droite de pente f'(x,).
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Maintenant j’approche la dérivée f'(xy). par une petite valeur fixé h > 0
et je m’intéresse a I’erreur suivante, pour cela on utilise les méthodes de
différences finies pour modé¢liser la corde en sous intervalle en coupant
en N>0 points I’intervalle [a,b](voir le schéma), avec N destiné a étre

1 . e v A .
grand et on note h = il le pas d’espace qui est destiné a €tre petit

quand est N est grand N = o, h —» 0 au milieu on a un pointx; a sa
gauche x;_; qui correspond x; — het a sa droite x;,4 qui correspond
x; + h, xocoincide avec a et x ., coincide avec b.

On suppose connue la valeur de la fonction en x;_;, x;et x;,1; on pose

f(ie1) = Yict, £ = Y et £ (i41) = Yias. Alors les formules
standards en deux points sont :

Formule de différence progressive

flx;+h)—f(h) _ f(xive) — f(x) _ Yi+1 — i

h Xi+1 = X Xit1 = X;

f'(xo) =
L’erreur suivante :
i+h)—f(h i+1) — i
FOe D = fB) ey O =fO0),

h Xi+1 — Xi

f'(x0) =

Ce grand O(h) est une formule de différence finie progressive d’ordre 1.
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Formule de différence régressive

f(x))—f(x;—h) _ fQe) — fxizq) _ Vi~ Vi
h

Xi — Xi-1 Xi — Xi-1

f'(xo) =

L’erreur suivante :

= |f"(x0) = |=0(h)

Xi — Xj-1

‘f’(xo) _ f(xl) B {l(‘xl B h)‘ f(xl) - f(xi—l)

Ce grand O(h) est une formule de différence finie rétrograde ou
régressive d’ordre 1.

Formule de différence centrale

f(ri+3)—f(x-3)

f'(x) =

h
£ x) ~ f(ie) = f(xi21) _ Yit1 T Vi1
Xi+1 — Xi-1 Xi+1 — Xi-1

L’erreur suivante :

f(ri+3)—f(x-3)

£ (o) = - = 0(h?)
o) L (xxl) :ﬁ(xl) |=0(h?)

0(h?) Appelé formule de différence finie centré d’ordre 2.

Exemple :
Pour 1llustrer les trois formules, considérons les données suivantes :

(0. o) = (1, 2); (x1, y1) = (2, 4); (x2, y2) = (3, 8); (x3, y3) = (4, 16) et (x4, y4) = (5, 32).
Nous voulons estimer la valeur de f'(2)en utilisant la fonctionf (x) = 2~.
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Solution

1) Formule de différence progressive
£ (%) Nf(xi +h)—f(h)  fO) —f6)  yigr—y  16-8
v h B Xi+1 — X _xi+1—xi_4—3_

1) Formule de différence régressive

4

f’(x ) ~ f(xl) _f(xi - h) _ f(xl-) _f(xi—l) i —y,_,8—4 ~
v h - Xi — Xj—q _xi_xi—13_2_
2) Formule de différence centrale

N fCeiva) = f(xi-1) _ Yi+r 7 Vim1 _ 16 —4 _
Xi+1 — Xi-1 Xiv1 — Xi-1 4 —2

f'(x)

La dérivée de la fonction f(x) = 2* est f'(x) = 2*In (2)
On remplace la coordonnée x, = 3 et on obtient :

f'(3) = 231In(2) = 5.544.
Formule de différence progressive

L’erreur suivante :

4+ h) = f(h
f gy - LI ZTON_ o,

Démontrer que cette différence est d’ordre O (h)
Soit f: R » R de type C?et soitx, € R, d’aprés I’approximation affine(le
developpement limité de Taylor d'ordre 1)

(x — x0)?

FG) = f o) + (x = 20)f (o) +————F (&)

Ou

2
f(xo+h) = fxo) + hf'(x) + ?f"(f)avec Xo<§<x+h
On raméne le terme f(x,) de I'autre c6té de 1’équation
h?
[l +R) = fxo) = +hf'(xo) +—f (§)  avecxo <§ <xo+h

On divise I’équation par h
f(xo +h) — f(xo)
h

2
=f’(x0)+;l—hf"(§) avecxg <&<xy+h
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On ramene de I’autre égalité, 1’équation devient
CFxg) + f Qo + hf)l — f(xo)

On prend la valeur absolue de I’¢équation

If'(xo) — fxo ¥ h})l — (%) | = gf"(f) avecxg <& <xy+h

h .
=+§f(€) avecxg <& <xq+h

Théoréme on prétend que I’affirmation suivante est vraie
VfE€c?Vxy €ER,Ac>0V0<h<10Ona

f’(xo) _ f(xo‘l‘hz—f(xo) <C.h

Remarque : d’apres I’énoncé du théoréme ¢ dépend de f'et xymais pas de
h.

Interprétation numérique On choisit £, x,on observe l'erreur suivante en
faisant vari¢ h.

Donc je prétends que Ierreur est divisé par 2 chaque fois que h est divisé
par 2,

Ou alors I’erreur est divise par 10 lorsque h est divisé par 10.
Démonstration

On ne peut choisir ¢ = % |f" (E)| car ¢ dépend de h

Car xy < & < x, + h, mais on majore la dérivé second

En un point {par quelque chose qui ne dépend pas de h (voir le schéma)
On prend I’hypothése que 0 < h < 1 et donc ajoute a I’inéquation sui devient
Xo <h+xy<1+x

Je vais majorer la dérivée seconde en point ¢ en { 3

Par le maximum des dérivées Seconds sur I’intervalle % %k xes
[x0, %0 + 1]

Donc |fr(x0) _ f(xo'l'h’z_f(xo)

h "
< E maXxosxsx0+1 |f (X) |

Alors ¢ = %maxxosxsxoﬂ | ()| qui dépend de fet x, etne dépend pas de
h.

*On vérifie numeériquement cette prédiction
: fxi+h)—f(h)
f'(xo) — : N

= 0(h)?

En utilisant la fonction f(x) = sinx,x, = 1 et avec un program Matlab
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function err=dfprog(x0,h)

%formule de différences finies
diff=(f(x0+h)-f(x0))/h;

err=abs(diff-df(x0));

fprintf ( ' x0= %e h= %e erreur= %e \n', x0,h,err)

%]la fonction f
function funct=f(x)
funct=sin(x);

% la dérivée de
function dfunct=df(x)
dfunct=cos(x);

Exécution

>> dfprog(-1,10"-1)
x0=-1.000000e+00 h= 1.000000e-01 erreur= 4.113845¢-02

>> dfprog(-1,10"-2)

x0=-1.000000e+00 h=1.000000e-02 erreur= 4.198315e-03
>> dfprog(-1,10"-3)

x0=-1.000000e+00 h=1.000000e-03 erreur= 4.206454e-04
>> dfprog(-1,10"-4)

x0=-1.000000e+00 h=1.000000e-04 erreur= 4.207265e-05
>> dfprog(-1,10"-5)

x0=-1.000000e+00 h=1.000000e-05 erreur= 4.207340e-06
>> dfprog(-1,10"-6)

x0=-1.000000e+00 h=1.000000e-06 erreur= 4.208022¢-07
>> dfprog(-1,10"-7)

x0=-1.000000e+00 h=1.000000e-07 erreur= 4.143904e-08
>> dfprog(-1,10"-8)

x0=-1.000000e+00 h=1.000000e-08 erreur= 8.132345¢e-09
>> dfprog(-1,10"-9)

x0=-1.000000e+00 h= 1.000000e-09 erreur= 5.848104e-08
>> dfprog(-1,10"-11)

x0=-1.000000e+00 h=1.000000e-11 erreur= 1.168704e-06
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Interprétation des résultats

On voit d’apreés le résultat du programme lorsqu’on divise h par 107,10
2 ...,107 Perreur démunie, ¢’est I’effet de troncature de Taylor.
Par contre a partir de 10°,..,10",... ’erreur augmente, ici ¢’est les erreurs d’arrondi

Remarque
Pour h<10-7 on a I’effet de troncature de Taylor.

Formule de différence rétrograde
L’erreur suivante :

i/ i_h i Xi—
g LOL TGy SO =16 o

Xi — Xj—1
Méme démonstration que précédemment seulement ¢ = E maX, _1<x<x, | f (x)|

? %

L — 'l
-+

‘\/‘)-r K'O-R o

LT =

Formule de différence centrée
L’erreur suivante :

Fla+3)-f(xi-7)
h

f'(xo) — = 0(h?)
Démonstration
Soit f: R — R de type C?et soitx, € R,

Le développement de Taylor s’écrit cette fois —ci :
2 3

h h
f( ) f(x0) += f (xo)+ f (xo)+—f”’(f)avecx0<§<x0+5

Méme chose pour
3

h h? h h
(30 —3) = Flx) 3 o) + 1 (o) — 5 2 " (W)avee xg — 5 < 1 < x4

On fait la différence entre les deux équations

F (o 4 2) = £ (0~ 2) = b Goo) + e (P70 + £/ )
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Théoréme

xi+h)—f(x;—h
VFEC3Vx, €ER,Ac>0VO0<h<1 f’(xo)—f(l 1)hf(l 2) <c.h?
Remarque : d’apres 1’énoncé du théoréme ¢ dépend de f'et xymais pas de

h.

Interprétation numérique On choisit f, xjon observe l'erreur suivante en
faisant varié h.

Donc je prétends que 1erreur est divisé par 2°=4 chaque fois que h est
divisé par 2,

Ou alors erreur est divisé par 10°=100 lorsque h est divisé par 10.

Démonstration
On ne peut pas choisir ¢ = |i (f GEYA (n)) | car & etn dépendent de h

par contre on peut majorer ces dérivée par
Je vais majorer ces dérivées troisiemes aux points ¢ , n par le maximum

/4 . J 4 . * N\ . 1 1 . r
des dérivées troisiemes sur I’intervalle [xo — 2%t E] (voir le schéma)

——

r{"‘i (;’{2 _;j Y:-(,L !.-k{rl

1|f"" (x)|qui ne dépend pas de h.
2
On verifie numeériquement cette prédiction

Fla+3)-f(xi-7)
h

) 1
J’obtiens c = —max_ 1
24 xO—ESXSXO'i'

f(x0) = = 0(h?)

function err=dfcentre(x0,h)

% formule de différences finies
diff=(f(x0+h/2)-f(x0-h/2))/h;
err=abs(diff-df(x0));

fprintf('x0= %e h= %e erreur= %e \n', X0,h,err)

%Ila fonction f
function funct=f(x)
funct=sin(x);
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% la dérivée de
function dfunct=df(x)

dfunct=cos(x);
>> dfcentre(-1,10"-1)
x0=-1.000000e+00 h=1.000000e-01 erreur= 2.250978e-04
>> dfcentre(-1,10"-2)
x0=-1.000000e+00 h=1.000000e-02 erreur=2.251257e-06
>> dfcentre(-1,10"-3)
x0=-1.000000e+00 h=1.000000e-03 erreur= 2.251259¢-08
>> dfcentre(-1,10"-4)
x0=-1.000000e+00 h=1.000000e-04 erreur= 2.243037¢-10
>> dfcentre(-1,10"-5)
x0=-1.000000e+00 h=1.000000e-05 erreur= 5.512479¢-12
>> dfcentre(-1,10"-6)
x0=-1.000000e+00 h=1.000000e-06 erreur=2.771694e-11
>> dfcentre(-1,10"-7)
x0=-1.000000e+00 h=1.000000e-07 erreur= 3.607838e-10
>> dfcentre(-1,10"-8)
x0=-1.000000e+00 h=1.000000e-08 erreur= 1.407212¢-08
>> dfcentre(-1,10"-9)
x0=-1.000000e+00 h=1.000000e-09 erreur= 5.254127e-08
>> dfcentre(-1,10"-10)
x0=-1.000000e+00 h=1.000000e-10 erreur= 1.051742¢-06
>> dfcentre(-1,10"-11)
x0=-1.000000e+00 h=1.000000e-11 erreur= 1.168704¢e-06

Interprétation des résultats

La formule de différence finie centré est plus précise que la différence
finie progressive ou rétrograde parc qu’elle est en h” au lieu d’étre en h
Pour 107,1072,...10™, I’erreur est divisé par 100 , mais a partir de 10°,...,107,
I’erreur augmente.

Explication :

On observe ici I’erreur de troncature qui domine pour les valeurs 107,107,...10™
car h modérément petit, et I’erreur d’arrondi lorsque est trés petit (si h<10™ on
observe I’effet d’arrondis)

50



Université de Jijel /Dép Physsique Analyse Numérique Fezani Mostefa

On explique I’origine d’arrondi

En régle général dérivé un signal bruité augmente le bruit, intégré le
signal bruité diminue le bruit, pour expliqué ce phénomene prenant une
fonction

f(x) = 0+ e.sin(knx) ou k > (trégrand)et < (un bruit trés petit)

Ici I’amplitude du bruit c’est ¢ sur la fonction.

Calculons le dérivé de f(x) , f'(x) = €. km. cos(kmx), donc le bruit sur a dérivé est
€. km avec k>> alors le bruit augmente.

glx) = ff(x)dx) = j(O + &.sin(knx) = —%cos (km)

Cette fois le bruit € est divisé parkm, avec k>>, donc le bruit diminue
En général lorsqu’ on résout une équation différentielleg’(t) = f(t), on intégre

g(t)=g(00)+ fot f(s)ds, donc l’intégration diminue le bruit, le sens contraire
lorsqu’on dérive.

Formalisons le probléme :
En langage ¢

1 . : . :
double ¢ donc ¢ = Set son approximation sur un ordinateur a 16 chiffres

. n I D _
significatifs ¢ = 0.333..3 JLerreur |c — ¢l ==10"1 .= |c|™" avec un
Nl 3

16 chif fres significatifs
ordinateur a N chiffre significatifs.

» -L’erreur d’arrondi lorsque j’utilise une formule différence finie par exemple
f(xo+h)—f(x0)
h
> L’erreur d’arrondi pour évaluer f(x,) c’est |f(x,)|10~" pour un ordinateur a
N chiffres significatifs,
> Maintenant si je veux évaluer f(xo+ h)c’est |f(xo+ h)[107N =
f(xo+h)—f (x0) )
o c’'st

pour approcherf’ (x,),

|f(x0)|10"Ndonc [D’erreur d’arrondi pour évaluer

» Alors Deffet d’erreur d’arrondi si h > Z.V(ZA)'lO_N on n’observe pas les
effets d’erreurs d’arrondis.
> Par contre si h et de cette ordre Z.V(ZMIO‘N on observe les erreurs

d’arrondis.

La formule de différence centrale en 3 points

La formule de différence centrale peut aussi €tre trouvée a partir du
polyndme d’interpolation de Lagrange en 3 points.
On peut interpoler les données par un polyndme au lieu d’utiliser la
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droite, nous obtenons alors les formules de différence qui
utilisent plus de deux points. On suppose que le pas /4 est constant.

Formule de différence progressive utilisant trois points :
, —f (Xi42) +4f (Xi41) — 3F (%)
fix) =

Xi+2 — X

Formule de différence régressive utilisant trois points :
: 3f(xi) = 4f (xi—1) + f(xi-2)
fx) =

Xi — Xj—2

Exemple : Formules de différence en trois points :
Pour illustrer la formule de différence progressive et la formule de
différence régressive en trois points, considérons les données suivantes :

(Xi-z, yi-z) = (1, 2); (xi-l: yi-l) = (2, 4); (Xi, yi) = (3, 8); (Xiﬂ, ym) = (4, 16) et (Xi+2, ym)

= (5,32).
Solution
~32+4.16-3.8 _ 8 :
f'(x;) = +5_3 =c =4 Progressive
3.8-4.4+2 10 .
f'(x;) = T1+ == =5 Rétrograde

Formule générale en trois points

La formule d’approximation en 3 points de la dérivée premiere, basée sur
le polyndme d’interpolation de Lagrange, n’utilise pas des points
¢quidistants.

Etant donne trois points (x1, y1), (x2, y2) et (x3, y3) avec x1 <x2 <x3, la
formule suivante permet d’approcher la dérivée en un point x € [x1, x3].

Les dérivées aux points x; sont les suivantes :
le_xZ_xs xl_x3 xl_xz

f1x) = (1 — x2) (1 — x3) Tt (g — 21) (x5 — x3) 2 (x5 — 1) (%3 — x3) 7
, B X, — X3 2%, — X1 — X3 Xy —Xq
J1(x) = (1 — x2) (1 — x3)y1 ¥ (xg = x1) (22 — X3) Y2 (3 = x1) (x5 xz)y3
Frag) = ——2 2 po o h i
T (= %) (%1 — x3) 7 (o = 21) (X2 — x3) & (x3 = x1) (X3 — x3) 73

Le polyndme de Lagrange est donnée par
Py(x) = Lo(x)yo + L1 (x)y1 + Ly (X)y
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(x —x1) (x —x3)

T x o=
~ (x—xp) (x—1x,

L) = G =) G =)

L, (x) _ (x — xo) (X - x1)

(2 — x0) (xz — x1)
L’approximation de la dérivée premiére est donnée par f'(x) = P'(x) ,
qui peut s’écrire

Py (x) = Lo(x)yo + L1 (x)y; + Ly (x)y,

2X — X1 — Xy

(%) = (xoz_ x1) (X9 — x7)
, X — Xog— Xy
L —
1) (x1 — x0)(xy — xz))
, 2X — Xog — X1
Lz(x) =

(x2 — x0) (2 — x1)
2X — X1 — Xy 2X — Xg — Xy 2X — Xg — Xq

(x9 — x1) (X9 — x3) Yot (x1 — x0)(x1 — xz)) it (x3 — x0) (X3 — x1) Y2

Py (x) =
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Dérivée second
Soit f:R = R C? x,eR qui deux fois continument dérivable et on veut

£ (x0+2)-f' (o-D)

approcher la  dérivée  seconde f (x,) = lim,_

h b
maintenant on approche f ( ﬁ) par la formule différence finie centre
h

( +h) Frotatm)—fixo+a—1
f (%o 5) "~ ) h 7

( h) Fro—a+2)—fxo—2—1)
f (%o 5) "~ 7
On va approcher f (xo)par f (xp) = [(xoth)-2f ;CO)” (*o=h)
L,erreur est |f"(x0) _ f(x0+h)_2f/f;co)+f(x0_h)| — O(hz)

Théoréme on prétend que I’affirmation suivante est vraie
VfE€c*Vxy €ER,Ac>0V0<h<10na

" h)—2 —h
|f (xo) — f(xo+h) f}f;fo)"‘f(xo )| < c. W2

Interprétation numérique On choisit £, x,on observe l'erreur suivante en
faisant vari¢ h.

Donc je prétends que Ierreur est divisé par 4 chaque fois que h est divisé
par 2,

: 1
Remarque : les erreurs d’arrondi sont d’ordre O(h—z)

Démonstration
Soit f: R — R de type C?et soitx, € R,

Le développement de Taylor s’écrit cette fois —ci :
4

h h? h3 h
F(x0+5) = FO) + R (x0) + 7 f (x0) + = FO ) + 57 f P (Eavee xy

<éE<xyt+=
fxoz

Méme chose pour
F (o = 2) = Fxo) = f"Ceo) 2 (r0) = 2 £ + v x4

—§<r]<x0
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Et on fait la somme des équations et on obtient

h h h? h*
Fxo+3) +F(x0=3) = 2F'i0) + o £ Go) + 57 (FO(E) + FD )

= — (4)
c=o max )
xo—isxsxo'l'i
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Méthodes numériques d’intégration.

Intégration numérique — Formules de quadrature

J4 4 N4 y . b
Généralités : approcher numériquement fa f(x)dx

Formules de quadrature

Poids d’intégration

Points d’intégration
Formule de rectangle, du trapeze, de Simpson
Formules de gauss — Legende

Soit f:[a,b] = R continue, on se donne

Le graphe de la fonction y=f(x), sur

L’intervalle [a, b]divise en N points

(Xo, X1, X3, ..., Xy ) Equidistant de tel sorte

Que x4 — ( _a)(petit), N grand
Etx; =a+ih, i =0,1...N, on veut approcher

X; = havech =

Fezani Mostefa

Numériquement la surface qui se trouve entre I’intervalle [a,b] et la

courbe de la fonction y=f(x).

., b — i
Donc I'intégrale [ ' f(x)dx = YN L [F*1 £(x)dx, maintenant on veut

Xi

faire un changement de vecteur -1,1 et la variable sera t, on metx = x; +

t+1 . . )z : s
h %, on calcul dx a partir de I’équation précédente

d(x l+ht+—1)

> dx = —" 37 gy =ﬁdt
dt

t+1 t+1

> X =X —xl+h—=>0—h—=>t+1—0:>t——1 et

t+1

> x= xl+1—xl+h =>lerl xl—hT—h
t=1
Donc lorsque x = x;,t = —1, x=x;1,t=1

Avec le changement de variable I’intégrale devient

T=1:>t+1=2:>

jf(x)dx zjxmf(x)dx—ZJ Flx; + h—) m e

Pulsque — est constant I’intégrale devient
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b — [ < h (! t+1
Lf(x)dxz;]xi f(x)dxzizozj_lf(xi+hT)dt

Probléme : on se donne la fonction g: [—1,1] = R continue et je cherche

a approcher numériquement f_ll g(t)dt. les choix des points d’intégration
et les poids d’intégration sont dictés par le théoréme suivant :

Théoréme

Soient M un entier positif, des points d’intégration notée tq,t,, ..., tysct
des poids A4, 45, ..., Ay et on une formule de quadrature appelée J(g) avec
J(g) = 2%1 A;g(tj)cette formule de quadrature est la pour approcher

numériquement f_ll g(t)dt.

De méme pour f_llf(xl + hﬂ) dt ~ Zﬁ‘-’lzl Aif (x; + ht+1)

Alors peut approcher f f(x)dx par

b N-1 = N-1 M
h t+1 h t+1
FOO)dx ~ z— f(xi+h—)dt=—zz/1jf(xi+h—)
(2], 2 2 L L 2
a =0 =0 j=1
Donc la formule L,(f) = ZN : M =1 Aif (x + h—) approxime

numériquement f; f(x)dx.

=2

-1

b n M
Lf(x)dx~§ Z/lf(xl+h—)

i

I
o

j=1

Hypothese :

1) La formule de quadrature J(g) est exacte pour les polynomes de degré
n, n un entier positif.

Je calcul I’intégrale f_ll p(t)dt. et je suppose I’égalité entre
I’intégrale et la formule de quadrature J(p)donc on a:
M

1
f p(t)dt. = J(p) = z Aip(tj)) Vpe€EPB,
-1 =
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2)f € C™"*1 [a, b]

Conclusion :
VfeEC™ [a,b]3c>0VO0<h<b-—a |fff(X)dx —L.(f)| < ch™?! (On
note 0 (h"*1))

Interprétation du théoréme :
On choisitf € C™*1 [q, b], on calcul pour différent valeurs de h 1’erreur et on
observe I’erreur est divisé par 2"*!chaque fois que h est divisé par 2.
Conclusion
On a intérét a choisir t; et A; de sorte que r soit le plus grand possible.
Suite : les deux questions qui se posent

® ty,t,,..,ty données, comment calculer les poids A4, 4,, ..., Ay,?

e Existe —t-1l un choix judicieux des points ty, to, ..., ty?
Appliquons le théoréme aux cas de la formule du rectangle et du
trapeze

Formule du rectangle
Approcher numériquement 1’intégrale [ g
pp q g '|_'°" _f__r__}’

f_ll g(t)dt. Dans le cas du rectangle on
choisie le milieu de I’intervalle [-1,1] le / |
point d’intégrale t; = 0 et d’évalue g(0)
(voir le graphe) donc I’approximation est b te——  1*
Le rectangle de hauteur g(0)et de largeur =3 gy~

2,donc J(g) = 2g(0), par conséquent * |

J(9) = XL 4g(t)),

1 2
| 9@at.=1@) = 19(5) voer,

M
t=0,J(g) =29(0) = z 2;9(0)
j=1

1 t+1 2 t+1
) 2 < 2

= 2f (xl- + h%) = 2f (xl- +§) Donc pour =0 on a

10 =
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Ly(f) = 25N 52, Af (x -+hﬂ) Qui devient
Lpy(f) = 2305 2f(xl =) = hZIGf (3 +3)
"Polynémed@gré 0 Qu 1f 1

oy TR
i=0 14

L)
Donc la surface de ’aire de ff f(x)dx T

|

Par la méthode numerique du rectangle est :

f;f(x)dx ~ hYyN ! (xl- + E)

2
D’aprés le théoréme précédemment si f € C?[a, b]

f p(t)dt. =J(p) = Z] 1 p(t ) Vp € PyouP, Lerreur est :

h
err = Ij fx)dx — hz (xl E)l = o(h?)
Formule du trapéze
Méme chose pour la formule du trapéze, soit le ~ 4\Polynéme ge degre 1 -
graphe suivant, ’air marqué par le trapéze sur | == J

la figure est J(g) = g(—1) + g(1)

](f):f_llf(“h#)dme(xﬁ 4_ ,__ -

-1+1
) =f(xi th— )+f(xl R ) = £ + £+ )
L,(f) = ZN 1y 1/1f( +h—) Qui devient
1) = EEI ) + £

D’apreés le théoréme précédemment si f € C?[a, b]
f pt)dt. =J(p) = Z] 1 p(t ) Vp € P; L’erreur est :

err =1 [ i - —Z(f(x )+ fCeesa))] = 0(h?)
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Poids d’une formule de quadrature

e Soit J(g) = 2%1 A g(tj) une formule de quadrature pour approcher

numériquement [ _1 L g®)at.

e Les données sont ty,t,,...,t) points d’intégrations et on veut
calculer A4, 45, ..., Ay,?

e [Idée: soit p € Py_q.D’apres le théoreme de Lagrange on a la
combinaison linéaire py(t) = p(t;)L, + p(t,)L, + -+ p(ty )Ly
avec Lq,L,, ..., Lysont la base de Lagrange de Py,;_; des polyndmes
de degré inferieur ou égal M-I associée aux points d’intégrations
t1,ty, ., by

[ = (=t —tz) . (t = ti— )t — tigq) . (& — tar)
O (6 — ) (6 = ) e (6 — tim) (G — tign) o (& — Eyr)

e Si on utilise la combinaison py,(t) en intégrant a gauche et a droite

sur I’intervalle [-1,1] on obtient donc :

1 1 : 1 .
J_, p@dt =37, pu(t;) [, Lj(®)dt . Si 4 = [ Li(t)dt alors jai
construis une formule de quadrature f_ll p(t)dt =] (p)VPy_,de degré
M-1.

Maintenant ayant la formule de quadrature on peut énoncer le théoréme

suivant :

Théoréme :

On se donne une formule de quadrature et les données du probleme
suivantes : M entier positif, t1,ts, ..., typoints  d’intégration,
A1, Ay, o, Ay les poids d’intégration et on se donne une formule de
quadrature J(g) = 9-/’:1/1]- g(tj) pour approcher numériquement

f_ll g(t)dt. alors je prétends la chose suivante la formule de quadratique
est exacte pour les polyndmes de degré inferieur ou égal M-1,

1 1 .
(f_lp(t)dt =](p)VPM_1) e W= f_le(t)dt,] =1..M)ou les
Ly, Lo, ..., Lysont les fonctions de la base de Lagrange associées aux
points tq, t,, ..., ty. Donc on a une formule pour les poids.
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Interprétation
On se donne les points d’intégrationty, t,, ..., ty, on calcul les poids

Ay, Az, ., Ay avee la formule A; = f_ll Li(t)dt,j=1..M et on a une
formule correspondante Ly, (f) et on calcul I’erreur

b
f FGdx — Lu(f)

Avec f dérivable M fois sur I’intervalle [a,b]. Donc par conséquent

err = = 0(h") f € CM[a, b]

, err . h .
I’erreur est ; oM chaque fois que - - avec cette formue on va construire la

formule de Simpson est on se pose est ce qu’il existe un choix judicieux
de points d’intégration t, t,, ..., ty;-

Formule de Simpson

La formule de Simpson est une formule a trois points

| _— qit
On cherche a approcher 'intégrale [ g(t)dt. IN= | I

On a les trois points d’intégration sur le graphe (voir fig| | |
Donc la formule de quadrature | {

J(@) =231 49(t) = Lg(t) + 9(t2) + A39(t3) | \
Avec les trois points devient
J(@) = 219(=1) + 2,9(0) + A39(1) et

A = f_ll Li(t)dt,j =1,2,3,doncona

(t—t2)(t-t3) —
(t1—t2)(t1—t3)

(t—t1)(t—t3) 2
L) () (-1 =1t
(t2—t)(t2—t3) ( + )( )

_t(t-1)
2

Al = f_ll L1 (t)dt Avec Ll (t) =
Ay = 1, Ly(£)dt Avec L,() =

_r! _ (t=ty)(t=ty) _ t(t+1)
Az = [, L3(t)dt Avec Ly(t) = et
Alors
A—jlt(t_l)dt—lfltz tdt—1 3 t21—1
YU, 2 _2_1( e E 2], 3
1 311 4
/12=f (1—t2)dt=[t—§ =3
et +1) 1 (2 1[¢e3 ¢2]° 1
Ay = dt == t*’+t)dt==|=—+—=| ==
’ j_l 2 zj_l(J’) 2[3+2_1 3

1 4 1
J(g) = gg(tl) + gg(tz) + gg(tg)
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b N-1 1 N-1 M
h t+1 h t+1
fFoode~ Y = | fog+h—")dt == z Lif (i + h—)
. £.2), 2 2 L. 2 2
=0 =0 j=1
Donc la formule Ly (f) = 2 Z8g' S0, 4 f (x; + h =

Donc pour t=-1,0,1 L, (f) devient L,(f) = %Z?’:‘Ol(ﬂlf(xi) + A f (xi + g) +
Aif (x; + h))en remplagons 4, = A5 = §,12 = §' la formule devient L, (f) =
%Z?/:_ol(if(xi) + gf (xl- + g) + %f(xi + h)) on fait sortir § hors de la
somme et mettre x;,1 = x; + h
h— h
La(f) = ) (PG +4f (x+3) + fCxee))

i=0

Soit f € C*[a, b]L erreur est d’ordre 4 :
err = | f; f(x)dx — Lh(f)| = 0(h*) C’est a dire que err/4 chaque fois
que h/2.

Maintenant on va parler des points d’intégrations qui vont nous ramener a
la formule de Gauss.

e Soit la formule de quadrature J(g) = ?’1:1/1]- g(t;) pour approcher
numériquement 1’intégrale f_ll g(®)dt.

e Les poids 4; = f_ll Ly(t)dt,j = 1..M étant les fonctions de la
base de Lagrange.

o [1,p(®)dt =]®)¥p € Py .

e Existe-il un choix judicieux(ou particulier) pour les points
d’intégrations t4, t,, ..., ty?

e La réponse est oui ce sont les formules de gauss, donc dans le cas
M=2, je vais choisir comme point d’intégration dans la formule du

. . : .. 1 1.
trapezet; = —1,t, = 1, 1ci je vais choisir t; = _ﬁ‘tz =35 Je

calcul les poids A; = f_ll Li(t)dt et 1, = f_ll L, (t)dt et j’obtiens
(t—t;) V3

1
WO T TR
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V3 1 1 V3[t? ¢
v=-7), %) 2z L,
— 3 1
LO= =T
=—f t+— dt—3 r =1
2 ﬁ_l

1 1 1 1
J(9) = A9 <—T§) t 4.9 (ﬁ) -9 <_ﬁ> 9 (ﬁ)
e Elle exacte pour les polynomes de degré 1. f_11 p(t)dt =] (p)Vp € P; .

Il se trouve qu’il ya mieux que ¢a (voir figure) on dessine le graphe de
polyndme de degré 2 dans I’intervalle [-1,1] et si on prend la formule et
on trace la droite qui coupe le graphe en deux points d’abscisses -1, 1 et
ca ne marche pour un polyndme de degré 2 car I’erreur est trés grande,

mais par contre pour la formule de gauss on a les deux points d’abscisse
1
5 et \/__ et si on trace la droite qui passe par ces deux points on remarque que
I’erreur a ’'intérieur de la courbe est compensé par ’erreur a ’extérieur de la

courbe(voir figure) et ans ce cas la le polynome f_ll p(t)dt =J(p)Vp € P, est vrai.

| Ei“?’ e jﬁ_’a o CIF
}'—" " Trapeze {
|ﬁf| ‘
i s r
_I,I \F . \/‘§ | = t
I L

Et i1 se trouve qu’il est vrai pour le polyndme de degré
3, [, ' p(t)dt =] (p)Vp € P;, mais pas pour le polynome de degré 4 ou plus.
Donc lorsqu’on regarde err = [ f (x)dx — Lh(f) 0(h%), f € C*[a, b]

AVee L (F) = EELo(F G+ h D) + £x + h 2
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De manicre générale M quelconque t4, ty, ..., tyles zéro du polynome de
gauss- Legendre L, la formule de quadrature est exacte pour 2M-

1, f_llp(t)dt =J(p)Vp € P,y _, et donc Ierreur que je fais err = |f;f(x)dx —
Lu(F)| = 0(a2™), f € ¢?M[q, b]

Programme Matlab pour le calcul d’erreur

e Soit la fonction f(x) = xsin(2kmx) définie sur ’intervalle /a,b]=/0,1]
. f;f(x)dx = f: xsin(20mx)dx = ﬁ avec k=10.

e On veut calculer ’erreur entre I’intégrale f; f(x)dx et la formule

L, (f) (err = |f;f(x)dx — Lh(f)| = 0(h*M)), pour les formules suivantes :

e Trapéze a deux points (M=2) t; = —1,¢t, = 1.
-1 1

wRTR

e Gauss a trois points (M=3), t; = —\E, t, =0,t;= [=

e Gauss a deux points (M=2), t; =

Script integration.m

function [err_trap2pts, err_gauss2pts, err_gauss3pts]=integration(N)
%Etant donn¢ un entier N, on integre numériquement la fonction
%déefinie ci-apres sur l'intervalle [a,b] dont les bornes sont définies ci-dessous
%Parametres
%N : nombre d'intervalles pour la discrétisation de [a,b]
%Sortie
%Bornes de l'intervalle
a=0.;b=1.;
%fonction f a intégrer

%Valeur exacte de l'intégrale se f sur [a,b]=[0,1]
exact=-1./(20%p1);

%Pas d'espace
h=(b-a)/N;

% formules de quadratures
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% Formule du trapeze
Trapeze2pts=0.;
for 1=0:N-1
x1=a*1+h;
trapeze2pts=trapeze2pts+h/2*(f(x1)+f(xi+h));
end
err_trap2pts=abs(exact-trapeze2pts);

%Formule de gauss a deux points

gauss2pts=0.;

al=(1-1./sqrt(3))/2.;

bl1=(1+1./sqrt(3))/2.;

for 1=0:N-1
xi=a*1t+h;
gauss2pts=gauss2pts+h/2*(f(xi+al*h)+f(xi+bl*h));

end

err_gauss2pts=abs(exact-gauss2pts);

%Formule de gauss a trois points

gauss3pts=0.;

a2=(1-sqrt(3./5))/2.;

b2=(1+sqrt(3./5))/2.;

for 1=0:N-1
x1=a*1th;
gauss3pts=gauss3pts+h/2*(5/9*f(x1+a2*h)+8/9*f(xi+h/2)

+5/9*f(xi+b2*h));
end
err_gauss3pts=abs(exact-gauss3pts);

%Ia fonction f
function funct=f(x)
k=10;
funct=x*sin(2*k*pi*x);
end %fin de la fonction funct

end % fin de la fonction intégration
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Exécution

>> [errl,err2,err3 |=integration(10)
errl =0.0159
err2 =0.0121
err3 =0.0019

>> [errl,err2,err3]=integration(20)
errl =0.0159

err2 =5.1073e-04

err3 =1.1053e-05

>> [errl,err2,err3]=integration(30)
errl =0.0063

err2 =8.2055¢e-05

err3 =7.7911e-07

>> [errl,err2,err3 |=integration(40)
errl =0.0034

err2 =2.4309¢e-05

err3 =1.2926e-07

>> [errl,err2,err3 J=integration(50)
errl =0.0022

err2 =9.6677¢-06

err3 =3.2833e-08

>> [errl,err2,err3]=integration(80)
errl =8.2666e-04
err2 =1.4297¢-06
err3 =1.8925¢-09

On Remarque plus en augmente le nombre N qui permet a h de converger
vers le zéro cela diminue en méme temps 1’erreur
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Chapitre 3

Résolution des systemes lin¢aires

67



Université de Jijel /Dép Physsique Analyse Numérique Fezani Mostefa

On se donne un entier N positif assez grand de 10 a 10° et soit
A(aij), 1 <i,j < Nune matrice carr¢ de dimension N x N réguliere
(inversible, Al existe, dét A+0,...) et un vecteur B (bj), 1<j<N eton
cherche un vecteur X (x;),1 <i <N tel que AX = §, pour cela on va
utiliser trois méthodes directes :

e Elimination de Gauss,

e Deécomposition d’une matrice A=LU,

e Décomposition de Cholesky A=LL", si A est symétrie défini positif.

Définition
Un systeme est échelonné si :

. Le nombre de coefficients nuls commencgant une ligne croit strictement
ligne apres ligne

Il est échelonné réduit si en plus :

. Le premier coefficient non nul d’une ligne vaut 1

. Bt c’est le seul élément non nul de sa colonne.

Exemple :

le + 3XZ + ZX3 - X4 = 5
0 — x, —2x3 —0 =4 Estéchelonné (non réduit)
3x4 — 1

le + 3XZ + ZX3 — Xy = 5
4 0 + 0 —2x3 +0 =4 N’estpas échelonné
x3 + x4 - 1

( x1 + 3x2 + 2x3 - x4 - 5
4 0 + x, —x3 +0 =4 Echelonné et réduit
\ X4 =1

Ce systeme se résout en

x1 - _6 - 5X3
xz - 4‘ + x3
x4 - 1
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L’ensemble des solutions :
s ={(—6 —5x3,4 + x3,x3,1)| x3 € R}

Rappel sur la résolution d’un systéme triangulaire supérieur

A1,1 1,2 A1,3 -0 oo A1n-1 A1n \ X4 / b,
0 az, azz.... Az2n-1 A2n / X \ b, \
X3 bs

\O 0 0.... Apn—1n- an_l'n/ \xn—1) \bn_1)
0 0 0 ... 0 an, Xn by

n
bp_1 — j=n An-1,jXj

An-1n-1

n
bp_p — j=n—-14n-2,jXj

*Xn—2 =
An-2n-2

n
bp_3 — j=n-2 An-3,jXj

* Xn-3 =
An-3n-3

n
bp_s — j=n-3 An—4,jXj

*Xn—g4 =
An-an—4
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Méthode du pivot de Gauss

La méthode du pivot de Gauss est une méthode pour transformer un
systéme en un autre systeme équivalent (ayant les mémes solutions) qui
est triangulaire et est donc facile a résoudre. Les opé€rations autorisées
pour transformer ce systéme sont :

« ¢change de deux lignes.
« multiplication d'une ligne par un nombre non nul.
« addition d'un multiple d'une ligne a une autre ligne.

Soit le systeme suivant :

1,1 A1,2 A1,3 «+ e A1n-1 1,0 X1 by
A1 Q22 A3« oo An—1 A2n ( Xy \ b,

az,1 A3 A3,3 - oo a3 n-1 A3n X3 bs

\an—l,l An-1,2 An—1,3 =~ - An—1n-1 an—l,n/ \xn—1) bn_1)
an,l an,Z an,3 ------ an,n—l an,n Xn bn

Et on veut arriver a ce systeme

0 0 1l....azn_q0sy X3 d3
\0 0 O0.... 1an_1n ) Xn-1 dn_1 /
0 0 0 ... 0 1 Xn dn

L'algorithme de Gauss-Jordan est le suivant :

L’algorithme du pivot de Gauss se déroule de la facon suivante :

Soit A(a;;),1<i,j<N

— On choisit un pivot non nul dans la premiere colonne, disons sur la
ligne 1 ;

70



Université de Jijel /Dép Physsique Analyse Numérique Fezani Mostefa

— On échange la premiére et la i™ ligne ;

— On effectue les opérations suivantes sur les lignes
i<l<n:S= aj‘l;ajl = Qa;; a; =S

— On passe a la colonne suivante ;

A la colonne i+1, on effectue les opérations suivantes :
— On effectue les opérations suivantes sur les lignes

. aij . .
l+1<k£n:akj<—akj—a—l_’_aki;l+1<]Sn
24

Ces opérations ont pour effet de transformer le systeme en un systeme
triangulaire. Une fois arrivé a un systéme triangulaire de la forme :

Exemple
Soit le systeme d’équation suivant
Xy — X3+ x4 =3
3x3+5x, =1
—2x1 +4xy + 7x3 +4x, = 2
—2x1 +6xy —8x3+7x, =9

Le systeme matriciel équivalent

0 -1-1-1\ /%
a-[0 0 3 5)[%)|_
-2 4 7 4)\%

-2 6 -8 7/ \X4

O N = W

On appliquant I’algorithme de gauss on obtient le nouveau systeme
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1.0000 — 2.0000 —3.5000 — 2.0000

AGauss _ 0 1.0000 - 1.0000
0 0 1.0000
0 0 0

Programme matlab
function B=gauss Pivot(A)
[n,p]=size(A);
for i=1:(n-1)

if A(1,1)==

A=changer ligne(i,A);
end

1.0000
1.6667
1.0000

A(1,:)=A(1,:)/A(1,1); %changement des lignes

for k=1+1 :n
for j=1+1:p

Alk,j)=Adk))-(AG)* A1)/ AGD;

end % end loop of j
A(k,1)=0;
end% end loop k
end %end loop 1

A(k,:)=A(k,:)/Akk); %divide end of line Matrix

B=A;
end %end of function

Fezani Mostefa

—1.0000
3.0000
0.3333
0.2353

function CC=changer ligne(i,C) ;%fonction qui assure le changement des lignes ;

[n,p]=size(C);
j=1;Bool=true;
while(j<=n) & Bool

if (C(j,)~=0)
Bool=false

else

=it

end

end% end while
if (Bool==false)
forI=1:p

s=C(,)); C(,D)=C(1,]);C(1,D)=s;

end
else

fprintf('%s pas de solution ');
end
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CC=C;

end

Décomposition d’une matrice A=LU

Fezani Mostefa

Soit A(ai j), 1 < i,j < N une matrice carr¢ de dimension N x N régulicre
(inversible, Al existe, dét A+0,...) et un vecteur B (bj), 1<j<N eton
cherche un vecteur X (), 1<i<N tel queA.)_() =F , et on veut

a1,1 al’z a1’3 ...... a1 n—1 aln
Q2,1 A2,2 A23 «: o Az2n-1 A2n
a3, A3 A33 «+ o a3n-1 aA3n
An-11 An-1,n

Qpq Ap2 Ap 3

Donc pour résoudre le systeme

[

\an—l,l Apn-1,2 An-13

an,l an,Z an,3 -

i1 a12 413 -
az1 022023 ..
azq10a32 A33 ..

An—1n-1 an—l,n/

On est amen¢ a résoudre le systeme
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;1 0 0
l31 l32 l33 0
ln—l,l ln—1,2 ln—l,n—lo
i1l by lyn1 - lyn

décomposer A en deux matrices L.U, la premiere est matrice triangulaire
inferieur et U une matrice triangulaire supérieur
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110 0\ /1luy, Uin X1 b
l2112, 0 0 01 uy; Usp, X7 bZ
l31 132 133 0 001uz, e Uzp X3 b3
lh-11ln-12 o lh-1n-10 ]\ 000 .. lup_1n |\ Xn—1 bn—l
ln,l ln'z ln,3 ™ lTL,TL—l ™ ln,n 0 O O e 1 x’n bn

Pour cela on va faire la résolution en deux parties

1" partie résoudre L.Y=B

[, 0 on / V1 by
l21 l22 0 e O yz b2
l31 132 133 0 V3 bs
lh-11lh-12 o lpman-10 [\ YV, b,_4
b bz g - lnnet wlun/ \ Y b,

21Me partie UX=Y

1 Uqp Uin xl yl
01 uy; Uy X2 Y,
O 0 1 u34 ™ u3n x3 y3
000 .. lup, |\Xp_1 Yo 4
000 .. 1 Xn v,

Maintenant la question qui se pose comment on va calculer L et U,
simplement on identifie les coefficients de L et U en comparent avec les
coefficients de A apres avoir €tablie le produit de L*U dans le bon ordre
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La 1% étape
On va identifie de la premiere colonne 4 et LU

A1,1 Q12 1,3 o+ e A1n-1 A1,n 10 0 1uq, Uqp
az’l az’z a2’3 ...... az‘n_l az’n l21 l22 0 0 01 Uy3 Uzn
a3'1 a3,2 a3'3 ...... a3'n_1 ag,n l31 l32 l33 s 0 0 O 1 u34 e u3n
An-11 An-1,n liciiliciz o licin-0 )\ 000 .. luy_1p
an,1 An2 Ap3 - - Ann-1 Ann ln,l ln,z ln,3 ln,n—l ln,n 000 1

On multiplie la 1 colonne de U avec tous les lignes de L et on les identifiants avec la 1% colonne
de A

a1 = l11,021 = lp1,831 = l31 Q11 = 11, 8p1 = Ig
21M atape
On va identifie la 1¥ ligne de A avec la 1 ligne de U, in faisant le
produit de tous les colonnes de L seulement avec la 1% ligne de U.

— l _ alz _ a12 _ l _ a13 _ a13
Az = lially = Uz = 77— = ==, 013 = lyly3 = Ugz = 7— = ==
a 11 a a1 4 11 aall
— _ %14 __ %14 — _ “1n __ “1n
a14- - l11u14- - u]_4. - l_ — a_--.aln — llluln = uln = l_ = a—,
11 11 11 11
3™ étape

1éme

Deuxieme colonne de A et le produit de tous les lignes de U avec la 2
colonne de L.

_ I _ a2 I [ = Q22011 — A21012
Apy = lpqUqp T loy = Agp = A1 —— + Uy = Uy =
a
11 11
I Lo = _ a2 Lo = A32011 — A31012
31U12 T U3 = A3 = A3y = 32— 031 — = I3 =
11 aiq
Ao

lh—11uq2 + ln—2,2 =0p-12 = Qp-22 = ln—2,2_an—1,1 _a
11
An-12011 — An-11a12

ln—2,2 =
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4™ étape : .
On va identifie la 2™ ligne de A avec la 2 ligne de U, in faisant le

produit de tous les colonnes de L seulement avec la 2™ ligne de U.

i€me

Ugzlyy + Upzlyp = a3 = ——ay; + Uys

aiz (a22a11 — dz1012
11

):a23:}

az3411 — 4210413

a1

A13021 + Up3(A22a11 — A21Q12) = Q103 = Upz = _
2011 — A21012

Ugqalyy T Upslyp = Ay = —ay1 + Uy, = A4 =

A14 (a22a11 - a21a12)
aiq

aiq
Az4Q11 — Q21014

Q14021 + U4 (A22a11 — A21012) = Q104 = Upg = _
2011 — A21012

A1n Az2011 — 4210412
= aZTL e

Uinlyy + Upploy = Ay = —ay + Uy,
a1 aiq

Arpndq11 — A2101n

A1nQ21 + Uzn(A22011 — A21Q12) = A11Qon = Upp = _
22011 — Q210412

I [ — A14 Q22011 — Q21012 _
Ugalyg T Upalpp = Apq = ——Apq + Uy, = A4 =
Az4Q11 — Q21014

aiq aiq

Q14021 + U4(A22011 — A21012) = Q104 = Upg = _
2011 — A21012

Et ainsi de suite jusqu'a la fin.
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Exemple

Faire la décomposition de la matrice suivante

3 -2 0 0 0 0 O 0 0
-1 3 20 0
0o -1 3 20 0 0 0
0 O -1 3 20 0
0 0 . 0 0
A= 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0o . 0 0
0 0 . 0
0 0 -1 3 -2
0 O 0 0O 0 0 O -1 3

Décomposition de Cholesky A=LL" ‘
Pour appliquer cette décomposition il faut qu’A est symétrie défini
positif.

Définition
Soit A(ai j), 1 < i,j < N une matrice carr¢ de dimension N x N régulicre
(inversible, Al existe, dét A+0,...) et un vecteur B (bj), 1<j<N eton
cherche un vecteur X (x;),1<i<N tel queA.)_() = B, on dit qu’A est
symétrie défini positif s’elle vérifie les 3 conditions suivantes :

o Asymétrique A = A"(a;; =a;;),1<i,j<N

e X(x),1<i<N;XTAX=>0

e XTAX=0 & X =0.

Si A est sdp alors il existe une décomposition unique A=LL" Avec des
coefficients diagonaux (l;; > 0.) et L triangulaire inferieur

A1,1 Q1,2 A1,3 o oo A1n-1 A1,n

Q2,1 A22 A23 wo: o Az2n-1 020

a3, 32 A33 «: e a3n-1a3n
A=

An-1,1 An-1,n

(pq Qpo Ap3 e e Apn—1 Ann
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lll 0 e 0 lll l12 en lnl

115, 0 0\[ 01,1, L
LLT = '

ln—l,l ln—1,2 ln—l,n—lo 000 ln—l,n—l ln,n—l,

Lot lnz bng oo lynet - lnn/ \00O lun

De l'égalité A=LL" on déduit :
min {i,j}
= (LLTY;; = ZIL,{ Z Ll 1< i,j <
k=1

Puisque /,,=0 si 1<p<q<n.
La matrice 4 étant symétrique, il suffit que les relations ci-dessus soient
verifiées pour i<j, c'est-a-dire que les ¢léments /; de la matrice L doivent
satisfaire :
ajj = Yherlilp1<i<j<n
Pour i=1, on détermine la premiere colonne de L :
a1 = li1ly1D’ou by = vay,

, a;j .
aij - lllljl d OUIjl = l—,Z S] <n

11

On détermine la i-eme colonne de L(2 < i < n), apres avoir calculé
les (i-1) premiéres colonnes :

aj; = liglyp + -+ Ll d'ouly; = \/au ;c !

o i—_l Linl:
Ll + gl dou by = B

i+1<j<n

Lii
Il résulte du théoréme précédent qu'il est possible de choisir tous les
¢léments />0 en assurant que toutes les quantités

Q11,005 o, Aj; — e 12, ... Sont positives.

78



