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L’objet de ce cours est I'introduction et la présentation des notions de base de ré-
solution des équations aux dérivées partielles par une méthode spectrale. La technique
pour calculer la solution approchée est basée sur une formulation variationnelle du pro-
bléme continu et apparait comme une méthode de Galerkin avec intégration numérique.
Au terme de ce cours, I’étudiant saura effectuer I’analyse numérique de la méthode pour
I’équation de Poisson lorsqu’elle est munie de conditions aux limites de Dirichlet.

Le cours est composé de 3 chapitres :
— Chapitre 1 : Polynémes de Legendre et formules de quadrature
— Chapitre 2 : Erreurs d’approximation et d’interpolation polynomiale

— Chapitre 3 : Discrétisation spectrale du probléme de Dirichlet pour le laplacien.



Préliminaires

Les notations utilisées dans ce cours pour les espaces de Sobolev sont classiques. Les
démonstrations des propriétés indiquées figurent dans les ouvrages de références, voir par
exemple Adams [1], Dautray et Lions [5].

On note Q un ouvert borné lipschitzien de R?, d € N*.

Définitions 1. On note L*(Q) 'espace des fonctions v mesurables telles que

/112(1:) dx < 400.

Q

C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u,v) = /u(m)v(m) dx.

Q

Jelos = [e#(ed)*

Pour tout m € N, l’espace de Sobolev H™(Q)) est défini par

On note || - |lo.o la norme

H™(Q) = {v e L*(Q), 0% € L*(Q), Ya € N, |a| < m},

muni de la norme

[ollmc = (/ Y (@) () dx>%, (1)

Q lal<m
L’espace H™(S)) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire associé & la norme (1)

(U, V)2 = ( / 3 (0%u)(2)(0"0) (x) dx).

Q lal<m

-D(Q)) désigne l’espace des fonctions indéfiniment différentiables a support compact dans
Q.

-On note HJ*(QY) adhérence de Uespace D(QY) dans l'espace H™(S).

-En particulier, H}(Q)) est lespace de fonctions de H'()) qui s’annulent sur le bord 09
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On rappelle également un résultat de base, connu sous le nom d’inégalité de Poincaré-

Friedrichs.

Proposition 2. (Inégalité de Poincaré-Friedrichs) Il existe une constante C > 0 ne

dépendant que de la géomélrie de Q) telle que toute fonction v de HL(Q) vérifie
o 3
2 2
ol < (3 (50) ) da)
o =1 i

Une conséquence de cette inégalité est le résultat d’équivalence suivant :

Corollaire 3. La semi norme

W10 = (/i(%)Q(I) dx>§

o=t

est une norme sur l'espace H}(Y), équivalente a la norme || - 1.0

Notation 4. Soit E un espace de Banach séparable de norme || - |g. On notera L*(Q, E)
Uespace des fonctions définies de Q2 dans E telles que la fonction : v — ||v||g appartienne
a L*(Q)). Pour tout m € N*, on désigne par H™(S), E) 'espace des fonctions de L*(Q, E)
dont toutes les dérivées partielles d’ordre < m sont dans L*(Q), E), on définit HJ'(Q), E)
comme 'adhérence dans H™(Q, E) des fonctions indéfiniment différentiables de Q dans

E a support compact dans €. Les espaces H™(Q, E) sont munis de la norme

el = ([ 3 Noro)@las)*

Q lal<m

et de la semi norme
1

e = ([ 3 lero@dr)”

Q lel=m
Notations 5.
-Pour tout intervalle ouvert borné A de R, on note P,,(A) Uespace des restrictions a A des
polynomes de degré < n.
-Pour tout n € N et pour tout domaine Q0 de R? égal au produit Ay x - -- x Ay d’intervalles
ouverts de R, on note P,(Q) lespace des restrictions a ) des polynémes a valeurs dans
R et de degré < n par rapport & chaque variable x;,1 <1 < d.
-On note PY(Q) lespace des polynomes de P, (Q) qui s’annulent sur 0.

-Dans ce cours, on notera par A, Uintervalle ouvert | — 1,1].



Chapitre 1

Polyndémes de Legendre et formules de

quadrature

1.1 Polynomes de Legendre

Définition 1.1.1. On appelle famille des polynomes de Legendre la famille (L,), de
polynémes, deuzr o deuz orthogonaux dans L*(A) et tels que, pour tout entier n > 0, le

polynome L, soil de degré n et vérifie : L,(1) = 1.

Remarque 1.1.2. Les polynémes de Legendre sont construits a partir du procédé de

Gram-Schmidt dans L*(A,) appliqué o la base canonique ", n € N.
Notation 1.1.3. Pour tout n € N, on note k,, le coefficient de x™ dans L, (z).

Proposition 1.1.4. (Equation différentielle) Pour tout n € N, le polynome L, vérifie

I’équation différentielle :

%((1 —2*)L,) +n(n+ 1)L, = 0. (1.1)

Preuve. On remarque que le polynome %((1 — xZ)L;l) est de degré < n et qu’il vérifie

par une intégration par partie, pour tout polynome ¢ de degré < n —1:

| pla-Pm)@e@is = - [ (=)L) e,

1 dx 1

— /_Ln(x)dix((l—ﬁ)go’)(x)dx.

1

Comme L ((1 — 22)¢') est un polynome de degré < n — 1 et L, est orthogonal a tout

polynome de degré < n — 1,

/_ i«l —2?) L) (x)p(x)dz = 0,

1 dx



on en déduit qu’il existe un nombre réel A\, tel que

%ﬁa—x%ug+x¢n:0

Pour calculer \,, on regarde le coefficient de x™ dans I’égalité ci-dessus et on obtient
—k,n(n+1)+ kA, =0,
ce qui termine la démonstration. Il

Remarque 1.1.5. Une conséquence immédiate de I’équation (1.1) est que l’on obtient par

intégration par parties, pour tout m,n € N :

/_1 I (@)L (2)(1 = 2%)dz = n(n + 1) /_ Lo () Ln(2)da. (1.2)

1
Ceci signifie que les L, n > 1, forment une famille de polynémes deux 4 deux orthogonaux

pour la mesure (1 — z%)dz dans A. Une autre conséquence de l’équation (1.1), appliquée

en 1, est ’égalité

(1) = n(n—i—l).
2
L’opérateur A défini par
d
Ap=——((1 - 27)¢' 1.3
o= =2 ((1=2)p), (13)

est auto-adjoint dans L*(A\). L’équation (1.3) se traduit par le fait que tous les polynoémes
de Legendre en sont des fonctions propres, ceci est a lorigine du qualificatif "spectral” qui

caractérise la méthode étudiée dans ce cours.

Proposition 1.1.6. (Formule de Rodrigues) Pour tout n € N, le polynome L, est

donné par
(_1)n dn
2nn! dxn

(1—2*)"). (1.4)

n:

Preuve. On remarque que la fonction (1 —22)" est un polynome de degré 2n qui s’annule
en +1, ainsi que toutes ses dérivées jusqu’a l'ordre n — 1. En intégrant n fois par parties,

on vérifie que pour tout polynéme ¢ de degré < n — 1,

[ =)@ e = 17 [ e () @ =

1 dam 1 dz™

donc d‘inn ((1 — :cQ)”) est égal & une constante que multiplie L,. Pour déterminer la

constante, on utilise la formule de Leibniz

ar . ; 7 n\ (n—1
(o)) = S (-2 (142
i=0
n—1
= Yo (- ()" on((t—2)") " ()
i=0
il suffit maintenant d’évaluer cette expression en 1 pour conclure. Il
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Corollaire 1.1.7. Pour tout n € N, le polynome L,, vérifie
o 1
L dr = . 1.5

1

Preuve. De la formule (1.4), on déduit en effectuant n intégrations par parties que

(_1)n/ " (1= 2*)™) () Ly (2)dx

1
L} (z)dz =
/1 n(@)d 2rnl o dan
1 1
= '/ (1 — 2*)"k,nldz,
2mnl
(2n)! /1 2
= — = 1 —a%)"dx.
e | @)

22n+1 (n|)2

Par le changement de variable z = cosf, on obtient l'intégrale de Wallis

' 2 ! 2 : 41
/ (1—x )”dsz/O (1—x )”dsz/O (sin 0)*"*1df = Gnr )
0

1

De la formule (1.4), on peut également vérifier facilement le résultat suivant
Corollaire 1.1.8. Les polynomes de Legendre ont la parité de leurs degrés.

Proposition 1.1.9. (Equation intégrale) Pour tout n € N, on a la formule
(1.6)

[ 1€ dt = 5t (@) = L (o).

Pour des raisons techniques, on aura besoin de polyndémes de norme 1. On pose donc,

pour tout n € N :
L, 1
L = =\/n+ =Ly,
[ Lnllo.a 2

et on désigne par kF le coefficient de 2" dans L} (x). On commence par démontrer une

relation de récurrence vérifiée par ces polynoémes.

Proposition 1.1.10. Pour tout n € N*, on a la formule de récurrence :
* n+1 * n—1"n+1 *
Ln+1 - k: x Ln o L*2 - Lnfl' (17)

n

Preuve. On voit que le polynome L;_ | — %xL; est de degré < n et orthogonal & tous
les polyndmes de degré < n — 2. Il existe donc deux constantes u, et v, telles que 'on ait

k*
* n+1 * *
n—&-l_?an_:unLn_ynLn—l

n



Du Corollaire 1.1.8, les polynomes Ly, x Ly et Ly _; ont la méme parité que n+1, tandis
que le polynoéme L a la parité de n. Ceci prouve que p, est nul. Il reste a calculer v,, ce

qui s’effectue en écrivant

1 k,* 1
0= [ Lin@li o)l = =222 / L@l (a)ds v, [ L Ao

K, . ,
Z;LZ et d’un polynéme de degré < n — 1, on en

En notant que L} _; est la somme de
déduit
0= M — Uy,
ki’
ce qui termine la démonstration. [l
et en utilisant le Corollaire

En remplacant chaque L} par et chaque k) par

IIL fon [Znllo,a ||

1.7, on en déduit la relation de récurrence pour les polynomes de Legendre.

Corollaire 1.1.11. (Formule de récurrence) La famille (L,), est donnée par les rela-

tions

Lo(z) =1 et Ly(x) =z,

(1.8)
(n+1)Lypt1(z) = (2n+ 1)aLy(x) —nL,—1(z), n > 1.

1.2 Formules de quadrature

Dans cette section, sont rappelés les caractéristiques des formules de Gauss et de Gauss-

Lobatto qui seront utiles pour la suite. Dans tout ce qui suit N € N*, et il sera fixé.

Proposition 1.2.1. Il existe un unique ensemble de N points {; de A, 1 < 37 < N, et un
unique ensemble de N réels w;, 1 < j < N, tels que l'égalité suivante ait lieu pour toutl
polynome ® de Pyy_1(A) :
1 N
/ O(z)dr =) D(&)w;. (1.9)
-1 -
7=1

Les &, 1 < j < N, sont les zéros du polynome Ly. Les w;, 1 < j < N, sont positifs.

Preuve. Soient §;, 1 < j < N, les zéros de Ly. Pour 1 <k < N, on note hy le polynome
de Lagrange associé a &, c’est-a-dire 'unique polynome de Py_1(A) qui vaut 1 en & et
s’annule en §;, 1 < j < N, j # k. On pose wy, = f hi(x)dz. On vérifie facilement que,
pour 1 < j <N,

1
/ hk( )d(L’ = hk l‘k WE = th gj w],
—1

c’est-a-dire que l'égalité (1.9) est vraie lorsque ® appartlent a lensemble {hq,...,hx}.

Comme cet ensemble forme une base de Py_1(A), Pégalité (1.9) est satisfaite pour tout
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polynéme & de Py_;(A). Soit maintenant ® un polynéme quelconque de Pon_q(A), on
effectuant la division euclidienne par Ly, il existe deux polynomes QQ et R nécessairement
dans Py_1(A), tels que @ soit égal & QLy + R. On calcule alors
1 1 1
/1 O(x)dx = /IQ(x)LN(z)d:B + /IR(x)dx.
Comme Ly est orthogonal & tous les polynomes de degré < N — 1, donc a @, et que
I'égalité (1.9) est exacte pour le polynome R, on en déduit

1 N

/ () = / R(n)dr = 3 R(&)w;.

1 1 j=1
Finalement, comme les nceuds de la formule de quadrature sont les zéros de Ly, on obtient

N N

/_ O(z)de = 3 (QLy + R)(E)w; = 3 0(&)w;.

1

J=1 J=1

Ce qui prouve l'exactitude de la formule de quadrature sur Poy_;(A). Comme les hj,

1 < j < N, appartiennent & Py_;(A), les h3 appartiennent a Poy_5(A) et on a

N
/1 h?(x)dx = Zh?(fz)wz = wj,
-1 i=1

ce qui prouve que les w; sont positifs.
Réciproquement, soient &; et w;, 1 < j < N, 2N nombres réels tels que la formule (1.9)
soit vraie pour tout ® dans Pyy_1(A). Comme précédemment, on note h;, 1 < j < N, les

polynémes de Lagrange associés aux &; dans Py_;(A). En appliquant la formule & h;, on

1
wj:/ h;(z)dx,

1

voit que l'on a nécessairement

donc les w;, 1 < j < N sont déterminés de fagon unique en fonction des ;. En choisissant
® égal a Lyh;, on obtient

N

0= [ Lu(olby(e)ds = 3~ Loy (onere = Ln(&)a

1 k=1

Comme w; est égal a f_ll h3(z)dz, il est donc positif et Ly(;) est nul et les N points
distincts §;, 1 < 7 < N, sont les zéros de Ly. O
La formule de quadrature (1.9) est appelée formule de Gauss de type Legendre a N
points.

On introduit maintenant une autre formule de quadrature appelée formule de Gauss-
Lobatto, qui différe de la premiére essentiellement par le fait que les extrémités -1 et 1

de 'intervalle A sont des noeuds de la formule.



Proposition 1.2.2. On pose ny = —1 et ny = 1. 1l existe un unique ensemble de N — 1
points n; de A, 1 < 57 < N —1, et un unique ensemble de N 41 réels p;, 0 < j < N, tels

que ’égalité suivante ait lieu pour tout polynome ® de Pon_1(A)

[ ada =30, (1.10)

Les neeuds n;, 1 < j < N — 1, sont les zéros du polynome L'y. Les poids p;, 0 < j < N,
sont positifs.
N—1
Preuve. On note d’abord que, si Fy_; désigne le polynéme [] (x — n;), tout polynoéme
j=1
® de Py _1(A) s’écrit sous la forme
(1—z)Fy_1(x)
2FN_1(-1)

(1+2)Fn_1(x)

v (1) + (1 — 2?)¥(2),

O(z) = B(—1) + (1)

ou ¥ est un polynome Pyy_3(A). En posant

1
Po = 2FN711(—1) fl(l —z)Fy_1(z)d,

B
PN = gy J (L+ @) Fvea (2)dz.
5

La premiére partie de la proposition est équivalente a ’énoncé suivant : il existe un unique
ensemble de N — 1 points ; de A, 1 < j < N — 1, et un unique ensemble de N — 1 réels
pj, 1 < j < N —1, tels que I'égalité suivante ait lieu pour tout polynéme ¥ de Pyy_5(A)

1 N

[¥@ = yis =3 )1 - ),

- j=1
Ceci est similaire a la Proposition 1.2.1, avec N remplacé par N — 1 et la mesure dx
remplacée par la mesure (1 —2?) dz. On termine donc la démonstration de la Proposition
1.2.2 exactement par les mémes arguments que pour la Proposition 1.2.1 en rappelant
que, d’aprés la formule (1.2), les polynémes L/ ,n > 1, forment une famille orthogonale
pour le produit scalaire : (¢, 1) — fjl o(x)(x) (1 — 2?) dz. O

Le mode de calcul des poids p;, 0 < j < N, est donné dans la proposition suivante.

Proposition 1.2.3. Les poids pj, 0 < 7 < N, sont donnés par

2
PI= NN+ )IE ()

(1.11)

Preuve. En appliquant la formule (1.10) au polynéome L;NT(;”)(l — %), on voit que
1 /
Liy(x) 2 d 2\ 77
INE ) a?)de = (1= 2L ()
[0ty = (= ) )
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d’otr, d’aprés 'équation différentielle (1.1) :

o 1 b Ly (x) Ve
P NN+ ) In(y) /_1 T — 77j<1 Jdz. (1.12)

1 Ly(x)
-1 z—¢;

2 (1 — 2%)dz, on calcule par récurrence sur n la quantité

(z) Ly (n) — Ly, () Ly, ()
T —n '

Pour évaluer I'intégrale

L/
Sn(ZE, 77) ntl

En dérivant la formule (1.8), on établit une formule de récurrence sur les L/, n > 1, :
(n+ 1)Ly (2) = 2n+ DL, (z) + (2n + 1)Ly () — nL_y(z),
puis en remplacant (2n + 1)L, par L, — L;_, d’aprés la formule (1.6), on obtient
nL, ., (z) = (2n+ 1)zl () — (n+1)L;,_(x). (1.13)

En utilisant cette formule, on a

(2n + 1)(z —n) Ly, (x) Ly, (n) — (n + 1) (L}, _y () Ly, (n) — Li,_y(n) L, (2))
n(z —n)

Sn(x7 77) =

Y

ce qui s’écrit :

Sn(l‘,ﬁ> o 2n+1 / / Sn—l(xvn)

Puisque Sy est identiquement nul, on obtient

Ly (2) Ly () — Ly () Ly, () ~ 2k +1

7 :(”“)k Kk + 1)

Ly (@) Ly ().

=1

On utilise maintenant cette formule avec n = N —1 et 7 = n; : on la multiplie par (1 —z?)

et on intégre sur A par rapport a la variable x, on obtient

1
/ , Ly _(x
boe) e+ Ly(oy) [ 20— e
_ 1 i
— 2k+1 1
/ . / 2
NSy ) [ H e
= ~1

Comme les 7); sont les zéros de L'y, le deuxiéme terme du membre de gauche s’annule.
En rappelant que les L) sont deux a deux orthogonaux pour la mesure (1 — z?)dz, donc
d’intégrale nulle pour cette mesure lorsque £ est > 2, on en déduit

1

L;V_l(gj)/i’Nf? (1 - 2%)dz = %/(1 — 2?)dz = 2N.
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En combinant ce résultat avec (1.12), on arrive a la formule

2
Pi= "IN+ DLn(&) Liy_y(ny)

La formule (1.13) et la formule (1.6) dérivée, appliquées en 7;, s’écrivent

NLyy () =—(N+1)Ly_y(n;) et (2N +1)Ln(&) = Ly 1(n) — Liv_1(n)),

donc Ly _;(n;) est égal & —NLy(n;), ce qui permet de conclure. d

La formule de quadrature de Gauss-Lobatto (1.10) est exacte sur Poy_1(A). Comme le
produit de deux polyndomes de Py (A) appartient a Pox(A), on va démontrer une propriété
de stabilité de cette formule sur les fonctions égales au carré d’un polynéme de Py (A),
qui appartiennent & Pon(A) mais non nécessairement a Poy_1(A). Ce résultat intervient

a plusieurs reprises dans ’analyse numérique des méthodes spectrales.

Proposition 1.2.4. On a l’égalité

1

Ly (n;) pj = (2+ ¥ 1L 15 A- (1.14)

1

Preuve. En remplacant les poids p; par leurs expressions (1.11) on obtient

N N
2
Ly (nj)ps = ) Liv(nj) ==
2 e = 2 IO SO TR G W
et Pexpression (1.5) donne le résultat cherché. O

Corollaire 1.2.5. Tout polynome @y de Pn(A) vérifie les inégalités

N
lenllsn < enme; <3 llenla: (1.15)
=0

N
Preuve. On écrit le polynome ¢y de Py (A) sous la forme > oy, Ly, (a)o<n<n € RV

n=0
D’une part, grace a Uorthogonalité des L,, dans L?(A) et Iégalité (1.5), on a

onln = (e LS e L)y s = S n? Ly = 3 2%
PNlloa = Qn Lin, ) Qn ”)O,A_ a,” || n”o,A_ mtl

n=0

D’autre part

N N N-1 9 N N-1 N
> ek mes = (D anla(m)) pi+2D_ D ananLalm) Ly (n)p; +any_Li(n)p;.
=0 j=0 n=0 §=0 n=0 =0
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En calculant le premier terme de droite, on obtient des polynémes L, L,,, n,m =0, ..., N —

1, de degré inférieur a4 2N —1. On applique alors la propriété d’exactitude (1.10), on trouve
N—1
que la premiére somme est égale a Z a?

LyL,,n=0,..,N—1sont de degré < < 2N — 1. On utilise une autre fois la formule (1.10)

polynomes

on voit que ce terme est nul grace a I’ orthogonahté des L,,. Par conséquent,

ZSON ;)P Z ap + O‘NZ:L2 )P

7=0
De la Proposition 1.2.4, on déduit les 1negahtes
N
ILnlIGA <D L3 (&) ps < 3ILnllG A,
§=0
d’ott les mémes inégalités sur le polynome @y. U

Proposition 1.2.6. (Formule de quadrature de Gauss-Lobatto sur le carré A?)

Soit N € N*, fizé. Pour tout polynome ¢ de Pon_1(A?), on ait

/ / (z,y) dz dy = ZZw i 1) Pipj - (1.16)

1=0 7=0

Preuve. Soit ¢ un polynéome de Pyy_1(A?), c’est-a-dire qu'il est de degré < 2N — 1 par
rapport aux deux variables = et y. On utilise la formule (1.10) par rapport a x, puis par

rapport & y, on obtient

1 1
//@(x,y)dxdy = / ©(ni, y)pi dy,
—-1J-1

= ZZ@(% ;)pip;-

i=0 j=0
]
Corollaire 1.2.7. Toul polynéme oy de Pyn(A?) vérifie
N N
lonllgaz < DD (& &)pirs < lon g re- (1.17)

i=0 j=0

Preuve. Soit oy un polynéme de Py(A?). Utilisant I'inégalité (1.15) par rapport a z,

puis par rapport a y, on voit que

/ ZQDN"E”] p]d$<ZZ<,0N 771777j plp]gg/ Z(,DNZL'HJ p]dCL’

=0 7=0

//wwadxdy<ZZs0Nm,mmp3§9//sony dz dy.

=0 7=0
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Chapitre 2

Erreur d’approximation et

d’interpolation polynomiale

Ce chapitre a pour but de majorer la distance de fonctions de régularité donnée a un
espace de polyndéme, pour les normes de Sobolev. Comme les espaces de Sobolev que 1'on
considére sont des espaces de Hilbert, cette distance sera calculée entre autre au moyen

d’opérateurs de projection orthogonale sur I'espace de polynémes.

2.1 Erreur d’approximation polynomiale sur ’intervalle

2.1.1 Le projecteur my

On étudie tout d’abord la distance a I'espace Py (A), pour la norme de L?(A).

Notation 2.1.1. On note my l'opérateur de projection orthogonale de L*(A) sur Py (A).
Ceci signifie que pour toute fonction ¢ de L*(AN), mnp appartient a Py (A) et vérifie

1

Yy € Py(A), / (p — myp)(z) Yn(z) de = 0. (2.1)
-1

Une autre fagon de caractériser cet opérateur consiste & remarquer que les polynoémes
sur A forment un sous-espace dense dans I'espace des fonctions continues sur A et donc
dans L%*(A) (voir |2, exercice 4]|). Par conséquent, la famille (L,), des polynomes de

Legendre est une famille totale de espace L?(A). Comme ces polynomes sont deux a deux
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orthogonaux dans L?(A), toute fonction ¢ de 'espace L?(A) admet le développement

1

1
Zan n,  avec ay = ———— /go(x)Ln(x) dz, (2.2)
1 Znll3 A

et 'on a
N
TNP = Z oy, L
n=0

Théoréme 2.1.2. Pour tout m € N, il existe une constante ¢ ne dépendant que de m

telle que, pour toute ¢ de H™(A), on ait

o —mnelloa < ¢ N7"|[@llma- (2.3)

On commence par prouver un résultat auxiliaire concernant I'opérateur auto-adjoint

A défini en (1.3), qui intervient de fagon essentielle dans la démonstration du théoréme.

Lemme 2.1.3. Pour tout { € N, l'opérateur A est continu de H**2(A) dans H*(A). Pour
tous (,k € N, Uopérateur A* est continu de H*?*(A) dans H(A).

Preuve. On vérifie facilement par récurrence sur r que, pour tout r € N,
dT<Ag0) dr+230 dH_lgO dTQO
=—(1—2? +2((r+1)x +r(r+1 .
dx" ( ) dxr+2 ( ) dxrt! ( ) dxr
En appliquant cette formule, on voit que, pour tout r, 0 < r </,
d" (Ayp) d”
[ e g v W

(]
dx” HOA dx” llo,A
d’ou la premiére affirmation du lemme. On déduit alors la seconde en itérant k fois ce

résultat. U

dr+2<’0

dxmt2 llo,a

dr+1gp

deT'H

Preuve du Théoréme 2.1.2. Etant donnée une fonction ¢ de H™(A) pour laquelle on
écrit la décomposition (2.2), il faut estimer

+oo

lo —mnellia = Y anllLallga:

n=N+1
On va distinguer deux cas, suivant que m est pair ou impair.
e Lorsque m est pair : m = 2r, d’aprés I’équation différentielle (1.1) vérifiée par les
polynémes L,, on a

1

—/1 o(x) Ly (z)dx = ! !
[Lnllg a J-1 "

1Ll 5 n(n+1

Oy =

) /_ @) (AL, (),

Comme 'opérateur A est auto-adjoint dans L*(A), on obtient

1 1
[Lnlf 4 2(n+1

) /_ (Ap)(a) L)

Ay =
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En itérant r fois ce résultat, on en déduit

1 1 L
= L (T D)) [ AP

On constate que

“+o0 1
1 S (A7) (@) Ly () da\ 2
o — mxelldn = ( ) Ll o
oh n:ZNH (n(n+ 1)) [ L[5 A o
On minore alors les n(n + 1) par N2, ce qui donne
LAY (@) Lo () d 2
o= mrelia < N 32 (FEH T ) IElka
n=N+1 nllo,A
J21 (A7) (@) Ly (x)da

Comme les

5 sont les coefficients de A" dans la base des po-
[ Ln 15,
lynémes de Legendre, on a

JL (A7) () L (w)d

[ L I5.

—+00 2
lo = mvellin < N3 ( ) ILalld o = N7 A7 .
n=0

En utilisant le Lemme 2.1.3, on conclut

lo — mvellon < eN7"llel7, A

Lorsque m est impair : m = 2r + 1, on obtient comme précédemment

1 1 L
= L L D) /_I(A #)@)Lu(@)de

puis on utilise une fois de plus I’équation différentielle (1.1) et on intégre par parties.

On en déduit

= ! / (A ) (2) Ly () (1 — 22)d.

Il A (R + 1))

On voit alors que

lo —mnellon = i L (1 (Arp) (2) L (2) (1 — 22)dar)”
Canoll? s = |
P A (n(n+ 1)y AR

Soit maintenant ¢ une fonction de H'(A), elle admet le développement (2.2). On

a alors
1

Lalgan(n

Un

1 1
5 | vaL) @,

on utilise (1.1) et on intégre par parties, on trouve,

JA ¥ @) L) (1 — 2)da
I L2(2)(1 - a?)da

¢n:

16



De la formule (1.2), on déduit alors

@ - = Y [ 1@ -
&1 (LY@L@ - )y
= 2 LR |

En appliquant cette formule pour la fonction 1) = A"y et en minorant (n(n+1))* !

par N2 on voit que
1

lo — mnellZ , < N2+ / (A7) (z)(1 — 2?)dx.
-1

Et on conclut
o —mnelloa < eNT2(AT)[I§ 4 < eNT2AT0ll} 4,
d’ou, d’aprés le Lemme 2.1.3,

lo — mnellsa < eNT2[|ol|2, A

2.1.2 Le projecteur 7r]1\}0

On s’intéresse dans cette section & ’approximation de fonctions de Hj(A) dans 'espace

PO, (A).

Notation 2.1.4. On note wy° Uopérateur de projection orthogonale de HY(A) sur P (A)
pour le produit scalaire associé & la norme | - |1 . Ceci équivaut o dire que, pour toute
fonction ¢ de HY(A,) my°w appartient o P (A) et vérifie
1
vix PR, [ (¢ = (') @) vhelo) do =0, (2.4
Théoréme 2.1.5. Pour tout m € N*, il existe une constante ¢ > 0 ne dépendant que de

m telle que, pour toute fonction ¢ de H™(A) N HY(A), on ait

o — 73’la < N o, (2.5)
et

lo = 73" @lloa < e N7 [[@llma. (2.6)
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Preuve. L’estimation (2.5) est évidente pour N = 1. On suppose que N est supérieur ou

égal & 2. On va d’abord établir 'identité

(73’p) = T, (2.7)

pour toute fonction ¢ de Hj(A.) Pour cela, on considére un polynéme quelconque ¢y_;

de Py_1(A) et en posant

-1

on@) = [ (ona(©) = 5 [ on-s(ain)e

on s’appercoit qu’il s’écrit comme la somme d’une constante A\ et la dérivée ¢, d’un

polynome de P%(A). On a alors

/_1 (¢'=(mx"9)) (@) (2)der = /

1 -1

1 1

(o' —(m\0)) ()l () da+-) / (&' —(7300)) () da.

-1

En utilisant d’une part la définition (2.4) de l'opérateur 7711\}0 et d’autre part le fait que

o — W]l\}ogo s’annule en +1, on obtient

1

/ (¥ — (7711\}0@/) (x)pn_1(x)dx = 0.

-1

Comme (73" ¢)" appartient bien a Py_;(A), on en déduit 'identité (2.7). On a alors
o = " elia = ll¢" = mn-1()loa,
et en utilisant le Théoréme 77, on voit que
o — Ty Plia < (N = 1)~ nopa.
Comme le rapport % est borné, ceci entraine pour une autre constante c
o — 7y @lia < eN- D g flma,

ce qui est la majoration (2.5).
La majoration de || — 5 ¢llo.s s’obtient grace a la méthode de dualité d’ Aubin-Nietche,

qui consiste a remarquer que

1
o - 7 0llon = sup J2 (o = m3) (2)g(x)da
N b -

(2.8)
geL2(A) 1glo,a

Pour toute fonction g dans L?(A), on définit le probléme : trouver x dans H{(A) telle que,

1 1

X’(l’W'(ﬂf)dw:/ g(x)(x)dx.

-1

Vi € Hy(A), /

-1

18



En vertu du lemme de Poincaré-Friedrichs et de Lax-Milgram, on peut facilement prouver
que le probléme ci-dessus est uniquement résoluble. Encore grace a I'inégalité de Poincaré-

Friedrichs, en prenant 1 égal & y, on a tout de suite la majoration

Ixlla < ellglloa-

Puis en prenant ¢» dans D(A), on voit que x” est égal & —g et on obtient

Ixll2.a < cllgllo.a- (2.9)

L’argument clé de la méthode est le calcul de

1 1
[ o-mPo@aade = [ (- @)@ (@)
-1 -1

D’aprés la définition (2.4) de 'opérateur 7T]1\}0, ceci implique pour tout xy dans P% (A)

[ o-mro@@is = [ (- @@ - )iz

1 1
< o =7 elialx — xnlia.

On choisit xy égal a m3"x et on applique la majoration (2.5) a la fonction y avec m = 2,

ce qui donne

1
/ (o — T0)(@)g(x)dz < eN o — 780l alxllan.
—1

Puis, grace a (2.9), on en déduit

1
/ (o= @()d < N lo = m\elrallgllon

ceci combiné avec (2.8), entraine

le — m30lloa < eN7Hp — m3°0l1a-

11 suffit d’appliquer la majoration (2.5) pour conclure. O

2.2 Erreur d’approximation et d’interpolation polyno-
miale sur le carré
Le but de cette section est d’établir des majorations analogues a celles de la section

2.1, de la distance d’une fonction de régularité connue a un certain espace de polynomes

dans Pespace H™(A?). Les démonstrations reposent essentiellement sur les résultats de la
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section 2.1, utilisés sur chaque variable avec un argument de tensorisation . Ceci signifie

que l'on va faire appel a la propriété suivante :

I2A?) = {v:A25R, / P (@)dz < +00)

A2

= {11:A><A—>IER,/1(/_l v (2, y)dy)dr < +oo}

-1 1
1
= {0 A = W), [ ol ) ade < +oc)

= LA, L*(A)).

De la méme facon, on voit que

HY(A?) = L3 (A, H'(A)) N HY(A, L2(A)).

En effet,
H'(A?) = {veL*(AL*(N)), g—; € L*(A, L*(A), g—z € L*(A, L*(A))}
= {ve L*(A, L*(0)), g—; € L*(A, L*(A)}n
! ov

{v:A— Hl(A),/

-1

v, )l + Ha—y(ar, 6. dz < oo},
On donne un résultat qui sera de grande importance dans ce qui suit.

Lemme 2.2.1. Pour tout m,r € N tels que, 0 < r < m, l'espace H™(A?) est inclus avec

injection continue dans 'espace H" (A, H™ " (A)).

Preuve. C’est une conséquence immédiate de 1’inéga1ité

2 _
Hr(AH™=T(A)) — /

o S 0 e
L k=0
LMo okt
= / Z(/ Z(W)Q(%y)dy)dx
k=0 71 =0 Yy

IN

ak+£v )
—— V2 (x)dx = ||v]|2 .
/. Z( S @)da = [l
U

Dans ce qui suit, le symbole ) ou #) aprés un opérateur monodimensionnel indiquera

que l'on fait agir cet opérateur par rapport a la variable x ou y respectivement.

2.2.1 Le projecteur Ily

Notation 2.2.2. On note [y l'opérateur de projection orthogonale de L*(A?) sur Py (A?).
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Etant donnée une fonction v de L?*(A?), on a par exemple pour presque tout y dans
A )
/ (v(z,y) — W](\f)v(x,y))Lk(x)dx =0, 0<k<N.

1

Proposition 2.2.3. Pour tout N € N, on ait

Iy = Wj(\gf) o 7T](\‘1';). (2.10)

De plus, les opérateurs 775\?) et Wj(f,’) commutent.

Preuve. Voir TD.

Théoréme 2.2.4. Pour tout m € N, il existe une constante ¢ > 0 ne dépendant que de

m telle que, pour toute fonction v de H™(A?), on ait

v — Invlloaz < N0l a2 (2.11)

Preuve. Utilisant I'identité (2.10), on voit que

lo —Tyvllop: = Jjo— 78 o 7| 2(a L2

< o = 7] a2y + 1T (0 = 70| L2 a2 -

Pour majorer le premier terme de droite, on applique le Théoréme 2.1.2 par rapport a la

variable x
l|lv— Wj(\gf)UHm(A,H(A)) < N7l s zzay)-

Pour majorer le second terme, on utilise la continuité de Popérateur 7y de Pespace L?(A)

dans lui-méme, puis on applique le Théoréme 2.1.2 par rapport a la variable y

17 (0 — 70| 2asrzay < v — T 0] 2azzay < ENT™{[V]|2gasmma))-

On conclut en regroupant ces deux estimations et en utilisant le Lemme 2.2.1 pour r = m

et pour r = 0. U

2.2.2 Le projecteur H}\}O
Comme précédemment, on s’intéresse a 'approximation de fonctions de H}(A?) par
des polynomes de I'espace PY(A?).

Notation 2.2.5. On note Iy’ Uopérateur de projection orthogonale de HY(A2) sur P}, (A?)

pour le produit scalaire associé & la norme | - |1 p2.
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Théoréme 2.2.6. Pour tout mN*, il existe une constante ¢ > 0 ne dépendant que de m

telle que Yv € H™(A?) N HY(A?), on ait

v — T3 0] a2 < ENP™|0] - (2.12)

Preuve. Le résultat étant évident pour m = 1. Pour m > 2 on a

v — 1% = inf v —v
oIl = nt o= el

il suffit de trouver un polynome vy de P (A?) tel que
v — vn|iaz < N sz (2.13)

D’aprés le Lemme 2.2.1, la fonction v appartient & H' (A, H'(A)) et méme puisqu’elle s’an-
nule sur 9A?, a H} (A, Hi(A)). On choisit alors vy égal a (W}\}O(x) ow}\}o(y))v, qui appartient

a P% (A?). Comme on a

0

0
o —onf} g = [l (0 = o) g 00 + [Pl on)[g e

et puisque la définition de vy est symétrique en z et en y il suffit de majorer par exemple

H%(v — UN)”O 12+ On utilise pour cela I'inégalité triangulaire,

8 8 T 8 U T )
H%(U - ,UN)”O,AQ < H%(U - 7T11\}0( )U)HLQ(A7L2(A)) + H%W}VO( (v - W}VO(y)U)HLQ(ALQ(A))'

On utilise la majoration (2.6) par rapport a la variable x dans le premier terme, et la

continuité de 'opérateur 7r]1\’,0 de H}(A) dans lui-méme dans le second terme, on obtient

0 o 0 1.0
520 = om)llg po < N0z + (0 = 78 0) 22 g2y,

1,0(y)
N

Comme l'opérateur 7 commute avec la dérivation en x, ceci s’écrit

0 “m ov 1,0 ov
|57 = ow)llgpe < N ollinn oy + g = 78" Z0 e ey,

on utilise la majoration (2.5) par rapport a la variable y

9 m —my OV
50 =om)llgpe < N 0llam a2y + N IS 2o mma)-

Le Lemme 2.2.1 donne alors

(v — UN)HO’A2 < ch’mHva’Az.

152
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2.2.3 L’opérateur d’interpolation Zy

Notation 2.2.7. On note Iy ['opérateur d’interpolation aux neceuds de Gauss-Lobatto
(n:,m;),0 <id,j < N. Iy est caractérisé par

i) pour toute fonction v continue sur A2, Iyv appartient a Py (A?).
i)

(INU)(%%‘) = U(nianj)7 0< Z?.] < N. (214)
On admet le résultat suivant. On référe a [2| pour la démonstration.

Théoréme 2.2.8. Pour tout entier m > 2, il existe une constante ¢ > 0 ne dépendant

que de m telle que, pour toute fonction v de H™(A?), on ait

lv — Znvlloaz < N0l a2 (2.15)
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