Chapitre 4

Logique des prédicats du premier ordre




Introduction

» Les limites de la logique propositionnelle

Exp 1 :Prenons la proposition suivante : « x>=1 » est ce
gue cette proposition est vraie ou faux ?

» On ne peut pas dire que la proposition x?=1 est vraie
ou faux tant gqu’on ne sait pas ce que vaut x, cette
proposition vraie quand x=1 ou x=-1 et faux dans les

autres cas




Introduction

Exp 2 : prenons le raisonnement suivant

Tout homme est mortel,
Socrate est un homme,
donc Socrate est mortel.

» En logique propositionnel

p : “Tout homme est mortel”,
g : “Socrate est un homme”, pAqg/=Tr
r : “donc Socrate est mortel”.
donc on ne peut pas prouver r a partirde p A g

.



Introduction

» houvelle représentation
“Pour tout x, si x est un homme alors x est mortel”,
“Socrate est un homme”,
“donc Socrate est mortel”.
X est un homme est représenté par H(x)
X est mortel est représenté par M(x)
en logique des prédicats
Px (H(X) — M(x)) A H(Socrate) — M(Socrate)

.



Introduction

» Une telle proposition, dont les valeurs de vérité sont
fonction d’une ou plusieurs variables s’appelle
un prédicat
» On utilise ces propositions dont |la valeurs de vérité

dépend de variables, qu’on veut manipuler des
propriétés générales un peu compliquées et des

relations entre variables




fonction propositionnelle qui conduit a une proposition

lorsque les variables sont instanciées
Px1 , -+ -, xn) ou x1, - -, xn : n variables
indépendantes

.



Exemple d’un prédicat

» dans la proposition « Mohamed est grand » on a
— une variable: Mohamed

— |le prédicat : est grand
» Dans la proposition « Maya mange une pomme » on a
— une variable : Maya et un complément pomme

— |le prédicat : mange

.



Exemple d’un prédicat

» On pourrait réécrire les propositions précédentes sous une forme

qui met en évidence le prédicat, soit :

est grand(Mohamed)

mange( Maya, pomme)




Exemple d’un prédicat

» Suivant ce modele, la logique des prédicats represente les
propositions élémentaires (atomiques) son la forme :

nom-predicat(variable 1 , variable 2, .. .)

ou variable 1, variable 2, . . . sont les variables sur lesquels
porte le prédicat (la variable et ses éventuels compléments)

» Un prédicat peut avoir un ou plusieurs arguments qui peuvent
étre des constantes ou des fonctions




Le langage de la logique des prédicats

une langage L des prédicats du 1™ ordre est caractérisé par :
» un ensemble infini dénombrable de symboles de prédicats
» un ensemble infini dénombrable de symboles fonctionnels
» un ensemble infini dénombrable de variables

» un ensemble infini dénombrable de constantes

> les connecteurs:-,, A, V, >, &

> les quantificateurs v, 7

> les parentheses
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Les expression du langage

» L'ensemble des expressions bien formés d’un langage des
prédicats du 1° ordre est formé de termes et de formules

.
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Définition 2 (termes)

(a) toute variable est un terme

(b) toute constante est un terme

(c) sI f est un symbole de fonction d’arité n et si t1,t2,---, tnh sont
des termes, alors f(t1,t2,---, tn) est un terme.

d) Rien d’autre n’est un terme, s’ll n'est obtenu en vertu des
regles (a), (b), et (c)

» Exemple :Les expressions : f(x), f(g(x)), f(x,y) sont des
termes
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Définition 3 (formules)

a) une formule atomique est une formule

n) SI Aet B sont des formules alors-A, AAB,AvB,A— B, A
< B sont des formules

c) SI A est une formule et x une variable alors Vvx A, 3Ix A sont
des formules

d) Rien d’autre n’est une formule, s’il n’est obtenu en vertu des regles

(a), (b)ou (c)
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Définition 4 (formule atomique)

» Sitl, - - -, tnsontdes termes et P est un predicat alors

P(tl, - - -, tn) est une formule atomique

Quantifieur existentiel/ Universel

1 - se lit « il existe (en moins) un »

V> se lit « pour tout », « pour chaque », « pour tous les », « quelque soit »

. m



Exercice

>

Représentation en logique des prédicats des énonces suivants :
Quelqu’un arrive
Personne n’est venu
Quelques champignons sont comestibles
Tous les petits oiseaux volent
Tous les enfants aiment les bonbons
Aucun enfant ne déteste les bonbons

Tout ce qui brille n'est pas en or ni les chats, ni les chiens ne sont
tolérés

» chats et chiens doivent avoir une autorisation
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Priorité des connecteurs

Pour éviter les ambiguités on fixe une priorité des connecteurs
logiques

Vel 7>->ANA> 1> =2> &

» ma Vb =g signifie (-a) vb) =9
X b = g signifie (x b) = g qui est different de vx (b = Q)

.
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Variables libres et liees

Une occurrence d’une variable x dans une formule F est
une occurrence liée si cette occurrence apparait dans une
sous-formule de F qui commence par un quantificateur
V x ou dx. Sinon, on dit que I'occurrence est libre.

- Une variable est libre dans une formule si elle possede
au moins une occurrence libre dans la formule.

- Une formule F est close(fermeée) si elle ne possede pas
de variables libres.
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Variables libres et liees

Exemplel.
Dans la formule p(x) v g(y) xet ysont libres.
Dans Vx(p(x) A Ay, X)) x est liée, yest libre

Dans Ix(p(x) vV g(x)) A (x) la variable x joue
deux roles differents, elle est liee dans la partie
a gauche de A et libre dans la partie de droite.

» Bien que cette formule soit syntaxiquement
correcte, il est fortement déconseille de I’écrire
ainsi, mieux vaut renommer x en ydans I'une
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Variables libres et liees

Exemple2

Dans la formule Vx Rx, y, Ax))=Kqg(x, ), X),
les deux premieres occurrences de x sont
liees, les deux dernieres sont libres.

Dans la formule Vx (Ax, y, Ax)=Kag(x, y), X)),
toutes les occurrences de x sont liées.

.
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Variables libres et liees

ensemble des variables liées: si A est une formule,
I’ensemble Varlie(A) des variables liees de A est défini
par :

» si A=P(t1,t2,...,tn) alors Varlie(A) = @

» si AestdelaformeBACouBvCouB—-Cou B«
C alors Varlie(A) = Varlie(B) u Varlie(C)

» si A est de la forme — B alors Varlie(A) = Varlie(B)

» si A estdelaforme VYx B ou 3Ix B alors Varlie(A)
= Varlie(B) U {x}

.

20



Variables libres et liees

ensemble des variables libres: si A est une formule,
I’ensemble Varlib(A) des variables libres de A est
défini par :

» si A=P(t1,t2,...,tn) alors Varlib(A) = Var(A)

» siAestdelaformeBACouBvCouB—- CouB«C
alors Varlib(A) = Varlib(B) u Varlib(C)

» si A est de la forme — B alors Varlib(A) = Varlib(B)

» si A estdelaforme Vx B ou dx B alors

Varlib(A) = Varlib(B) - {x}
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Variables libres et liees

Exemples

A= (p(f(x,y) Vv Vzr@, z)

Var(A) ? Varlie(A) ? Varlib(A) ?
B=(Vxpx,y,z Vv Vz(p( - rz))
Var(B) ? Varlie(B) ? Varlib(B) ?
C=Vxdy(px,y) - Vzrx,y, 2)
Var(C) ? Varlie(C) ? Varlib(C) ?
Exercices

» Parmi les formules suivantes lesquelles sont des formules
closes ?

Vi (pluie(i) A —sortir(i))
di (—pluie(i) A (Vi (different(i , j) — pluie(j))))
Vx P(x,y) A Vy Qly)

.

v Vv Vv VvV Vv Vv

v v Vv WV
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Standardisation des variables

» Une formule est dite propre ou rectifiee lorsque I’ensemble
de ses variables liées est disjoint de celui des variables
libres, et que toutes les occurrences d’une variable lice
appartiennent a une méme sous-formule de liaison.

» Pour transformer une formule non propre en une formule
propre, il suffit de standardiser les variables en les
renommant de la maniere suivante :

- renommer les occurrences liées de toute variable libre,

- donner des noms differents a toutes les variables liées se
trouvant dans des sous-formules de liaison differentes.
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Standardisation des variables

Exemple Soit la formule non propre
A= Vx(Jy BAx, )=>VzQAx, y, 2 A Vy Ix R(AX), y).

Elle se transforme en la formule propre
A‘=Vx(JuBRx, y=Vz QAx, y, 2 A Vv Iw R(Aw), V).

Soit {x1, ..., xn}’ensemble des variables libres d’une

formule propre A. La formule close Vx1(...(VxnA) ...

) est appelee c/oture universelle de A.

.
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Substitution d’une variable par un

terme

Soient A une formule dont X est une variablellibre et fun
terme. La substitution de ta x dans A, notée

A (x / 0, est la formule obtenue en remplacant chaque
occurrence libre de x dans A par ¢

a)  Si A est une formule atomique, A(x/t) est la formule
obtenue en remplacant toutes les occurrences de x par
t

b A=—=B alors A(x/t)= —B(x/t)
o A=B10oB2 alors A(x/t)= BT1(x/t) o B2(x/t)
¢  A=QyB ou Q={3,V} alors
A(x/t)= { QyB Si X=y
QyB(x/t) si x=+y

. zs




Exemple

Soit A= AX) v Vx Jy Qx,p et t = Ay,u).
Pour obtenir A (x / ©, on renomme d’abord les
occurrences liées de x et y, ce qui donne

Rx) v Vzl 322 Qz1,22),
puis on effectue la substitution, ce qui donne

P(y,u) v Vz1 322 Az1,22)
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Termes libre pour une variable

Un terme t est libre pour une variable x dans une
formule A ssi:

» t ne contient pas de variable

» A est une formule atomique

» A=— B et t est libre pour x dans B

» A=B10B2 et t est libre pour x dans B1 et dans B2,
avec o={A,v,—, -}

» A=QyB et x=y ou bien x+y et y ne figure pas parmi
les variables de t et t est libre pour x dans B, avec

Q={3,v}

.
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Exemple

Dans I'exemple A=Vx Ax,y)=>3yQ(x,y) et t=f(x,y)
Ax/t)=(Vx RX,)(x/1)=>3yQ(x,y))(x/t)
=Vx AX,y)> 3yQ(f(x,y),y)
la variable y de f(x ,y) etant liee par le quantifieur

3 apres la substitution, le terme f(x,y) n’est pas
libre pour x

» Aly/t)=(Vx RX,y)(y/1)>3yQ(x,y)(y/t)
=Vx AX, f(x,y))> 3yQ(x,y)
» c’est la variable x de f(x,y) qui va se trouve dans

le champ du quantifieur vx apres la substitution
de f(x,y) ay.
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semantique de la logique des

prédicats

On deéfinit un domaine d’interpretation (un domaine ou on
interprete les entités syntaxiques),

I = (D, I, 1) o

v

& [ ensemble non wvide, domaine d'interprétation

A chaque symbole de predicat on lul attribue une relation
dans ce domaine,

A chaque symbole de foncteur (fonction) on lui attribue une
fonction dans ce domaine,

A chaque symbole de constante on lui attribue une
constante dans ce domaine,
2 - la fonction :
nT  — r o™ —  {0,1}
Ff  —  I(F) P — I(P)

v

v

v

@« [. la fonction :
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Interprétation d'une formule de la logique des prédicats

A une formule de Lpr, association d'une valeur de vérité [(4) a A

@ si x est une variable libre alors /(x) = I(x)

@ I(f(t, oo ta)) = (L(M)(I(t), . I(ta))
2 iI(Jml:tl- e -!m}] = {]E{F]}“{tl}: -"“m}]

@ si Aet B sont des formules alors ~4 ANB, AVB, A= B A& B
§ interpretent comme dans [a logique propositionnel

@ si A est une formule et x une variable alors /(Vx A) = 1si I, 4(A) =1
pour tout élément d € D

@ si A est une formule et x une variable alors /(3x A) =1si [, j4(A) =1
pour au moins un élément d €




F1 : Masculin{ Jean) F2 - Feminin{ Marie)

F3 : Masculin Pierre) F4 : Frere( Jean, Marie)
F5 : ¥x (Feminin(x) — (Masculin{x) — 1))
F6 : Wx (Vy (Frere(x, y) = Masculin(x)))

F7 : ¥x (Frere(x,x) = 1)

S-I:lil'. , - {D!c

) avec D= {a, b, c}

I-(Jean) = a, I.(Marie) = b, I(Fierre) = ¢

I-(Masculin) = fuz  tq si x = b alors fua(x) = 0 sinon fiua(x) = 1

I-( Feminin) =
I Frere) = fg

fre tqsi x = balors fre(x) = 1 sinon fre(x) =0

tqsix =aet y=balors f,(x, ) = 1 sinon f(x,¥) =0

~I(F1), I(F2), I(F3), I(F4), I(F5), I(F6), I(FT)?

i —_
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Aclp, BELp e FCLp,
W : ensemble des interpretations

@ A est une tautologie, E A, si Y1 €W, [{A) =1

¢ B est une conséquence de Asi ¥l Wtg I[A) =1 alors I[E) =1, on
écrit A= B

@ B est une conséquence de F si VI € WigVAE F, I[A) =1 alors
I{B)=1,onéerit F = B

@ A est satisfaisable si 3/ € W tg [{4) =1

& F est satisfaisable si 3/ € Wig VA€ F, I[A) =1

@ A est insatisfaisable ou incohérente si ¥/ € W, 1{A) =10

@ F est insatisfaisable si ¥l € W, 3A € F tg J'I:A] =




alence. Formes normales

1 —-Formules equivalentes

» Proposition 1 Soit F une formule. On a les
équivalences suivantes :
-(VxF) = Ax—F
—(3dxF) = Vx—F
VXVYyF = VyVXxF
dxdyF = dydxF

.
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1
2
3
4
5

)
)

SNt S N

Equivalence. Formes normales

1 —-Formules equivalentes
Proposition 2 Soit F une

formule, la variable x et
G la formule dans la
qguelle ne contient pas
X.. On a alors les
équivalences suivantes :

VxXGC = dxG =G

5 (GAVXF)=VX(GAP
7 (GV VXxF)=Vx(G vV F)
g) (G A dxF) = Ix(G A F)
99 (G Vv dxF) =3Ix(G Vv F)
100 (VXF = G) = dx(F = Q)
1) (AxF = G) = VX(F = Q)

VxE v C) = VYx(F v ) '2 (G = VxF) = Vx(G = F)
EV;(FXG;E‘V’))EEFXG;B) (G = IxF) = Ix(G = F)

(AxF v Q) = Ax(F v Q)
(AXF A G) = Ax(F A Q)
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Forme normale prénexe

Définition (Forme prénexe) Une formule F est dite
en forme prénexe si elle est de la forme

Q,x; QXx, ...Q, x, F

ou chacun des Q, est soit un quantificateur Vv, soit
un quantificateur 3, et F’ est une formule qui ne

contient aucun quantificateur.
Proposition T7Toute formule F est équivalente a
une formule prenexe G.
Démonstration : Par induction structurelle sur F£.
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Forme normale prenexe

algorithme

¢ élimination des connecteurs d implication et d éguivalence

@ renommage des variables (plus de variable libre et liée en
méme temps)

@ suppression des quantificateurs inutiles

o transfert du connecteur de négation immédiatement devant
les atomes

¢ transfert des quantificateurs en tete des formules
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Forme normale prénexe

Proposition 3 7oute formule F est equivalente a
une formule préenexe G °, ou G’ est en FNC

Proposition 4 7oute formule F est equivalente a
une formule prénexe G’, ou G’ est en FND.

.
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Exercice

Determiner une formule prénexe equivalente a

1. (IXAXx) A YX(FyQAY) — R(X))).

2. (xIyR(x, ) -V xXIUR(x, V) n VZAR(Xx,z) = (R(y,z) v
E(y, 2)))

3. VXVARIX, ) A —E(x, y)) — FZE(y, g(x,A(z,2))))
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Transformation d’une fbf en clauses

formes prenexes.

Cette transformation comprend les étapes suivantes:

1) Eliminer les implications a I'aide de la regle
suivante: X1 — X2 = —X1 v X2

2) Réduire les portées des négations jusqu’aux
littéraux avec les lois de Morgan.

3) Standardiser les variables (renommer les variables

de telle sorte que chague quantificateur ait sa
propre variable).

Exemple: (VX)P(xX) —=(¥X)Q(X) =(V x)P(x) =>(Vy) Q(y)
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Transformation d’une fbf en clauses.

—->Skolemisation

4) Eliminer les quantificateurs existentiels par le
processus suivant: Remplacer une variable
existentielle par une fonction de Skolem(un
nouveau nom de fonction) dont les arguments
sont les variables liees a des quantificateurs
universels dont la portée inclut la portée du
quantificateur existentiel a éliminer. S’il
n’existe pas de quantificateur universel alors la
fonction de Skolem est une constante de
Skolem.
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Exemples
1. A=(V y)@3x) P(x,y)

sk(A)=(V y)P(g(y),y) ou g est une fonction de Skolem.
2. A=V x)(V y)3z) P(x,y,z)

sk(A)=(V x)(V y) P(x,y,g(x,y)) ou g est une fonction de

Skolem
3. A=3x)P(x) sk(A)=P(A) ou A est une constante de Skolem
4. A=Vx Vy dz2(Kx, y) = Alx, 2)).

sk(A) = VXVUEX, ) = Alx, fix, ))).
2. A = VxFuVydzZ(Rx, u) = (Qu, y) A Ry, 2)).

sk(A) = VxVURX, x) = (QAAX), ) A Ry, g(x, M))).
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Transformation d’une fbf en clauses.

59 Mettre ’expression sous forme normale prénexe.

6) Mettre la matrice sous FNC.

7y Eliminer les quantificateurs universels (effacer la
partie préefixe)

8 Eliminer les symboles A en remplacant

X1 A X2 A X3 .... AXn par I’ensemble de clauses

{X1, X2, X3, ..... , Xn} Chaque Xi est formée de
disjonction de littéraux.

9) Renommer les variables des clauses Xi
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Remarque

La skolemisation ne conserve pas le sens des formules.
En général sk(A) n’est pas équivalente a A, mais

Theoreme A est satisfiable ssi  sk(A) ['est.

Par conséquent,

pour demontrer que{fl, ..., fn} /= gon peut démontrer
(par exemple avec le principe de résolution) que
{sk(A), ..., sk(fn), sk( —g) }est inconsistant.
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la résolution

Dans le cas de la logique des prédicats, on
peut effectuer la résolution sur deux littéraux
Rtl,...,tn et =Aul,...,un non seulement
s’ils sont égaux mais également si les t/i et u/
unifiables.

Définition
Deux formules atomiques sont unifiables s’il

existe une substitution des variables par des
termes qui rend les deux formules identique.
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exemple

» Les formules atomiques P(x, a, y) et P(c, a,2) , ou
a et csont des constantes, sont unifiables par la
substitution x - ¢, y — z.

» Par contre P(x, a, y) et P(c, b, z) ne sont pas
unifiables car les constantes a et b ne peuvent étre
unifiées (on ne peut remplacer une constante par
une autre).
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Exemple Résolution avec unification

Cl = =-Ax) v =AY V Rx, y)
C2 = Qa)
(3 = Ab)
y — asur Cl permet la résolution avec (2 :
Cr= —Ax) Vv R(x, a)
X — b sur CR, résolution avec (3 :
Cs= R(b, a)
Remarque
Comme en logique des propositions, on emploie
généralement la résolution pour faire des preuves
par réfutation.
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Exemple( exo10)

On veut montrer que les (b = 5(a) Rés(c4,c3(x/a))
trois formules C7 = Ra) Rés(cb,cl1(x/a))
1 =Vx((5(x)vTx)= Ax)) C8=[] Rés(c5,c7)

2 = Vx(S(x) v RX),

3 = —R(a) ont pour

consequence |la formule

Aa) . ,
Passage en forme clausale: On  donc prouve la
Cl = =S(x) v AX) consequence logique.
Q2 = =T v AX) (f1,£2,£3}| =P(a)

R =C =S5 vRX
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Aspect syntaxique

~ L’alphabet et I’ensemble des fbf sont, respectivement, F’
définis precéedemment.

~ L’ensemble des axiomes est '’ensemble des formules de F’
de I'une des formes suivantes :

Al : A=>(B2A)
A2:(A=>(B20)=>(A>B~>(A>0)
A3 :(=A>-B=>(B2>A
A4 VXAX)2>AD

5: Vx(D>B>(D> VxB)

ou A, Bet Csont des formules lguelconques de F', x une
variable, ¢ un terme et D une formule n’ayant pas X comme
variable libre.
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Aspect syntaxique

L’ensemble des regles de déduction est

AA>B+B (modus ponens)
A~ VXA (généralisation)

pour toutes formules A,8de F’ et pour toute
variable x.

.
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Proposition 1

Pour toute formule A du calcul des prédicats

du premier ordre, la formule (A=>A) est une
theoreme .

Proposition 2 (Théoreme de déduction.)

Soient A,,...,A, _,,,A, des formules closes et B
une formule quelconque, du calcul des
prédicats du premier ordre.

si A,...,A,_;,,A, —B. alorsA,,...,A, _+ (A,2B)
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