Equations différentielles linéaires

Equations différentielles linéaires du premier ordre

1.1 Présentation du probléme
On se donne deux fonctions a et b définies et continues sur un intervalle I de R a valeurs dans R
ou T et on s’intéresse a I’équation différentielle linéaire du premier ordre
y'+ay=>b
Résoudre I'’équation différentielle, c’est trouver toutes les fonctions f dérivables sur I vérifiant
vx € 1, f'(x) + a(x)f(x) = b(x)
b est le second membre de I'équation différentielle (E). L'équation différentielle homogene (ou «
sans second membre ») associée a I’équation différentielle est :
y' +ay=0

1.2 Résolution de I’'équation y ' + ay = b par la méthode de Lagrange
On se donne a: x = afx) et b : x = b(x) deux fonctions continues sur un intervalle Ide R a
valeurs dans
On veut résoudre sur I I’équation différentielle y '+ ay = b . Puisque la fonction a est continue sur
1, la fonction a admet des primitives sur I. On note A une primitive de la fonction a sur I. Enfin, on
fixe un réel x0 de I.
Soit f une fonction dérivable sur . Puisque la fonction exponentielle ne s’annule pas sur R.

£/(x) + a(x)f(x) = b(x) ©V¥xel, e*™f'(x) + a(x)e* M f(x) = b(x)e*™) (car Vx € I, eA¥) £ 0)
Ce qui conduit a

(e"‘""r:'f(x)){ =b(x)e*™ = AW f(x)=C+ fxb(x)e"‘“:'dx

Xg
& f(x)= Ce 4™ J g4 J b(x)eA™ dx
(Sans conditions initiales)

D’apreés le théoreme de Cauchy, pour tout (xo, Yo) € 1, il existe une solution de f de y' +ay=>b
vérifiant f(xo)= Yo

(Avec conditions initiales)

X
_‘,[:xj — }_,De—.éi):] + e—A-Z):] l b[:x]e.éi):]dx.
Yoy

Avec A est la primitive de a, s’annulant sur xo
Exemple 1
Soit I’équation différentielley '+ y = 1 sur | = R* et yo=y(x0)=1 (avec conditions initiales)

Solution
a=1, donc A(x)= (X-Xo),= X
X

yix)=1le ™+ e‘“‘*’f le¥dx= e +e*(e*—1)=e*+1—-e*=1
0



Exemple 2
Soit I’équation différentielle 2xy’ —y = 3x? sur | =]0, +oo[ (sans conditions initiales)

Solution
L’équation s’écrira sous la forme
., v _ 3 1 3
—=—=>-x avec alx)=-—— et b(x)=-x
y 2x 2 ( ) 2x ( ) 2
a=—2 donc A(x) = —>In(x)
2x ! 2

h(x) = CQ_ADC:I + e—Al:-_J;]J' b(x)eéi..x:ldx

1 . 1 . 3 1 X

y (x)= Ceiln(x,l + eifn(x,l f Ex e‘i'“("-' |
X i 3 i_\l

J}(x) = Ce;n(le'l + eln("xflf Ex e;n(\.'x'dx

3
y(x)= Cyx+ JEJ Exf.?dx

vix)=Cyx+ VX [g\ﬁx]

y(x)= Cyx + x?

1.3 Structure de I’ensemble des solutions

Théoréme 2. Soit a une fonction continue sur un intervalle I de R A valeurs dans K =R ou C.

Les solutions de (Ey) : y’+ay = 0, sur I, sont les fonctions de la forme Cfg ol fy est une solution non nulle quelconque
de (Ep) sur I et C e K.

DEMONSTRATION .

Les solutions de (E) : y’ + ay = b sur I sont les fonctions de la forme x - Ce™*®) 4+ e_"[")J b(t)e*") dt. Quand b est la fonction
)

nulle, on obtient en particulier le fait que les solutions de (En) : y’ + ay = 0 sur I sont les fonctions de la forme x — Ce™

On note que la fonction x — e *™) n’est pas nulle. Donc, si on pose fi = e™*, f; est une solution non nulle de (Ex) sur I et

8, ={Cfy, Ce K}

Si maintenant, fo est une solution non nulle quelconque de (En), alors il existe Co € K\ {0} tel que fo = Cofi. Mais alors,

A(x]_

Ca CO
et {Cfo, C € K} ={CCofi, C € K} C {C'fi, C’ € K}. Finalement 8 ={Cfo, C € K}.

{Cf;, CeK}= {£C0f|, C eK} = {gfo, C eK} c {C'fo, C' € K}




Théoréme 3. Soient a et b deux fonctions continues sur un intervalle I de R & valeurs dans K = R ou C.

Les solutions de (E) : y’ + ay = b sur I sont les fonctions de la forme Cfy + f; ol fo est une solution non nulle

quelconque de (Ej,) sur I (o (Ey) est I'équation homogéne associée y’ + ay = 0), f1 est une solution particuliére de
(E)sur I et C € K.

DEMONSTRATION . D’aprés le théoréme 1, ’équation (E) admet au moins une solution sur I. Soit f1 une solution particuliére
de (E) sur L. Par construction, la fonction fy vérifie f; + af; = b sur I. On note aussi fo une solution non nulle de (Ey) sur L

Soit alors f une fonction dérivable sur I.

f solution de (E) sur 1 & '+ af =b & f' 4+ af = f] + afy
& (f—f) +a(f-f)=0
& f —fy solution de (Ew) surl
& 3C e K/ f—f; = Cfp (d’aprés le théoréme 2)
&S 3C e K/ f=Cfo+ 1.

On a ’habitude de dire que la solution générale de ’équation différentielle (E) est la somme d’une solution particuliére de
I’équation (E) et de la solution générale de I’équation homogéne associée (Ey) :

sol gén de (E)

sol part de (E)
+
sol gen de (Ey).

Exemple 1. Soit (E) 'équation différentielle xy’ —2y = 0 sur I =]0, +oo[. Sur I, 'équation (E) est équivalente  'équation
y’ — =y = 0. Puisque la fonction a : x — —= est continue sur ]0,+oo[, les solutions de I'équation (E) sur I sont de la
x

X
forme Cfy, C € R, ot fo est une solution non nulle de (E) sur I. La fonction fo : x + x2 est bien sir solution de (E) sur
I et donc les solutions de (E) sur I sont les fonctions de la forme x — Cx2, C € R. Q

Exemple 3. Soit (E) 'équation différentielle xy’—2y = 1 sur I =]0, +oo[. Sur I, ’'équation (E) est équivalente & ’équation
2

1
Yy’ — —y = —. Puisque les fonctions a : x — —— et b : x — — sont continues sur ]0, +ool, les solutions de 'équation (E)

x X
sur I sont de la forme Cfy + f;, C € R, ol fy est une solution non nulle de (Ej) sur I et f; est une solution particuliére

) . 1 . .
de (E). La fonction fy : x — x? est bien str solution de (Ey) sur I et la fonction f; : x — -3 est bien siir solution de

(E) sur I. Done, les solutions de (E) sur I sont les fonctions de la forme x — —% +Cx2, CER. a



1.5 Meéthode de variation de la constante

Dans ce paragraphe, on suppose connue une solution fp sur I de I’équation homogéne (En ), non nulle sur I. Pour résoudre
I’équation différentielle (E) sur I, il ne manque plus qu'une solution particuliére de (E) sur I. Le théoréme suivant fournit

un moyen d’en obtenir une.

Théoréme 6. Soient a et b deux fonctions continues sur un intervalle I de R A valeurs dans K = R ou C. Soit (E)
I'équation différentielle y’ + ay = b. Soit fy une solution sur I, non nulle, de I'équation homogéne associée (Ey,).

Il existe une solution particuliére de (E) sur I de la forme f; : x — C(x)fp(x) oit C est une fonction dérivable sur I.

De plus, la fonction C vérifie C' = fB
0

DEMONSTRATION. Soit C une fonction dérivable sur I puis f; = Cf,.

fi+afi =b& C'fo+Cfo+aCfo =b& C'fo+ C x (fo+afo) =b
& C'fp = b (car o est solution dey’ + ay =0 sur I)

b
ac' = o (car fo ne s’annule pas sur I).
0

Maintenant, les fonctions b et fo sont continues sur I (fo est continue sur I car dérivable sur I) et la fonction fo ne s’annule pas sur
b b

I. Dongc, la fonction ™ est continue sur I. Par suite, la fonction - admet au moins une primitive sur I. On en déduit Pexistence de
0 0

la fonction C. o

Exemple. Considérons ’équation différentielle (E) : y’—y = cosx sur I = R. Les solutions sur R de I’équation différentielle

y’ —y = 0 sont les fonctions de la forme Cfy ol fp est la fonction x — e et C € R.

Déterminons une solution particuliére de (E) sur I par la méthode de variation de la constante. Soient C une fonction
dérivable sur I puis f; = Cfy.

f; solution de (E) sur I & ¥x € R, C'(x)e* + C(x)e* — C(x)e* =cosx & ¥x € R, C'(x) = cosxe™

Jcosxe_’< dx =Re (J e et dx) =Re (J el—1+ix dx)

(—=1+i)x —x . . L
=RC(‘8—)+7\=R(:(8 (COSX+I.SH1X}( 1 1])+A

—1+i 2
e (= coszx + sinx) oy
La fonction C : x — i cozx +sinx) convient et fournit la solution particuliére f; : x — ————= o8 x2+ sinx
Les solutions de I’équation différentielle (E) sur I sont les fonctions de la forme x — Ce* + —cosxremx x2+ sinx, CekR.

1.6 Principe de superposition des solutions

Théoréme 7 (principe de superposition des solutions). Soient a, by et bz trois fonctions continues sur un
intervalle I & valeurs dans K =R ou C. Soient Ay et Az deux nombres réels ou complexes.

On suppose que 1 est une solution particuliére sur I de ’équation y’+ ay = by et que f2 est une solution particuliére
sur I de l'équation y’ + ay = b;. Alors, la fonction f = A;f; + Azf; est une solution particuliére de I'équation
différentielle y’ + ay = b o1 b =A;by + Azbs.

Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants



On s’intéresse maintenant aux équations différentielles du type (E) : ay” + by’ + cy = g(x) ot a, b et ¢ sont trois
constantes complexes (a # 0) et g est une fonction continue sur un intervalle I de R a valeurs dans C. Cette équation est
une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants (les coefficients du premier membre ne varient
pas quand x varie).

Les solutions de (E) sur I sont les fonctions f, deux fois dérivables sur I a valeurs dans C, vérifiant :
Vx € 1, af”(x) + bf’(x) + cf(x) = g(x).

L’équation homogéne {ou « sans second membre ») associée a ’équation (E) est 'équation (Ey) : ay” + by’ +cy =0.

Résolution de I’équation ay” + by’ +cy =0, (a,b,c) e C* xC x C

Le cas général ou1 a, b et ¢ sont complexes

On se donne trois nombres complexes a, b et ¢, a étant non nul. On veut résoudre sur R I'équation différenticlle ay” +
by’ + cy = 0 (En), c’est-a-dire on veut trouver toutes les fonctions deux fois dérivables sur R a valeurs dans C, vérifiant
pour tout réel x, af”(x) + bf’(x) + cf(x) = 0.

Découvrons le résultat. Par analogie avec le premier ordre, cherchons des solutions f de la forme x — e**, z € C. f est
deux fois dérivable sur R et pour tout réel x,

af”(x) + bf’(x) + cf(x) = az?e*™ + bze*™ + ce*™ = (azz +bz+c)e™.
f solution de (E) sur R & Vx € R, (l:lz.Z +bz+ C) e
& az? +bz+c =0 (car Vx € R, e** #0).

L’équation différentielle ay” + by’ + cy = 0, d’inconnue une fonction f, s’est « transformée » en une équation algébrique
d’inconnue un nombre complexe z.

DEFINITION 1. Soient a, b et ¢ trois nombres complexes, a étant non nul. Soit (Ey) 'équation différentielle ay” +
by’ +cy =0.

L’équation caractéristique de ’équation (Ey) est 'équation (E.) :

azZ +bz+c =0,

d’inconnue un nombre complexe z.




