Chapitre 1 : Intégrales simples et multiples 3 semaines

1.1 Rappels sur I'intégrale de Riemann et sur le calcul de primitives.
Non satisfait de la théorie de I'intégration de Cauchy portant sur les fonctions continues qui
lui parait insuffisante pour manipuler certaines séries de Fourier (pour des fonctions « peu »

régulieres), il publie (1854) une rigoureuse théorie de |'intégration pour les fonctions bornées

(continues ou non) sur un intervalle fermé. D’autres théories de I'intégration ont vu le jour

plus tard : intégrale de Stiltjes, intégrale de Lebesgue...etc. On sait depuis Mercator (1620-
1687) et Leibniz (1646-1716), que si une fonction est positive, l'intégrale de cette fonction sur

un intervalle [a ; b] évalue I'aire « sous la courbe ». L'idée de Bernhard RIEMANN (1826-1866)

(Allemagne) a été de repartir de cette évaluation de I’aire en montrant qu’elle pouvait se faire

méme pour des fonctions non continues... et qui donc ne possedent pas de primitive.

1.2 Intégrales doubles
1.2.1 Description hiérarchisée d’une partie fermée bornée de R?

Définition : On appelle description hiérarchisée du domaine D, une partie fermée bornée de
R2 : I'existence de 2 réels a et b et de 2 applications continues sur [a,b], notées u et v tels que

a<bet

Vx € [a,b], u(x) < v(x), avec Y Cs=V(X)

x € [a,b]

(xy)€ED {y € [u(x),v(x)]




1.2.2 Intégrale double de f(x,y) dans le domaine D

On appelle intégrale double de f sur D (déja défini par sa description hiérarchisé) :

v(x)
= | f(x,y)dxdy=fb | ramay|d
a |ulx)

NB. L’integrale contenant les deux fonctions contours (v(x) et u(x)) doivent etre a

'interieur

Changement de bornes (Théoréme de Fubini)

On peut réaliser la double intégration a partir de I'intervalle bornée sur I'axe y

y
af B0 d T
1= seyacay=[| [ reoyyax|ay By)
b ¢ la®)
C .........
X
1.2.3 Calcul des surfaces connues a partir des intégrales doubles
Pour le calcul des surfaces, la fonction est prise_f(x,y) = 1.
Yy ,
Rectangle . | v(x)=d= cst !
D
€l | I
| ulx)=c=cst |
X
a b
p[ v(x) b[ d
Srec=.U 1dxdy=fl f 1dy dx=f fldy dx=(b—-a)(d—-c)
b a |ulx) a |c



d
Triangle
_ (d-c
v(x) = o) b—x)+c
[
ulx)=c
a b
(d-c)
b[ v b [(b—fi)(b_xHC ]
Sm—ff 1dxdy=f f 1dy dxzfi f 1dy|dx
D
a |ulx) a l c J

(d—-ro¢) b? a? (d-o)1
Sm:m(bz‘?—b“ 7)=<b_a>z<b2‘2b“+a2>
Finalement
_(@d-01 , (d—-—ob-a)
L L

D’ou la surface du triangle est la moitié que celle d’un rectangle.

CERCLE y
v(x)=m
a=-R b=R X
u(x) = —/R? — x?

v(x) R| VR?2—x2

b
SCercsz 1dxdy=f fldy dxzf f ldy‘dx
D
a

u(x) —R | -VR2—x2



R

-R

R R
Scerc = f[ IR dx = f 2VR% —x% dx = [x\/RZ —x2+ R%sin? (%)]
“R “R

Scerc = 2R?sin"1(1) = 2R%*m

1.2.4 Changement de variables

Théoreme: ¢:% — 7 declasse®© 1 9 et 7 deux ouverts de R2.

D et A deux fermés bornés de R2, Dc % ,et, AcCZ.

Deplus: (D)=

On suppose que les points de A qui ont plusieurs antécédents sont de surface nulle.

D Ay . D X, v
On note : (x,v) = p(u,v), D'E;j i}} le jacobien de @ en (u,v), et, DE; ’ZJ} la valeur absolue du
jacobien.
D
Alors : jjf\; Jdxdy = JIgu‘u Lo P; du dv

On notera la valeur absolue du jacobien et la pseudo-simplification.

On rappelle que :

Ox Ox
D(x,y) |ou ov
D(u,v) |0y Oy

du v

Notons qu’on fait un changement de variable :
¢ pour simplifier le domaine, ce qui est nouveau
e ou pour simplifier le calcul des primitives emboitées. Notons enfin que le

domaine change et donc sa description hiérarchisée aussi.

a. Changement de variables en coordonnées polaires

En coordonnées polaires, nous avons les relations suivantes

{x = p cos(6)
y = psin(0)

Le jacobien dans ce cas s’écrira sous cette forme

Ox Ox
D(x,y) |ap 6| |cos® —psind
D(p,0) |0y 0y sinf@  pcos @
ap a6

=p=0



Le passage entre les intégrales doubles du cartésien en polaire se fera

ﬂD f(x,}I)dxdy=ffA g(p,9)pdpd0=fL f(pcosB,psin®)p dp db

ds = (pd0) dp
(pdo)

do

Exemple calcul de la surface d’un cercle en coordonnées polaire

Le passage des coordonnées cartésien aux coordonnées polaires par changement

de repeére s’effectue comme suit :

v(x) 2

b R
Sewe= [ 1dxdy=J[J vaae= [ [ 100000
D
a 00

u(x)

2
2

R R
Scerc =f f 1d6|pdp =2nfpdp = 2n7:nR2
o [o 0

NB

Le calcul de la surface d’un cercle par les coordonnées polaire est beaucoup plus
simple car les variables et les bornes d’intégration sont simultanément
indépendants contrairement au méme cas en coordonnées cartésienne (passage

de D aA.



1.3 Intégrales triples

1.3.1Description hiérarchisée d’une partie fermée bornée de R3

A un fermé borné de R3, une description hiérarchisée de A est de la forme :

x € [a,b]
(x,y,2) EAo{ Yy € [u(x),v(x)]
z € [a(x,y), B(xy)]

On peut avoir les variables dans un autre ordre, I'important est que les bornes de chacune
ne soient définies qu’en fonction des précédentes.

On définit alors I'intégrale triple de f continue sur A par :

b[ v Bxy)
szf f(x,y,2) dXdde=f f f f(x,y,z)dz|dy|dx
A

a |ulx) la(xy)

B(x,y)

I/ a(x,y)




1.3.2 Changement de variables

Sous les mémes hypothéses que celle en 2D

x,y,2z) =pu,v,w), (x,y,2)eD & (u,v,w)eh et f(x,y,2z) = g(u,v,w)

On a alors
D(x,y,z
ffD f(x,y,z) dx dydz = fffA gu,v,w) ‘ﬁ du dvdw
Le Jacobien dans ce cas
dx OJx 0dy
du Jdv OJw
D(x,y,z) |0y dy dy
D(u,v,w) |ou ov ow
0z 0z 0z
Ju Jdv Jdw
1.3.3 Calcul des volumes a partir des intégrales triples
Pour le calcul de volume, la fonction est prise_f(x,y.z) = 1.
Cube f
f
e
C P

S=Uf 1dxdydz=flflf1dz‘dy‘dx=(b—a)(d—c)(f—e)
A a |c |e

Cylindre



Pour le cylindre, on adopte le changement de variable adéquat.

x = pcos(0)
y = psin(0)
zZ=2z

Le jacobien dans ce cas :

ox 0x O0Jy
ap 00 0z
D(x,y,z) |0y 0y 0y CQSH —psinf 0
D(p,0,2) |op 36 oz| 51189 pcgs@ (1)=p
dz 0z 0z
ap 00 0z

et e

z

psing A0
Sphere
pAd

Pour la sphére, on a g

X = pcosfsing
y = psin@sin@

AV = 172 sin¢ Ap A A0

7 = p CcoS (p p sin d;\'\‘Q

En appliquant le jacobien:

dx O0x OJdy
dp 06 Od¢
D(x,y,z) |0y dy 0y

D(p,0,9) |0p 00 d¢
0z 0z 0z

ap 96 d¢

cosfsing —psinfsing pcosbcose
sinfsing pcosfOsing psinbcos@
cos @ 0 —psing

= p?sing

| 2w

R
R3
Jﬂ- 1dxdydz=fff 1p?% sing dpd@dg0=f f[fpzdp o sin(pd(p=4n?
D A
o lo |o

Différents exemples avec des fonctions multiples seront traités au TD




Chapitre 2 : Séries et suites de fonctions

l. Les Séries

En mathématigues, la notion de série permet de généraliser la notion de somme finie.

Etant donnée une suite de terme général uy, étudier la série de terme général un c'est étudier
la suite obtenue en prenant la somme des premiers termes de la suite (us), autrement dit la
suite de terme général S, défini par :

J"i‘

Sp S U+ U+ ...+ U, = Z:q
k=0

L'étude d'une série peut passer par la recherche d'une écriture simplifiée des sommes finies
en jeu et par la recherche éventuelle d'une limite finie quand n tend vers l'infini. Quand
cette limite existe, la série est dite convergente, et la limite de la suite (S») est alors

appelée somme de la série, et notée

oy

5= Zuﬁ
0

1.1 Série convergente, série divergente.

Soit (4n) une suite de nombres réels ou complexes, et, pour tout 71 € N | soit

R

Sp S U+ U+ ...+ U, = Z:q
k=0

la somme des 12 + | premiers termes de cette suite.

Si la suite (5n) est convergente, on dit que la série de terme général in (ou série 2 ity ) est

convergente. La limite, notée §, de la suite (51) est la somme de la série 2 Ity . On écrit alors

Si la suite (5n) est divergente, on dit que la série de terme général i4n (ou série 2ty ) est
divergente.

1.2 Série de Riemann

Pour o un nombre complexe, on appelle série de Riemann la série suivante :

s —Z !
B n=1 %



https://fr.wikipedia.org/wiki/Math%C3%A9matiques
https://fr.wikipedia.org/wiki/Somme_(arithm%C3%A9tique)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Suite_(math%C3%A9matiques)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Limite_d%27une_suite
https://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_complexe
https://fr.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann
https://fr.wikipedia.org/wiki/S%C3%A9rie_(math%C3%A9matiques)

La série harmonique en est un cas particulier, pour a=1:

La série de Riemann de parametre complexe a converge absolument si Re(a) > 1,
et diverge si Re(a) < 1.

1.2.1 Etude de la série de terme général n = (—1)"

On a, pour tout entier f1 : 521 = l et Ss1 = 0 . La suite (52) n'a pas de limite et la série

—_ i .
de terme général n = (=1 est divergente.

|
U, = —in=1)
1.2.2 Etude de la série de terme général \E
I
n=zl:s5,=14+—+. \/E
On a, pour tout entier \/_ V'_ \/_
1
—(nz=1)
Donc la suite (57 ) tend vers 400 et la série de terme général \/_ est divergente.

1.2.4 Etude de la série géométrique

On considere la série (appelée série géométrique de raison X ) de terme
R .
général lln = X' (X € R)

Ona:Sy=1+x+x+...+1"

Danslecasou x=1,0ona: Ynz=0,5, =n+1_ 3 suite (5n) tend vers +c0 et la série

diverge.
1-.P‘i‘+] -1
. I.T‘Pf - —_——m——
Sinon, pour X # | ,ona: x—1 . Llasuite(Sn) est convergente si et seulement sila
_ X o |l <1 vl =
suite  est convergente. On distingue donc les cas et .

A . Ji . 7 . 1 7
Si x vérifie |1 = 1 , la suite (X7) est divergente et la série X I'est également.

. . 1 .. 7 .
Si x vérifie X <1 , la suite (X)) est convergente et a pour limite 0. La série

|
géomeétrique 2x" est convergente et a pour somme | — X . Le reste 'n vérifie, pour tout
|_1|.P‘i‘+]
entier 11, Il & ki convergence de la série est d'autant plus rapide que |x] est petit.

Pour tout X appartenant a l'intervalle =110 ,ona: .
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1.3 Séries a termes positifs

L'intérét de I'étude des séries a termes positifs, outre la simplicité du théoreme fondamental
lié a la croissance de la suite des sommes partielles, réside dans le fait qu'elle conduit a des
regles de convergence absolue.

1.3.1 Convergence selon les régles de Cauchy et de d’Alembert

. . , age . ;. Yo A . -
Soit k un réel positif ; on sait que la série de terme général k" est convergente si kK < 1,
divergente si k = 1 . Les régles que nous donnons ici concernent des séries qu'on peut
{1
comparer a une série géométrique. Dans cette optique, on étudie la suite ({utn) , ce qui
lp+

conduit a la régle de Cauchy, et, lorsqu'elle existe, la suite( Uy ), ce qui conduit a la regle
de d'Alembert.

1.3.2 Théoréme : Régle de Cauchy.

Soit (Un) une suite & termes positifs. On suppose que la suite ({/utn) a une

limite L. quand # tend vers +c2 . Alors :
siL < 1, lasérie de terme général s est convergente ;

siL = 1, lasérie de terme général s est divergente.

Preuve

On compare la série initiale avec une série géométrique.
1. Supposons L < 1 ; il existe un réel k tel que L <k < 1 . Pour 1 assez grand, on a

4 ‘ . i - -
Ny = k ,d'ou Uy = K" La série de terme général ln est convergente.

. oy = . .
2. SiL =1, 0na, pourH assez grand, Uy 2 1 ,d'ou iy = I, Le terme général Un ne tend

pas vers 0. La série de terme général in est donc divergente.

Exemple

La regle de Cauchy n'est bien adaptée qu'a I'étude des séries dont le terme général

contiennent essentiellement des puissances.

A

]ﬁ- (n=1)

n

. Ity = (
1. Etude de la série de terme général n+1

11



n+l 1\
1+ -
Ona: LY
, 1
hm Y, = — <1
On en déduit : ri—+e £ . La série est convergente.
Inm
n
) U, = ~(n = 2)
2. Etude de la série de terme général (In n)
Inn (1“ ”}2
exp —— )
n n n . (Inn)-
Yy = = lim —— =10 lim <u, =0
Ona: Inn Inn .Qri—+ea 11 ,d'oUn—+co * . La série

est convergente.

1.3.3 Théoréme : Régle de d'Alembert.

lp+

Soit (#n) une suite a termes positifs. On suppose que la suite( Uy )est définie pour 1 assez

grand et a une limite L quand 7 tend vers +co . Alors
e sil < 1,lasérie de terme général lin est convergente ;
e sil > 1,lasérie de terme général Ui est divergente.

Preuve

1. Supposons L < 1.1l existe un réel k tel que L < k < 1 et il existe un entier 710 tel que,

L P
Ht E ]{ ) 1{::
pour tout entier ! Z My on ait U . On en déduit, pour tout entier i : ¥nmy+i = K Uy,
La série de terme général lx est convergente.
2. Si L>=1, il existe un entier i tel que, pour tout entier =M1 |, on

ait Un > 0 gt Uns1 > Uy giopy Un Z Un, >0 6 terme général Un ne tend pas vers 0. La

série de terme général 4 est donc divergente.

Exemple

La regle de d'Alembert est bien adaptée aux cas ou n s'exprime a l'aide de produits, en
particulier quand ¥ contient des puissances ou des factorielles. On le verra dans le cas des

séries entiéeres.
A .
i H,,.r:—1{_1:E_-%;+}
1. Etude de la série de terme général mn.

I s'agit d'une série a termes tous strictement positifs. On a

T b opl X

: ly+
= - = lim —=0<1
Un (mn+1)!x n+ 1 0nendéduit: "+ Uy

12



X1
Uy = —1{_1: € Hl)

La série est convergente (on retrouve le fait que le terme général n! tend

vers 0).

On peut méme calculer la somme de la série : en appliquant la formule de Taylor-Lagrange
(cf. chapitre sur les fonctions de classe C" ) a la fonction exponentielle sur l'intervalle [0. x] ,
pour tout .X réel strictement positif, on obtient I'égalité :

H ]‘J‘ -+ 1“”

expr= lim Z— expx = —
p =00 l{-! N . p H!
k=0 """ | c'est-a-dire, ] .

On reviendra sur ce point de vue dans le chapitre sur les séries entiéres.
|

, i, = —H n=1)
Etude de la série de terme général n
Tous les termes de la série sont strictement positifs. On a
T (n+ 1)! n" n" |

u,  n! (m+ L (m+ 1y L] g

n
T 1
lim — = = < 1

On en déduit : T77% Uiy £

n!
iy = -
La série est donc convergente. On en déduit en particulier que le terme général n" tend

vers 0.

i -
Ainsi, quand on considére les trois infiniment grands -t (x> 0) ,n!, n" ona, pour 1 assez
grand : X" < n! <n",
i .
En fait on a montré que, quand n tend vers +o0, X (X > 0) est négligeable devant 711! et 11! est
T i . ,
négligeable devant 11", ce qui signifie qu'on a:

lim ¢ (n) = Im &(n) =0
-Iﬂ :H!E] (H] etﬁ! = HHEE(H] avec p—+om ]{ } H— 400 1( ]

Remarque

Dans le cas de la régle de Cauchy comme dans le cas de la régle de d'Alembert, si la limite L. est
égale a 1 on ne peut pas conclure.

Le champ d'application de ces regles est restreint : il s'agit de séries dont la convergence est
rapide (convergence géométrique) ou dont la divergence est rapide (divergence
géométrique). Dans le cas de la divergence, on doit, en principe s'en étre rendu compte avant

: le terme général ne tend pas vers 0.

13



y+

< 1

Attention ! Il ne suffit pas qu'on ait, pour tout 12, Vin <1 ou liy pour que la série soit
i+
0 < <]
convergente. Dans le cas de la série harmonique, on a pour tout 17 = |, Ity etla

série est divergente. On remarque que l'une et |'autre des preuves utilisent explicitement
l'existence d'un réel k vérifiant L < k < 1.

Remarque

Dans le cas de la régle de Cauchy comme dans le cas de la régle de d'Alembert, si la limite L est

égale a 1 on ne peut pas conclure.

Le champ d'application de ces regles est restreint : il s'agit de séries dont la convergence est
rapide (convergence géométrique) ou dont la divergence est rapide (divergence
géomeétrique). Dans le cas de la divergence, on doit, en principe s'en étre rendu compte avant

: le terme général ne tend pas vers 0.

ftp+1
T < < 1
Attention ! Il ne suffit pas qu'on ait, pour tout 77, ¥ ou Uy pour que la série soit
i+
0< <1
convergente. Dans le cas de la série harmonique, on a pour tout 12 = |, Ity et la

série est divergente. On remarque que l'une et l'autre des preuves utilisent explicitement
I'existence d'un réel k vérifiant L < k < 1.

1.3 Séries de fonctions

Définition : Soit( f;,),, une suite des fonctions telles que Yn = 0, f,,;: I = R . On appelle série

de fonctions de terme général f,, , notée Y,.5, frn , |a suite de fonctions des sommes partielles
(Sp)n, ol pour tout entiernon a S, = Yxso fx ouencore S, (x) = Xiso fr(x), Vx €L

1. Convergence simple d’'une série de fonctions :
Définition : Soit la série de fonctions },,5¢ [ telleque Vn = 0, f,,: I - R.

= Sipourtoutx € D € I, la série numérique Y=o fn (X) converge, on dit que la série de

fonctions },,50 f converge simplement sur D.

14



= D estdit le domaine de convergence de la série de fonctions },,>¢ fa-
= SiY =0 fa cOnverge surl, on définit la fonction f: I — R par

f@) =) fa®).vxel
n=o0

f est la somme de la série de fonctions Y ,,>¢ f-
=  On définit le reste de la série de fonctions },,-¢ f, Noté (R,,), par

+ 00

R,(x) = Z fiu(X),Vx €1

k=n+1

Exemples :

% Soit Y nso fn telleque VN > 0, fo(x) = x™:R - R.

n 1__xk+1
—six#1
Sn(x) = zx" =1{"1-x
k=0 (n+1six=1
Donc ¥, X™ est une série géométrique qui converge si et seulement sijx| < 1. D’ou
Yns0x™ converge simplement sur l'intervalle]—1,1[, vers la fonction S(x) = l—ix
% Soit la série de fonctions Y.,,5¢ f, OU
fi: R-oR
vn >0, g
X —
n!
Ona [l — X ___,0,vx € R. Donc la série ) e gconverge absolument pour tout
() | 7 nt1noteo R20 2

réel x, d’apres le critére de D’Alembert de convergence absolue.
¢ La série de fonctions ¥, f OU
y 20 R-R
vn > 1, ="

b

Vx2 + n?

La série ), = est une série alternée convergente pour tout réel x, car |a suite (;) est
n2 it ' Vazant/y

positive décroissante vers 0 quand n tend vers l'infinie.

Remarque : Etudier la convergence simple d’une série de fonctions revient a fixer x € /, et étudier
série numérique Y,.5¢ fn ().

la

15



2. Convergence uniforme d'une série de fonctions :
Définition : Soit la série de fonctions ¥,,., f,, telle que¥n = 0, f,,: I — R.

On dit que ¥’,,5¢ f converge uniformément vers une fonction f sur [ si et seulement si la suite de
fonctions (S,,), converge uniformément vers f surl.

i.e.ssiSy, = fsurl
i.e. ssilim,,_, ;o (Sup,e; 1S, (x) = fF)D =0

i.e. ssilim,_, ;. (Supye R, (x)|) = 0 ou encore R,, = Osur |

D’oul : une série de fonctions converge uniformément sur [ si et seulement si son reste converge
uniformément vers 0 surl.

Exemples :

f: R*-R
<+ Soit la série de fonctions },,-, [, telle que ¥n > 1, N,

x+n
(-)"
xX+n

ZHEI

1 e P " 5 . .
(m est positive décroissante vers 0. Donc cette série des fonctions converge
nzl

est une série alternée convergente pour toute valeur positive x, car la suite

simplement surR*.
Pour montrer qu’elle converge uniformément surR*, il faut et il suffit de montrer que son

reste converge uniformément vers 0 :
(-1)"

x+n

Comme X1 est une série alternée convergente, alors

+o0 1y
IR, (x)| = z "; +)n S el =77

k=n+1

P 1 1
D'ol Vx 2 0, R, (X)] £ — = 0 < supy2olRy(¥)| < —

Ce qui prouve que lim,,_, ;o (SUPy2o|Rp(X)]) = 0i.e R, = 0 sur R™.

Proposition 01 : Si la série de fonctions }.,,-, f,, converge uniformément surl, alors |a suite de
fonctions (f,,), converge uniformément vers la fonction nulle sur /.

Z fn converge uniformément sur I = (f,, = 0 sur [)
nz1

Remarque: La convergence uniforme de la suite (f,,),,vers la fonction nulle est une condition
nécessaire non suffisante pour la convergence uniforme de la série de fonctions Y,,-, f,,- Donc si
(fu)nne converge pas uniformément vers 0 sur I alors la série Y., >, f, ne converge pas

uniformément sur/ .

R* >R

Exemple : Considérons la série de fonctions }.,,5, f, telle que ¥Yn > l,[f B
x - nx2e™*Vn
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{f,,: R* - R

Exemple : Considérons la série de fonctions X,.., f,, telle que ¥n > 1,
x = nxZe~®n

La série X121 nx%e V" est a termes positifs pour toute valeur réelle de x, on applique le critére de
Riemann :

lim,_, 4o 12 f(x) = lim,_, o n? nx2e=V" = 0,vx > 0.
Donc la série de fonctions ¥,,., nx2e *V" converge simplement sur R*.

Vérifions que cette série de fonctions ne converge pas uniformément sur R* ; pour cela on montre
que la suite de fonctions (f;,),, ne converge pas uniformément vers la fonction nulle :

Onalim,_ . f,(x)=lim,_ nxZe ™" = 0,vx > 0, ce qui signifie que la suite (f,,),, converge
simplement vers la fonction nulle sur R*. Les fonctions f;; (x) = nx(2 — xvn)e ", vx > 0 , donc

2 4 N 2 2 .
supyert lfn()| = fo (ﬁ) = = # 0. Dol ne converge pas uniformément vers la fonction nulle, et

par conséquence la série de fonctions Y.,,>1 f, ne converge pas uniformément sur I'ensemble des
réels positifs.

Proposition 02 :

= Sila série de fonctions Y. >0 fn converge uniformément vers f surl, alors elle converge
simplement vers f surl.

= Siles séries de fonctions Y.,,5¢ [ €t 2ns0 gn COnvergent uniformément vers les fonctions
f et g surl, alors pour toute valeur réellea, la série Y.,,-o(f, + @g,) converge uniformément
vers (f + ag) surl.

Théoréme d’Abel de convergence uniforme : La série Y., f,,(x) g, (x) converge uniformément
sur |, si

e AIM>0tqV¥n=0,|Xk=ofi(¥)| <M, Vxel
e La suite de fonctions (g, (x)), positive, décroissante et g,, = O sur I.

3. La convergence normale d’'une série de fonctions :
Définition : Soit la série de fonctions Y.,,>¢ f définie sur un domaine D (i.e. la série converge
simplement sur D). S'il existe une série numérique positive convergente }.,,., a, Vvérifiant :
Vx €D,|f,(®)| < a,

Alors on dit que la série de fonctions },,5¢ f, converge normalement sur D.

Autrement dit, la série converge normalement sur D si :

Ja, =2 0,vyn>0,Vx € D,|f,(¥)| < a, etz a, converge

nz0

i.e. 3a, = 0,Vn = 0, sup,eplfn(®)] < a, et ¥ ,50a, converge

i.e. Ynsollfn]l converge.
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Exemple :

o P - cosnx

%+ Soit la série de fonctions Znun—z,x ER

cosnx
nZ

OnaVx €ER,

série ¥ >, —— converge normalement sur R.

cosnx
n
< Soit la série de fonctions ¥, ne V", x € [1, +oo[.
Ona f,(x) = ne™7, et £/ = _n\me™V" < 0,vx € [1, +oo[.
Donc supyepy +oflfn ()| = f(1) = ne™V, et la série Yonso ne~vn converge d’apreés le

critére de Riemann, car lim,,_, ; nZne~V" = 0. D'ol la série de fonctions} ;o ne ~x/n
converge normalement sur [1, +oo[.

Remarques :

LN

» La convergence normale entraine la convergence absolue, en effet :

La série converge normalement sur D si :
Jda, =0,vn=0,vx € D,|f,(x)]| < a, ezZaﬂ converge
nz0
Donc, et d'apres le critére de comparaison, la série Y=ol fn (x)| converge ce qui signifie que la série
Y=o fu(x) converge absolument sur D.

> La convergence normale entraine la convergence uniforme, en effet :

La série converge normalement sur D si :

da, = 0,Yn=0,Vx € D,|fn(x)] < ap etz a, converge
n=0
Ce qui implique |T£2 41 (0] < X2, 41 @, cOMMe ¥,,50 @, converge son reste tendra
vers 0 (indépendamment de x), d’ou

+oo
0< lim (supeplRa(D < lim " @, =0
k=n+1

i.e. Ry, = 0 sur D= },,20 fn converge uniformément sur D.

La convergence normale = La convergence uniforme
U U
La convergence absolue =  La convergence simple

1 2 o 1 g s "
| < = et la série ZnnF est une série de Riemann convergente. Donc la
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Exemples :

A . - . -1)" . .
** On a déja démontré que la série de fonctions E“gl( ) — converge uniformément surR*,
(- L "
—| = —~; ¥x = 0, comme la série En,l diverge, donc la série};;»; ——ne

x+n
converge pas absolument sur[lﬁ+

mais

=1 n
| =—et Z,m diverge, donc la s,erueE“;.1 } ne converge pas

D’autre part, sup,;_,u —

normalement surR* .

1)

Ainsi la série de fonctions E,m —converge uniformément, mais pas normalement, ni

absolument surR*.

—q3n
%+ Soit la série de fonctions Enzl%

(=)™ | _ 1 1
- <——=Vx€0]]

In?+n *n?+n

avec x € ]0,1].

Ona

1 . . . . . (="
Or E“ﬂm converge (série de Riemann), donc la série Engim converge absolument
sur]0,1].

. . (-1)"
Etudions sa convergence uniforme : ¥,,5,

= estune série alternée convergente sur]0,1],

alors son reste est majoré par

Vx €]0,1], IRy (0)] < frs1(x) = =Vx €01}, IR,()| < —

x2(n+1)%4n+1

D'ou 0 < SUPyelo, 1]|Rn(x)| S—= n+1

i.e. R, = 0sur]0,1], la série est donc uniformément convergente sur]0,1].

1 g sop e g5 .
Mais: supjo ) == =~ cequi signifie que la série ne converge pas normalement, bien

x2n%4n
qu’elle est absolument et uniformément convergente.

Récapitulatif des différentes techniques pour démontrer la convergence uniforme :

v' Déterminer le domaine de convergence simple , puis montrer que la suite de fonctions des
restes (R, ), converge uniformément vers la fonction nulle sur ce domaine.
v" Montrer la convergence normale, en

trouvant a, > 0 tel que |f,(x)| < a,, pour tout x et Z a, converge
nz0

ou bien, en calculant sup,ep|fo(x)| = by, et z b, converge
nz0
v" Appliquer le théoréme d’Abel de convergence uniforme.
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