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SERIE DE TD N 02 )
ESPACES VECTORIELS NORMES

Exercice 1: Espaces de suites: On définit
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+00 +oo
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+oo +00 )
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n=0 n=0

Montrer que (I°°[|(un)nenlloo); (1%, [(un)nenls) et (1% [[(uwn)nenll2)
sont des espaces de Banach.

Exercice 2: Théoreme des fermés emboités:
1. Soit (E,|| - ||) un espace de Banach, et (F},),, une suite de fermés
emboités non vides dont le diametre diam(F,,) = sup{||lx — y||;x,y €
F,} tend vers 0. Montrer que (),~, F» est un singleton.
2. Soit Fl, = {u € I® : ||ullc = 1 et ug = - - - = u,, = 0}. Vérifier que
les F,, forment une suite de fermés emboités tous non vides d’un espace
de Banach, dont I'intersection est vide. Quel est le probleme 7

Exercice 3: Soit (£, ||-]|) un espace vectoriel normé complet, et soit
A une partie de E non vide et différente de E. Montrer que la frontiere

de A, Fr(A), est non vide.

Exercice 4: Théoréme du point fixe:
1. Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé complet (non vide), et
T : E — E une application k-contractante avec k €]0, 1], i.e. pour tous
vy € B, |T() - T < klz — y.
Montrer que T" admet un unique point fixe, en considérant pour a € E
quelconque, la suite (u,),en définie par récurrence par u,+1 = T'(uy),
et ug = a.
2. Application: montrer qu’il existe une unique solution y € C*([0, 1]; R)
solution du probleme de Cauchy

y'(z) = sin(xy(x)) Vo € [0,1], et y(0)=1.



