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INTRODUCTION

« Good modern science tmplies good variational problems »

M.S. Berger (1983)

Le recueil d’exercices et problémes corrigés que nous proposons ici concerne
les domaines des Mathématiques répertoriées sous les vocables d’Optimisation
et Analyse convexe. L’Optimisation est traitée dans ses aspects suivants : la clé
de votte que constituent les conditions d’optimalité (chapitres II et III); le role
(incontournable) de la dualisation de problémes (chapitre IV); le monde particu-
lier (et toujours en haut de l'affiche depuis ses débuts) de ’Optimisation linéaire
(chapitre V). L’Analyse convexe (moderne) n’est pas traitée en tant que telle mais
par 'utilisation qu’on peut en avoir en Optimisation ; il s’agit en fait d’une initia-
tion & la manipulation de concepts et de résultats concernant essentiellement : la
projection sur un convexe fermé (au chapitre VI), le calcul sous-différentiel et de
transformées de Legendre-Fenchel (chapitre VII). L’Analyse linéaire et bilinéaire
(ou, plutot, ’Analyse matricielle) ainsi que le Calcul différentiel interviennent de
maniére harmonieuse en Optimisation et Analyse convexe : un chapitre de revi-
sion des bases leur est consacré (chapitre I). Prés de 160 exercices et problémes
sont corrigés, parfois commentés et situés dans un contexte d’utilisation ou de
développement historique, gradués dans leur difficulté par un, deux ou trois * :

* Exercices plutot faciles (applications immédiates d’un résultat du Cours,
vérification d’un savoir-faire de base, etc.) ;

xx Exercices que le lecteur-étudiant doit pouvoir aborder aprés une bonne
compréhension et assimilation du Cours. De difficulté moyenne, ce sont de loin
les plus nombreux ;

x % % Exercices plus difficiles, soit & cause de certains calculs & mener a bien,
soit simplement en raison d’un degré de maturité plus grand que leur résolution
requiert.

Comme tous les exercices de mathématiques, ceux présentés ici ne seront pro-
fitables au lecteur-étudiant que si celui-ci les travaille, un crayon a la main, sans
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regarder la correction dans un premier temps. Qu’il garde a I'esprit ce proverbe
chinois :

« J'entends et j’oublie, (cours oral)

je vois et je retiens, (étude du cours)

je fais et je comprends » . (exercices)

Le cadre de travail choisi est volontairement simple (celui des espaces de di-
mension finie), et nous avons voulu insister sur les idées et mécanismes de base
davantage que sur les généralisations possibles ou les techniques particuliéres a tel
ou tel contexte. Les problémes dits variationnels requiérent dans leur traitement
une intervention plus grande de la Topologie et de I’Analyse fonctionnelle, & com-
mencer par le cadre — fondamental — des espaces de Hilbert ; ils seront abordés
dans un prochain recueil.

Les connaissances mathématiques pour tirer profit des exercices et problémes
du recueil présent sont maintenues minimales, celles normalement acquises aprés
une formation scientifique & Bac 4+ 2 ou Bac + 3 (suivant les cas).

Chaque chapitre débute par des rappels de résultats essentiels, ce qui ne doit
pas empécher le lecteur-étudiant d’aller consulter les références indiquées a la
fin du livre. L’approche retenue est celle d’'une progression en spirale plutot que
linéaire au sens strict : ainsi, par exemple, la fonction A € M, (R) — In(détA)
est d’abord considérée pour un calcul de différentielles, puis pour sa convexité,
puis plus tard en raison de son réle comme fonction-barriére dans des problémes
d’optimisation matricielle.

Pour ce qui est de I'enseignement, les aspects de I’Optimisation et Analyse
convexe traités en exercices ici trouvent leur place dans les formations de niveau
deuxiéme cycle universitaire (modules généralistes ou professionnalisés) et dans
la formation mathématique des ingénieurs, sur une durée d’un semestre environ ;
la connaissance de ces aspects est un préalable & des formations plus en aval, en
optimisation numérique par exemple.

La plupart des exercices et problémes proposés, sinon tous, ont été posés en
séances d’exercices ou examens a I’Université Paul Sabatier de Toulouse.

Je voudrais remercier les anciens étudiants ou jeunes collégues qui ont bien
voulu relire une premiére version de ce document et y relever une multitude de
petites fautes (il en reste sirement...), parmi eux : D. Mallard, M. Torki, Y. Lucet,
C. Imbert et J. Benoist. Enfin je ne voudrais pas oublier A. Andrei pour la part
primordiale qui a été la sienne dans la saisie informatique de I'ouvrage.

Toulouse, 1989-1997
J.-B. Hiriart-Urruty



INTRODUCTION

Depuis sa publication il y a dix ans (en mars 1998), cet ouvrage a subi les vicis-
situdes d’'un document de formation destiné a un public (d’étudiants en sciences)
en nette diminution. Il a été traduit en russe par des collégues de Kiev (Ukraine)
en 2004, mais la version frangaise originelle n’est plus disponible depuis 2006.
Ainsi, pour répondre & une demande de collégues et étudiants, un nouveau tirage
a été envisagé. Je remercie les éditions EDP Sciences, notamment mon collégue
D. Guin (directeur de la collection Enseignement Sup — Mathématiques), d’avoir
accueilli ce projet. Aude Rondepierre a donné un coup de main pour reprendre
les fichiers informatiques anciens; qu’elle soit remerciée de sa bonne volonté et
efficacité.

Toulouse, printemps 2009
J.-B. Hiriart-Urruty
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ABREVIATIONS ET NOTATIONS

= égal par définition.
cf. : confer, signifie « se reporter a ».
1.e. : id est, signifie « c’est-a-dire ».

In : notation normalisée pour le logarithme népérien.

RY, R ou |0, 4o00[ : ensemble des réels strictement positifs.
u™ : partie positive du réel u.

x = (x1,...,2,) ou z = (&,...,&,) : notation générique pour un vecteur
de R™.
uT signifie (uf,...,u}) lorsque u = (uy,...,u,) € R

Lorque u et v sont deux vecteurs de R", u < v signifie « u; < v; pour tout
1=1,...,n».

{ur} ou (uy) : notations utilisées pour les suites indexées par des entiers
naturels.

Pour une fonction f différentiable en x (resp. deux fois différentiable en x),
Df(x) désigne la différentielle (premiére) de f en x (resp. D?f(z) désigne la
différentielle seconde de f en x). Si la variable est réelle (et notée t), on utilise la
notation f'(¢) (resp. f”(t)) pour la dérivée de f en ¢ (resp. la dérivée seconde de f
en t) |ce sont des éléments de I'espace d’arrivée et non des applications linéaires].

Pour une fonction numérique f définie sur un ouvert O de R", différentiable
en ¥ € O (resp. deux fois différentiable en x € O), Vf(x) (resp. V2 f(z)) désigne
le (vecteur) gradient de f en x (resp. la matrice hessienne de f en x).

Lorsqu’elle existe, la dérivée directionnelle de f en x dans la direction d est
notée f'(x,d).

Pour une fonction vectorielle f : O C R” — R™ différentiable en z € O, J f(x)
désigne la matrice jacobienne de f en x (matrice & m lignes et n colonnes).



OPTIMISATION ET ANALYSE CONVEXE

M n(R) : ensemble des matrices (m,n) (m lignes et n colonnes) a coefficients
réels ; My, (R) est une abréviation de M, ,(R).

la;j] : matrice de terme général a;; (& la i-éme ligne et j-éme colonne).

diag (M1,...,A,) : matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont
Alyeeey Ane

I, (ou I quand il n’y a pas d’ambiguité) : matrice-unité de M, (R), i.e.
diag (1,...,1).

AT ou tA : transposée de A € My, ,(R) [les deux notations sont d’un usage
trés courant ; par contre A’ est & proscrire car génératrice de confusions|.

Lorsque A est inversible, A~ T désigne I'inverse de AT (ou, ce qui revient au
méme, la transposée de A~1).

tr A: trace de A € M,(R).

dét A : déterminant de A € M, (R).

cof A : matrice des cofacteurs de A € M,,(R), i.e. celle dont le terme (i, j) est
(—1)"7 dét A;;, ot A;j est obtenue a partir de A en enlevant la i-éme ligne et la
J-éme colonne.

S, (R) : ensemble des matrices de M,,(R) qui sont symétriques.

@ symbolise la somme directe de sous-espaces vectoriels.

vect{vy,..., v} : sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs vy, ..., vg.

Sauf indication contraire, R™ est muni de sa base canonique; ainsi ¢ A €
M (R) est canoniquement associée une application linéaire de R™ dans R™,
d’ou les notations Ker A, Im A, etc.

L’isomorphisme canonique de R™ sur M,, 1 (R) est celui qui & x = (z1,...,2y)
I

associe la matrice unicolonne X = | : | ; des expressions comme AX (ou Azx) ne
xn

devraient pas arréter I’étudiant-lecteur. Si, par exemple, u et v sont deux vecteurs
de R”, wv' est une matrice carrée de taille n dont le terme général est u;vj, alors

n
que u' v est la matrice-scalaire (ou scalaire) - u;v;.

i=1

(-,), < >, (-] ) : notations utilisées pour les produits scalaires (dans
des espaces euclidiens). Sauf indication contraire, (-,-) désigne dans R" le produit
scalaire usuel (celui qui & = = (&1,...,&,) et y = (m1,...,ny) associe (x,y) =

n
> &m;, soit encore &'y (cf. supra)). Bien des problémes d’optimisation se posent
i=1

dans des espaces de matrices : si X := M, »(R), le produit scalaire standard sur
X est défini par < M, N > := tr (M T N).
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Soit A € M, (R), u et v des vecteurs de R™ : u' Av est un(e) (matrice-)
scalaire égal(e) a (sa transposée) uA " v ; un mécanisme plus commode d'utilisation
et engendrant moins de fautes est d’écrire (u, Av) = (ATu,v).

Si [ est une application linéaire d’un espace euclidien (F,< -,- >) dans un
autre espace euclidien (F,(-,-)), 'adjointe [* de [ est 'application linéaire de F'
dans E définie par

< I*(y),z > = (y,l(z)) pour tout (z,y) € E x F.

Si 'on représente I'ensemble des formes linéaires sur E par E wvia le produit
scalaire < -,- > (idem pour F'), prendre 'adjointe de [ ou sa transposée revient
au méme. Lorsque E et F' sont munies de bases orthonormales (comme c’est le
cas des espaces euclidiens (R", (-, -)) munies de leurs bases canoniques), la matrice
représentant 1’adjointe de [ (= sa transposée) dans ces bases est la transposée de
la matrice représentant .

|I|| : norme dans un espace vectoriel normé X. Si X est muni d’un produit
scalaire (-,-) (exemples typiques : R", M,, ,(R)), et en 'absence d’autres pré-

cisions, ||-|| désignera la norme dérivée du produit scalaire (i.e. ||-|| = /(-,*)).
Lorsqu’interviennent a la fois des normes de vecteurs et de matrices, on évite les
confusions en utilisant ||-|| pour les vecteurs et ||| - ||| pour les matrices).

[¢] —
int S ou S : intérieur de S ; S : adhérence de S;
fr S : frontiére de S.
B(x,r) : boule fermée de centre x et de rayon r.

A, : simplexe-unité de R™, c’est-a-dire ensemble des (aq,...,q,) € R™ tels
que a1 + ...+, =1 et o > 0 pour tout ¢ (coefficients qui servent dans la prise
de combinaisons convexes).

A € S,(R) est dite (symétrique) semi-définie positive lorsque (Az,x) > 0
pour tout z € R™ [cette appellation est préférable a « positive » qui peut signifier,
dans certains cas, « a coefficients positifs »|. On désignera par P, (R) I'ensemble
des matrices semi-définies positives de taille n.

A € S, (R) est dite (symétrique) définie positive lorsque (Az,x) > 0 pour tout
x # 0de R™ (ce quirevient a : A semi-définie positive et inversible). On désignera
par 7§n (R) I'ensemble des matrices définies positives de taille n.

Le caractére de semi-définie ou définie positivité ne sera considéré dans ce
recueil que pour des matrices symétriques.

X1
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I

REVISION DE BASES : CALCUL
DIFFERENTIEL, ALGEBRE LINEAIRE
ET BILINEAIRE

Rappels

I.1. Algébre linéaire et bilinéaire

Sil:R"™ — R est linéaire, il existe un unique v € R™ tel que I(z) = (v, z) pour
tout z € R™; les fonctions affines & valeurs réelles sont de la forme x — (v, x) +c,
ol v € R" et ¢ € R. Méme chose si [ est une forme linéaire sur un espace euclidien
(E,(-,-)) : l s’écrit de maniére unique sous la forme (v,-), ot v € E.

Si ¢ : R™ — R est une forme quadratique, il existe un unique @ € S,(R) tel

1
que ¢(x) = §<Qx, x) pour tout = € R™ (le coefficient 1/2 est mis 14 pour simplifier

les calculs).

Rappel du mécanisme de transposition : (Ax,y) = (x, ATy) (produits scalaires
dans R™ et R™ respectivement).

Si H est un sous-espace vectoriel de R™, H+ désigne son sous-espace orthogo-
nal. Rappel : si A est linéaire, (KerA)* = Im(A").

Un résultat-clé de 1’Algebre linéaire et bilinéaire : si S € S, (R), toutes les
valeurs propres \; de S sont réelles et il existe une matrice orthogonale U telle
que UTSU = diag(Aq, ..., \,) ; ainsi il existe des vecteurs propres z; unitaires (x;

n
associé a \;) tels que S = Z )\ZZL‘ZZL‘;F (ceci est appelé une décomposition spectrale

i=1

de ).
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Les formulations variationnelles suivantes de la plus grande et la plus petite
valeurs propres de S € S,,(R) sont essentielles :
(Sz,x)

Amam S) = ma BTG >\mm S) =
S = et

(Sz,x)
min —— -
v#0 || |
Sn(R) est muni de l'ordre (partiel) suivant : A > B dans S,,(R) lorsque A — B est
semi-définie positive (A — B € P,(R)).
o

Si X € P,(R), la racine carrée positive de X (notée X/2) est I'unique S €
o
Pp(R) telle que S? = X. L’application X — X'/2 a des propriétés similaires
a celles de la fonction racine carrée sur R} ; prudence tout de méme... Mémes
remarques pour Iapplication X —— X1,

Si K est un cone convexe fermé d’un espace euclidien (£, (-, -)), le cone polaire
K° de K est le cone convexe fermé de E défini comme suit :

K°:={s€e E| (s,z) <0 pour tout = € K}.

1.2. Calcul différentiel

f O CR" — R définie sur un ouvert O de R" est dite différentiable en
T € O §’ill existe [ : R™ — R linéaire telle que :

f@+h)=f@) +1lh)+]|h|e(h), avec £(h) — 0 quand h;O. (1.1)

[ est représentée (dans (R™, (-, -)) euclidien) par un unique vecteur, appelé gradient
de f en Z, et noté Vf (Z) (ca se lit « nabla f de T »). Désignant par 0;f (Z) la
dérivée partielle en T de f par rapport a la j¢ variable, V f (Z) est le vecteur de

R™ de composantes 01 f (T) , ..., 0, f (T). Une maniére équivalente d’exprimer (1.1)
est :
= id) — f (T
iim LETDTE 1 @),0 (1.2)
t—

et la convergence est uniforme par rapport & d lorsque celui-ci reste dans un
ensemble borné de R™ (la sphére-unité par exemple).
Plus généralement, F' : O C R" — R™ qui a ¢ € O associe F (z) =
fi(z)
: est dite différentiable en 7 € O si chacune des fonctions-composantes
fm ()
f1y ey fm Pest. On appelle alors matrice jacobienne de F en T, et on note JF ()
la matrice de M, ,(R) dont les lignes sont [V f; @], .., [Vfm (@)]7, Cest-a-dire
que le terme (7,7) de JF (T) est 0;f; (T).



I.3. FONCTIONS CONVEXES

Revenant a une fonction numérique f : O C R" — R différentiable sur O,
on dit que f est deux fois différentiable en T € O lorsque Vf : O C R" — R"
est différentiable en . La matrice jacobienne de V f en T est appelée matrice
hessienne de f en T et notée V2f(T); il s’agit d’une matrice symétrique de taille
n dont le terme (i, j) est 0;(9;f)(T) = 81-2]- f(T) (dérivée partielle d’ordre 2 en T
de f par rapport a la i® et j¢ variables).

Rappel : dans le cas ot f est deux fois différentiable en T € O, on a le
développement de Taylor-Young d’ordre deux suivant :

F@+h) = F @)+ (V@) 0+ (V@b + | hIPem), (1)

avec € (h) — 0 quand h;ZO'

Enfin deux ensembles de résultats de Calcul différentiel sont essentiels en Op-
timisation : le théoréme de la fonction implicite et le théoréme d’inversion locale ;
les développements de Taylor sous leurs formes diverses. A revoir si nécessaire.

1.3. Fonctions convexes

Soit C' un convexe de R"; f : C' — R est dite convere sur C si pour tout
(x,2') € C x C et tout « €]0,1[ on a :

flaz+ (1 —a)2)) <af (@) + (1 - a) f(a)). (1.4)

f est dite strictement conveze sur C' quand l'inégalité (1.4) est stricte dés que
x # x'. Une propriété encore plus forte est comme suit : f est dite fortement
conveze sur C', de module de forte convexité ¢ > 0, lorsque

flaz+(1—a)2!) <af(z)+(1-a)f(@) - %ca(l—a) |2’ —x|® (1.5)

pour tout (z,2’) € C x C et tout o € ]0,1].
Rappelons deux résultats essentiels :

Théoreme. Soit f différentiable sur un ouvert O de R™ et C' un conveze de O.
Alors :

(1) f est convexe sur C si et seulement si

f(@) = f@) +(Vf(T),x—7) pour tout (z,7) e CxC; (1.6)
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(17) f est strictement convexe sur C si et seulement si l'inégalité (1.6) est stricte
dés que T # x;

(131) f est fortement conveze sur C' de module c si et seulement si
1
fx) = f(@)+(Vf(@),z—T)+ 3¢ | -7 ||?, pour tout (z,%) € C x C. (1.7)

Théoreme. Soit f deuz fois différentiable sur un ouvert convere O. Alors :

(i) f est convexe sur O si et seulement si V2f (z) est semi-définie positive
pour tout x € O ;

(i) Si V2f (x) est définie positive pour tout x € O, alors f est strictement
convezxe sur O ;

(1i1) f est fortement convexe sur O de module ¢ si et seulement si la plus
petite valeur propre de V2f (x) est minorée sur O par c , soit encore :

(V2f (z)d,d) > c || d|* pour tout z € O et tout d € R™.

Références. Parmi les exercices de [15] figurent des applications simples a I’Ana-
lyse numérique matricielle et ’Optimisation. Outre les références suggérées en
pp. 305 307 de [15] (et rééditées a présent), signalons [16], ouvrage complet et trés
diffusé, dans lequel I'aspect matriciel (celui qui prévaut dans les applications) est
privilégié.

Pour les fonctions convexes différentiables, on pourra consulter [12|, Cha-
pitre IV, Section 4, par exemple.

* Exercice I.1. Soit f : R"™ — R contintiment différentiable.
1°) Soit z tel que Vf (zg) # 0. Que représente V f (xo) pour la surface de
niveau S := {z € R" | f(x) = f(x0)}?

2°) Rappeler 1'équation de I'hyperplan affine (de R"*!) tangent au graphe
de f en (zo, f(z0))-

Donner a l'aide de V f (xg) un vecteur normal & cet hyperplan.

3°) On suppose qu'il existe L > 0 tel que
|Vf(z)=Vf(2) | <L|z—2"| pourtout (z,2') €R"xR"

Montrer qu’alors

po|

If (x+d) — f(x) — (Vf(x),d)| <= | d]|* pour tout (z,d) € R™ x R".
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Solution : 1°) V f(xg) est un vecteur normal & S en xq ; le sous-espace tangent
a S en xz( est orthogonal & V f(xo).

2°) Soit grf := {(x, f(x)) | * € R"} le graphe de f (partie de R"*! donc).
Le sous-espace affine tangent a grf en (zg, f(z¢)) a pour équation

y = f(zo) +(Vf(20), — 20).

Un vecteur normal a cet hyperplan est fourni par (V f(zg), —1) € R" x R.
On peut voir aussi grf comme la surface de niveau 0 de la fonction

g:(z,7) eR" X R+— g(z,r) := f(x) —r.

Comme Vg (xo, f(z0)) = (Vf(x0),—1) n’est jamais nul, le vecteur
(Vf(xg),—1) est normal a grf en (xq, f(z0)) -

R orf grf
(%, £ ) Vi (x,)
| R} |
Vilx +
/ :; iﬂ/ (V f(x)-1)
]RP‘.',
FIGURE 1.

3°) f étant contintiment différentiable, on a gréace a la formule de Taylor a
I'ordre zéro avec reste sous forme d’intégrale

1
f(:c+d):f(x)+/0 (Vf(x+td),d)dt.

1
Sachant que (Vf(x),d) = / (V f(z),d)dt, on transforme I’expression pré-
0

cédente en

1
f(@+d) - f(z) - (V(),d) = /0 (V (& +td) - V f(z), dydt.

()



CHAPITRE I. REVISION DE BASES : CALCUL DIFFERENTIEL...

Il s’ensuit grace a 'hypotheése faite sur Vf :

| Vf(z+td) = Vi) || d]

(Vf(z+td) = V(z),d)| <
<tL | d]P,

d’ou :

1
£ @+ @)= @) = (VE@.d)| < [ CLldIPt=31d P

Commentaire :

— Prolongement de I'exercice. On suppose & présent que f est deux fois diffé-
rentiable sur R”. Comment traduire alors en termes de V2 f I’hypothése dans la
3¢ question ? Proposer ensuite une démonstration de I'inégalité de la 3° question

qui s’appuie sur une autre formule de Taylor.
— Il importe de bien assimiler ce que représentent géométriquement les objets

Vf(x) et V2f(x) vis-a-vis des surfaces de niveau et du graphe de f.

* Exercice 1.2.
A déterminer :

Situations :

1°) f:R*—R Vf(z),V2f(z) en tout point z.
x— f(x) = (¢, z) + 7.

2°) F:R" — R™ JF(z).
x+—— F(z) :== Lz + b, ot L € My, n(R).

3°) f:R* —R Vf(x), V3 f(z).
z— f(z) = 5(Az,z) + (d, ) + 9,
ot A e My(R).

4°) g:R* —R Vg(x), V().
e g() == 3 (@],

i=1

o les r;: R — R sont deux
fois différentiables.

Commentaire : Ne pas se lancer téte baissée dans le calcul de dérivées partielles!
Pour les fonctions de base que sont les fonctions affines, quadratiques, sommes
de carrés, etc., il faut savoir déterminer V f(z), V2 f(z) rapidement et sans erreur,

« mécaniquement » presque.
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Az + d si A est symétrique.

¢,
L (L est la partie linéaire de la fonction affine F').
1
2

Solution :
1°) Vf(z) = 2f(x) = 0 pour tout = € R™.
2°) JF(z) =
3°) Vf(x) = (A+AT)ZL‘+d Vf(z) =
V2 f(x) = 1 (A+AT), V2 (@) =

4°) Vg(z) = 2Zri(x)Vri(:L‘),

=1

= A si A est symétrique.

Vi) =2 Y {Vni@) [Vr(@)]" +ri(2)Viri(a)] -

i=1
Ainsi, si (r1(z),

rer que 2 Z Vri(z

=1

) [Vri(@)]"

., "m(x)) est « proche de 0 dans R™ », on peut considé-

est une « bonne » approximation de V2g(z);

approximation qui, de plus, ne fait appel qu’aux gradients des fonctions 7;.

* Exercice 1.3.
Situations :

1°)g:R*" — R
m

x— g(x Z

=1
ou les f; : R* — R sont deux

fois différentiables et a™ désigne max
(0, a).
2°)

RTL R"L

g:=foA

R

ou A : uv+—— Au = Agu + b, avec
Ay € My n(R), et f deux fois diffé-
rentiable.

Application : Soit : R® — R deux
fois différentiable, zg € R"™, d € R™.
On pose ¢ (t) := f(xo + td).

Questions :

g est-elle différentiable deux fois
différentiable 7

Déterminer Vg, V2g en fonction des
éléments correspondants V f et V2 f.

Calculer ¢/(t) (resp. ¢”(t)) en fonc-
tion de V f(z¢ +td) (resp. V2 f(zo+
td)).
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Solution : 1°) La fonction u € R —— (u+)2 est dérivable une fois, mais pas
deux fois (d’accord 7). Par suite, g est différentiable sur R™ et

—22:;‘”L -V fi(z) pour tout x € R™.

Mais, en général, g n’est pas deux fois différentiable en les points z ot 'un des
fi s’annule.

Lorsque les f; sont de classe C2, la fonction g est dans une classe intermé-
diaire entre C?(R™) et C*(R™), celle des fonctions différentiables dont le gra-
dient est localement lipschitzien.

2°) Vg(u) = AJ Vf(Au); Vg(u) = AJ V2 f(Au)Ao.

Application : A : R — R™ définie par At := xg+td. Comme Ag : t —— Apt =
td, nous avons AOT : R" — R qui & z € R" associe (z,d). Par conséquent, les
éléments de R que sont les dérivées premiére et seconde (usuelles) de ¢ sont
données par :

¢ (t) = (Vf(zo +td),d), ¢ (t) = (V2f(zo + td)d, d).

** Exercice L.4. Soit M,,(R) structuré en espace euclidien grace au produit sca-
laire < A, B> := tr (AT B); soit Q I'ouvert de M,,(R) constitué des matrices
inversibles. On considére les applications suivantes :

o

1°)tr: Ae M,,(R) — trd e R

2°) dét : A e M,(R) — détA e R

3°)g: AeQr— g(A) :=1In|dét4] e R

4°) fo1:AeQr— f1(A):=A4"1€eQ

5) p €N, fyp: A € Ma(B) — fp(d) i= A7 € My (B)

fop  AeQr— f_,(A)=A"P e
Indiquer rapidement pourquoi ces applications sont différentiables. Déter-

miner en tout point de leurs domaines de définition le gradient pour les trois
premiéres et la différentielle pour les derniéres.

Commentaire : Sil : M,(R) — R est linéaire (I est une forme linéaire sur
M, (R) donc), [ est continue et il existe un unique M € M,,(R) tel que

I(H) =< M,H > pour tout H € M, (R).
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Lorsque [ est la différentielle D f(z¢) d'une fonction f : Q € M,(R) — R
différentiable en xy € €2, son représentant M dans M,,(R) est le gradient de f en
xo (et est noté V f(zo)).

Bien maitriser le calcul différentiel sur les fonctions de matrices est essentiel
en Analyse matricielle, Optimisation et (surtout) Statistique.

Solution : 1°) A +—— trA est linéaire (continue) ; donc sa différentielle en tout
A € M, (R) est elle-méme :

Dtr(A):H—trH =< 1,,H>.
Par conséquent
V tr (A) = I,, pour tout A € M, (R).

2°) L’application dét peut étre vue comme une application multilinéaire (conti-
nue) de M, (R) = R" x --- x R™ dans R. Elle est donc différentiable en tout
A= [al,...,a"] avec

D dét (A): H = [hl,...,h"] — Zdét [al,...,aj_l,hj,aj+1,...,a"] :
j=1

En développant dét [al, wnad U RT QIT a”] par rapport a la j¢ colonne, on
obtient :

n
dét [a', ..., T W @ L a"] = Zh{ (cofA),; ,
i=1
ou cof A désigne la matrice des cofacteurs de A. Il s’ensuit :

[D dét(A)] (H) = Y hl (cofA),; =< cof A, H > .
i,j=1

En définitive,
Vdét(A) = cofA en tout A € M, (R).

3°) Par application du théoréme de composition des applications différen-
tiables, g est différentiable et

< cofA,H>

—1\ T
T <A™ JH>.

Dg(A) : H —

Donc
Vg(A) = (A_l)—r en tout A € Q.
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4°) L’application A ——cof A est différentiable car chacune de ses applications-
composantes (qui sont des déterminants) est différentiable ; il s’ensuit que 1’ap-

(cofA) " s .
Tl est différentiable. Le calcul de la diffé-
é

rentielle de f_1 en A se fait rapidement a partir de la relation

plication f_1: A— A7l =

f1(A)f-1(A) = I, pour tout A € Q,
que l'on différentie. On trouve :
Df_1(A):H+— [D f_1(A)]H=—-A"tHA™L

5°) L’application qui a (Aq,...,4,) € My(R) x ... x M, (R) associe le pro-
duit A1 As ... Ay est multilinéaire (continue); elle est donc différentiable et sa
différentielle en (Ay,...,Ap) est :
P
(Hy, ..., Hy) — ZAl A H A A,
i=1

Il s’ensuit alors :

p
Dfp(A) : H— [Dfp(A)] (H) =Y _ A™'HAP™" pour tout A € Myu(R) ;
=1

p
Df_p(A) : H— [Df_p(A)] (H) =-) AHA"'"P pour tout A € Q.
=1

(Az, x)
Jal?

ler Vf(z) en z # 0 et le comparer a la projection orthogonale de Az sur le
sous-espace vectoriel H, orthogonal a x.

*#* Exercice 1.5. Soit A € S,(R) et f: 2 € R"\ {0} — f(x) := Calcu-

2
Solution : On a aisément V f(z) = Tz 2 [Az — f(z)z].
A Ax
La décomposition Ax = [A:U — <H ;U’H:UQ) } <|| |T> x est la décomposition

orthogonale de Ax suivant H, et (H,)™ = Rz. Donc, Vf(z) est au coefficient

multiplicatif ———= prés la projection orthogonale de Az sur H,.
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En 7z € R”\ {0} minimisant (ou maximisant) f sur R™\ {0}, on a nécessai-
rement V f(Z) = 0, soit AT = f (Z)T; de tels T sont donc des vecteurs propres
associés a la valeur propre f (Z) (a suivre dans I’Exercice I11.4).

*#* Exercice 1.6. Soit M, ,(R) structuré en espace euclidien grace au produit
scalaire < M, N > = tr(M'N) et soit B € S,(R).
On définit f,g: M, (R) — R par

f(A) :=tr (ABAT> et g(A) := dét (ABAT) respectivement.

Déterminer les différentielles (premicres) et les gradients de f et g en tout

A e My, n(R).

Solution : f peut étre vue comme fo o f1, ou
fi:Ar— fi(A):= ABAT et fo: C s fo(C) :=tr C.

Puisque f1 (A+ H) = f1 (A)+ HBAT + ABH" + HBH", il vient que f est
différentiable en A avec Df; (A) : H — [Df; (A)] (H) = HBAT + ABHT.
Quant a fy qui est linéaire (continue), D fy (C') = fa. Il s’ensuit :

Df (A): H — [Df (A)] (H) = tr (HBAT + ABHT)

car tr(HBAT) = tr(ABHT))

_ T
= 2 st (en raison de la symétrie de B

=2< AB,H > .

D'ott Vf(A) = 24B.

Sifs:C € Sp(R) — f3(C) := détC, on a g = f3 0 f; par définition
méme de g. L’application f3 est différentiable et

Dfs(C): K — [Df3 (C)] (K) = tr ((cof C)K) (cf. Exercice 1.4)
Par suite :
Dg(A) : H— [Dg(A)] (H) =2 tr (cof (ABAT) ABHT)
— 2 < cof (ABAT) AB,H >

et Vg(A) =2 cof(ABAT) AB.
En particulier, Vg(A) - AT =2 cof (ABAT) ABA" = 2dét(ABAT) - I,.

11
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##%% Exercice I.7. Soit f : R® — R convexe et différentiable sur R™. Montrer
I’équivalence des trois propriétés suivantes (ot L est une constante > 0) :

()| Vf(x) =Vf() |< L| x—2"| pour tout z,2" (V[ est L-lipschitzienne
sur R™).

(i) f (2') = f(z) = (Vf(z),2" —2) = 57 | V (2) = Vf(2') ||* pour tout z, «'.
(i10)(V f(z) = Vf(2'),z —2') > 1 || Vf (z) — Vf(2') ||* pour tout z, z'.

Indication. Pour [(i) = (i1)] on pourra considérer :

Jory— fly) = f(x) = (V[(z),y — z).

Solution : [(i) = (i)]. Soit (z,2') € R™ x R™ et montrons que U'inégalité (i7)
est vérifiée pour ce couple de points. Considérons

fo: yeR"— fuly) == f(y) — fz) = (Vf(2),y — ).
Il est clair que f; est convexe avec V f, L-lipschitzienne sur R" (puisque
Vf: =V f—Vf(x)). Par conséquent, pour tout y € R",

1
foly) = fule’) + / (Vfale + 1y — '),y — o)t
1

= fz(x/)+<vfz(x/)yy_x/>+/(] (Vfe(@' +t(y—a')) =V fo(z'), y—2')dt
1
< Fole) + (Vula'),y — ') + / (L |y — o | dt

L
< fo@) +(Vhal@)y =) + 5 ly =2 |7 (1.8)
Le point z minimise f, sur R”. Par suite

0=fa(2) < fa <:L"— %@q)

V /
D’apres 'inégalité (1.8) dans laquelle on fait y = 2/ — Viel@)

L
(x/ _ V fa(2) L V fa (@)
L

2
> <fx(xl)_%<vfx(l'/),vnfx (CL‘/)>+ 2 L

0<) fe

)

12
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soit

1
0< fola') = 57 | V£la) I

ce qui n’est autre que 'inégalité (i7) .

[(41) = (4i%)]. On écrit (i) pour (z,z’) et (2/,x) successivement, et on ad-
ditionne membre & membre les inégalités pour obtenir (7i7) .

[(73) = (7)]. Résulte de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

#* Exercice 1.8. Soit A € M, (R) inversible, V. € M,, ,(R) et U € M,, ,,(R).
On suppose que I,, — VAU est inversible.

1° ) Montrer que A — UV est alors inversible, avec
(A-UV) ' =A 4 AU (I, - VATU) VAT

2°) Application 1. Soit u,v € R™. Quelle condition assurerait que A + uv '

est inversible ? Quelle est alors I'inverse de A 4+ uv' ?

3°) Application 2. Rappeler pourquoi A + eI, est inversible pour | e | suffi-
samment petit ; donner alors une expression de (A +¢l,,) "

aik aik
4°) Application 3. On remplace dans A la k¢ colonne : par .
Ank dnk
et on appelle A 1a nouvelle matrice ainsi obtenue. Exprimer A1 sous la forme
E,A~Y o Ej, est une matrice que I'on déterminera ; en déduire I'expression des

(1)

termes ELZ.]- de A1 en fonction de ceux a,(Jl) de A1

5°) Application 4. On suppose ici que A est de plus symétrique. Soit u et v
dans R™, a et 3 des réels; on se propose de déterminer U'inverse de A + auu' +

Bov'.
On pose d := 1+a<A L u> 1+B<A Ly v> —af( <A L, v> . Montrer
que A+ auu' + Bov’ est inversible dés lors que d # 0, avec
-1
(A +auu' + BUUT> =A1- é {a(l + 5 <A*1v, v>)A*1uuTA*1
+B(1+a (A, u>)A_1vaA_1
—af <A_1u, v> (A_lvuTA_l + A_luvTA_l)} )

13
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Indication. Pour la 4¢ question, on utilisera le résultat de la 2° question avec

ajx — Q1 0
U= ’ et v=[1] « k° ligne.
Ank — an,k 0

©

Pour la 5° question, on utilisera le résultat de la 1"° question avec U :=

UT

[au  Pu] € My 2(R) et V = {—I'T] € Mz (R)].

Solution : UV € M,(R), VAU € M,,(R) par construction.

n m
Al U |ln
n
14 VAUl m

1°) Puisqu’on propose une expression E de (A — U V)_l, il suffit de vérifier
que (A—UV)E =1, (oubien E(A—-UV) =1,).
On a:

(A-UV)E=(A-UV) [A7 + AU (In - vAT'D) ' va~
— AA 4 AATWU (I, - VA W) VAT VAT
—UVA™WU (I, - VAT'U) ' va!
—I,—UVA™ 4 U (I, - VA™U) (I, - VA~'U) ' vA~!
=L, —UVA +UVA ' =1,

2°) On se place dans le cas ot m =1 : —u et v sont dans R" = M,, 1(R),
et la condition « I, — VAU est inversible » revient & « 1+ (v, A" u) # 0».

14
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Donc, si (A~'u,v) # —1, la matrice A +uv' est inversible avec

1

(A—i—uvT)il Al T ATy

A tupT AL (1.9)

Cas particuliers :

x A=1,:Si(u,v) # —1, I, + uv' est inversible avec

(In + uvT) Y S S—. (1.10)

x*x A=1T,, u=v:I,+uu' estinversible avec

1 1
T _ T

La formule (1.9) donne inverse d’une matrice perturbée par une matrice
de rang 1; on rappelle en liaison avec (1.10) le résultat suivant sur les déter-
minants :

dét (In + uvT> =1+ (u,v) (& revoir si nécessaire) .

3°) L’ensemble 2 des matrices n x n inversibles est un ouvert de M, (R).
Puisque A € , il existe donc € > 0 tel que A + eI, € Q pour | ¢ |<E.
Appliquons le résultat de la 1™ question avec U =el,, et V = —1, :

(Atel,) ' =A —eA 1 (I, +eA) T 4L,
ai — aig 0
. 0
4°) En prenant u = et v= 1| « k® ligne,
0
ank — C~lnk 0

15
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on constate que A = A —uv" (c’est fait pour!). Appliquons le résultat de la

2¢ question : si (A_lu)k # 1, la matrice A est inversible et

k¢ colonne
!
1 u1
At=4"" At g ol A7!
Tt |00
1 (Ailu)1 :
= |I,+ : A”
1— (A1) 0 B 0
(A u)n
L Ey i
k€ colonne
— l -
1 00:
010: 0
Explicitons A1 = [dgj_l)} : E}, est de la forme 001: ,
100
0 (010
00 1]
et A7l = E, A7 d’ou
(=1) _ (-1) 1 _ (-1 1
* ak] ak] <1_(A1u)k> ak] n 1 - )
Qpgp Ak
=1
> a; Ak
xsii#k, a ) afj—l) =1 . EC; [Za alk] akj 1)
> ay,
=1

16
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T
5°) Avec U := [au fv] et V = [—ZT} ,on a

1+ <A_1u, u> 1) <A_1u, v>

—ilpy __
L= VATU = [ a(A u,vy 1+ 8(A v

>] (€ Ma(R)).

Cette matrice est inversible si et seulement si

d:=dét (I, —VA'U)
=1+« <A71u,u>)(1 + <A71v,v>) — ozﬁ(<A71u,v>)2 =£ (0.

Dans ce cas

1 1—|—ﬁ<A_1v,v> —ﬂ<A_1u,v>

-1 =1 _
[l VAT T d | —a(ATw ) 1+a(A )|

L’application de la formule démontrée a la 17 question conduit alors —
aprés quelques calculs, certes — & la formule annoncée.

** Exercice 1.9. Inégalité de Kantorovitch

Soit A symétrique définie positive. Montrer que pour tout x € R"

2
1{ An
|2 || < (Az,z) - (A e a) < < [ /S 422 (124 (1.12)
4 )\n )\1

ou A1 et A\, désignent respectivement la plus grande et la plus petite valeur
propre de A.

Indication. Il y a intérét a diagonaliser A (et donc A~1). On utilisera ensuite les
propriétés de convexité de la fonction x > 0+ 1/x.

Solution : Par homogénéité, il suffit de démontrer I'inégalité (1.12) pour
l|=1.

Rangeons les valeurs propres de A par ordre décroissant : Ay > Ao > ... >
An, et considérons une matrice orthogonale P diagonalisant A :

A="PAP, avec A :=diag(Ai,)a,...,\n).

17
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A7l = (PAP)™ = PATIP, ou A7l =diag(1/A1,1/Xa,..., 1/ ) ;
(Az,x) = ({PAPz,z) = (A(Pz), Px) ;
(A7 'z, z) = (A™Y(Pzx), Px).

La transformation P: z € S :={z | ||z |=1} — y = Pz € S est une
bijection de la sphére-unité euclidienne sur elle-méme. Opérons alors le chan-
gement de variables y = Px. Il faut donc démontrer que pour tout vecteur

unitaire y de R",

1< (Ay,y) - (A gy <\/T1 \/Z) (1.13)

Considérons pour cela le graphe (et ce qui est au-dessus, appelé I’épigraphe)
de la fonction 6 : x > 0 — 1/z. (Il est supposé que A, < A1, sinon il n'y a

rien a démontrer.)

=

Font

I
|
M. M,
0 1
n ?\“k x A"]
FIGURE 2.
Etant donné y = (y1,...,yn) € R” de norme 1, posons «; := 2 Ainsi

91
(Ay,y) = Z Y2\ (resp. (A ly,y) = Z y? N —) est une combinaison convexe

=
des \; (resp des 1/X:).
Pour k£ = 1,2,...,n, soit My le point du graphe de 6 de coordonnées \j

et 1/\g.

18
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Le point M, barycentre des points M, affectés des coefficients «;, est dans
le domaine convexe D délimité par le graphe de 6 et la droite My M,, (et méme
dans le polygone convexe de sommets My, Ms,..., M, ). Deux points de méme
abscisse que M (abscisse notée ) jouent un réle particulier :

— le premier, M,, est le point correspondant du graphe de 6;
— le second, M™*, est le point correspondant sur la droite My M,,.

Ainsi : "
n
M est d’ordonnée air ; M, est d’ordonnée —
=il @ Z ai)\i
i=1
1

~ 1
M* est d’ordonnée y(\) = o + PRt
1 n 1\n

N

(par un calcul algébrique
facile).
Ecrire que I'ordonnée de M est supérieure a celle de M, conduit a

1
Zaz -2 5o moit (A7) (Ayy) > L

De méme, écrivons que 'ordonnée de M™ est supérieure a celle de M :

Zaz 5 < v,

E 1 — o~ A A

A+ Ay —
Comme la fonction u+— il 1/4\‘/\71 2 atteint son maximum pour
11\n
AL+ A - A+ A\ 1
= g, I’expression A y()\) est majorée par 1+ An , soit
2 2 A A

encore

2
1 )\1 )\n _1 )\1 )\n
4<>\n+)\1+2)_4<\/)\n+\/)\1>

La deuxiéme inégalité dans (1.13) est donc démontrée.
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** Exercice I.10. Géométrie de ’ensemble des matrices symétriques
semi-définies positives

On part de S,,(R), n > 2, structuré en espace euclidien a I’aide du produit
scalaire fondamental (A, B) — < A, B > := tr(AB). On désigne par P,(R)

(resp. Pn(R)) ensemble de A € S,(R) qui sont semi-définies positives (resp.
définies positives).

1°) Montrer que P, (R) est un cone convexe fermeé de S, (R) et que U'intérieur
de P, (R) est exactement, 7§n (R).
2°) Montrer que le cone polaire [P, (R)]° de P, (R) n’est autre que —P,(R).
3°) On suppose ici que n = 2.
a) Rappeler quelles conditions sur les réels a, b, et ¢ sont nécessaires et

b . : . " .
suffisantes pour que A = [z c] soit semi-définie positive (resp. définie

positive).
b) On définit ¢ : So(R) — R3 par

A= [z lj — o(A) = (a, b, c).

Dans R?® rapporté a un repére orthonormé (O;i,j, k), représenter

0 e

. b
¢) Montrer que toutes les matrices non nulles A = [a

bec

, ol z est un élément non

} se trouvant

sur la frontiére de Py(R) sont de forme zx "

bc
cette frontiére a 'aide de conditions sur les coefficients a, b, ¢ de A.

. . b
nul de R?. En déduire une description des A = [a } se trouvant sur

Indication. Parmi les matrices de Pp(R), il y a celles de la forme A = zz", avec

x € R"\ {0}. Pour ces matrices A et un B € S,(R), on note que < A,B > =
(Bz,x).

n
De plus, si S € S,(R), une décomposition spectrale de S est S = > Njwz,
i=1
ot les A\; sont les valeurs propres de A, x; € R™ est un vecteur propre unitaire
associé a \;.
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Solution : 1°) Soit A, B € P,(R) et « € [0,1]. On a :
Vo ER®, (@A + (1— a)B)s,2) = a{Az,z) + (1 — a)(Bx,2) >0,

ce qui implique aA + (1 — a)B € P,(R).

De méme, il est immédiat de constater que aA € P, (R) lorsque A € P, (R)
et a > 0. Donc P, (R) est bien un cone convexe de S, (R).

Soit {Ag} une suite d’éléments de P,,(R) convergeant vers A. Outre le fait
— clair — que A € S5, (R), I'inégalité

(Agz,x) > 0 pour tout = € R",
induit par passage a la limite sur k£ : (Az,z) > 0 pour tout z € R™. Par
conséquent A € P,(R). Et P,(R) est bien fermé dans S, (R).

Soit A € P,(R) et A\, > 0 la plus petite valeur propre de A. Rappe-
lons a cet égard l'inégalité suivante (que l'on reverra dans I’Exercice 3.4) :
(Az,x) > N\, || = || pour tout z € R™. Soit a présent M € S, (R). Puisque

n 1/2
| M ||:= V<K< M,M > = (Zu?) (1 >=...> py, valeurs propres de M),

i=1
il suffit de prendre || M || < A, pour étre str d’avoir
(A4 M)z, z) = (A + pin) || z ||> > 0 pour tout z € R",

soit A+ M € P,(R). Donc A est bien a l'intérieur de P, (R).
Réciproquement, soit A a Uintérieur de P, (R). Il existe alors € > 0 assez
petit tel que A — eI, € P,(R). En conséquence, I'inégalité

((A—ely)z,z) >0 pour tout x € R"
induit
(Az,z) > ¢ || 2 || pour tout = € R™,

soit A € ﬁn(R)

Le résultat de cette 1'® question explique la notation P, (R) utilisée pour
I’ensemble des matrices symétriques définies positives.

La frontiére de P, (R) est donc constituée des matrices semi-définies po-
sitives qui sont singuliéres; parmi celles-la figurent les matrices de rang 1,
c’est-a-dire du type zz ' avec z # 0.

2°) Soit B € S, (R) dans le cone polaire de P, (R). Puisque < B, A > <0
pour tout A € P,(R), en particulier < B, zx'>>= (Bz,z) < 0 pour tout = €
R"™ ; donc B est semi-définie négative.
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Réciproquement, soit B semi-définie négative et A € P,(R). En décom-
n
posant A sous la forme ) )\lex;r (avec \y = --- = A, = 0, valeurs propres

=1
de A), on a

n n
< B,A>» =< B, Az, > =) M\(Bx;,z;) <0

i=1 i=1

D’ou B € [ P,(R)]°.

Ce résultat [P,(R)]° = —P,(R) apparait ainsi comme la généralisation
de la relation de polarité (R)° = —R’ dans ’espace euclidien standard
(Rn’ <'7 >)

3°) a)

[ab] °

A/~
S
|

b e EPQ(R))@(CL>O et ac—b* > 0) ;

fab] a>0,¢c=>20
(A_ x4 6732<]R)>(:)<et ac—62>0)'

o]
P1=<P< OO)
1 0]
P2=<P< 01 )
1
P3=<P< 11 )

FIGURE 3.

Remarquons que le produit scalaire < A, B > n’est pas le produit sca-
laire usuel de p(A) et p(B) dans R?; en effet

/AN,
<[3 [50] -
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tandis que

(2] e ([22])) =+

c) Les matrices de la frontiére de P2(R) sont les matrices semi-définies po-
sitives singuliéres ; mise a part la matrice nulle, il s’agit donc de matrices
de rang 1, 7.e. du type

X1 . x% X129
- [z1 20| = 5
X9 L1 Ty
ot ¥ = (1, 72) est un élément non nul de R2.

En définitive, la frontiére de P2(R) peut étre décrite comme

a *+\/ac
> >
{[ﬂ: = }, az>0 et c/O}.

Remarque : On aurait pu utiliser

P A= [Z i] € S3(R) — ¥(A) := (a,V2 b,c) € R3

qui a avantage de conserver les produits scalaires usuels dans Sa(R) et R?, ou

mieux, ¥ : A = [Z i] — U(A) = %(26,0 —a,c+ a) qui permet de repré-
senter W(Py(R)) par le cone de R? d’équation w > v/u? + v2 et les éléments de
2$1$2

o N R . .
v ([xj -z x2]> = % x3 — 23 | par la frontiére de ce cone, d’équation :
iU% + iU%

w2:u2+v2, w = 0.

*# Exercice L.11. Soit A € M, (R) symétrique et inversible, soit H un sous-
espace vectoriel de R™. Montrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour
que A soit définie positive est :
(Az,z) >0 pour tout z € H\ {0}
(C) < et
(A=lz,z) >0 pour tout z € H+\ {0}.
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Solution : La nécessité de (C) est immédiate puisque A~1 est (symétrique)
définie positive dés que A lest.

La définie positivité de A sous la condition (C) sera démontrée en deux
étapes.

— Montrons tout d’abord que R® = H @ A~'(H™).

On a dimH +dimA~!(H+) = dimH +dimH+ = n. Il suffit donc de démon-
trer que H N A=Y (H*Y) = {0}. Prenons pour cela z € HN A~Y(H'). Comme
Az € H, (Axz,y) = 0 pour tout y € H. Ainsi : 2 € H et (Az,z) = 0. Or,
d’aprés le premier volet de la condition (C), ceci n’est possible que si = 0.

— Montrons a présent que
(A(x +1vy),z+vy) >0 pour tout z € H et tout y € A~H(H'),

ce qui assurera la semi-définie positivité de A.
Soit donc z € H et y € A~L(H™). Alors

<A(:U + y),x + y) = <A$7$> + 2<x,Ay> + <Ay>y>a

(Az,x) >0 puisque z € H,
(x,Ay) =0 puisque =z € H et Ay € H*,
et
(Ay,y) = (2, A712') puisque 2’ := Ay € HL.
En définitive, (A(z +y),x +y) > 0.

Commentaire : 1l y a en fait une caractérisation de « A définie positive » plus
générale que (C), avec un cone convexe fermé K au lieu d’un sous-espace vec-
toriel H : dans (C) on remplace H par K et H par le cone polaire K°. Mais
la démonstration est plus difficile. On retiendra néanmoins la belle symétrie du
résultat puisque (A1)~ =A4 et (K°)° = K.

** Exercice I.12. Soit A = [a;;] € Sp(R). Rassemblez toutes les caractérisations
que vous connaissez de :

« A est définie positive », et de « A est semi-définie positive ».
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Solution : Dans S,,(R) structuré en espace euclidien grace au produit scalaire
< A,B > :=tr(AB), on considére :

[¢]
P, (R) := ensemble des matrices définies positives,

Pp(R) := ensemble des matrices semi-définies positives.

Nous serons aussi amenés & considérer la forme quadratique g4 sur R”
associée a A, a savoir : x € R" — qa(z) = (Az, z).

o

* Propriétés de Pp,(R) et P,(R) (¢f. Exercice 1.10) :

[¢]
— Pn(R) est un cone convexe fermé de S,(R), dont I'intérieur est P, (R)
[¢]
précisément (P, (R) est donc un cone convexe ouvert de S, (R)).
— Le cone polaire de P, (R) est exactement —P,(R) (le cone des matrices
semi-définies négatives), c’est-a-dire :

(« B,A>> <0 pour tout A € P,(R)) & (—B € P,(R)).

Cela se voit facilement en utilisant, pour S € S, (R), une décomposition spec-
trale de S : .
i=1

(o les A; sont les valeurs propres de S, z; € R™ est un vecteur propre unitaire
associé a \;) et en observant que < S,yy' > = (Sy, ).

Sur la frontiére du cone P, (R) se trouvent donc toutes les matrices semi-
définies positives qui sont singuliéres; il y a

— la matrice nulle (c’est la pointe du cone) ;

— les matrices de rang 1, i.e. celles de la forme zx
les génératrices extrémales du cone P, (R));

— les matrices de rang 2, 3, ..., n — 1.

Lorsque n = 2, on peut visualiser P2(R) dans Sa(R) = R? (c¢f. Exercice 1.10)
mais ceci est trés particulier dans la mesure ot la frontiére de Sa(R), privée de
lorigine, est « lisse » (n’y figurent que des génératrices extrémales).

T avec x # 0 (ce sont

o
* Caractérisations diverses de « A € Pp(R) » :

— Toutes les valeurs propres \; de A sont strictement positives.
—dét Ay, > 0 pour tout k=1,...,n, ot Ak = [aij]; <; < k-
1<j<k
— 1l existe B inversible telle que A = BB (auquel cas (Az, z) = || Bz ||?).
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Il y a différentes factorisations possibles de A sous cette forme :

e la factorisation de Cholesky, ot B est triangulaire inférieure avec élé-
ments diagonaux strictement positifs ;

e en prenant B symétrique définie positive (B est dans ce cas la racine
carrée positive de A, notée A/?).

— Les invariants principaux ix(A) de A, k = 1,...,n, sont strictement
positifs.
Si P4 est le polyndéme caractéristique de A, on a :

Pa=(—X)"4+ i1 (A)(—X)" T+ 4 i (A)(=X)"F 4 i (A).

Rappelons que

1< <-<ip<n
par exemple i1 (A) = tr(A) et i,(A) = dét A.
— Une caractérisation lorsque A est inversible. Soit K un cone convexe
fermé de R™ et K° son cone polaire ; alors

(A . 7Don (R)) - <<Af,1x) >0 pour tout = € K\ EO} et )
(A= z,2) > 0 pour tout = € K°\ {0}

(cf. Exercice .11 pour une démonstration dans le cas plus simple ott K est un
sous-espace vectoriel de R™).

Il y a d’autres tests de dépistage du caractére défini positif de A € S, (R),
mais ils sont moins utiles dans la pratique; a titre d’exemple :

<A € Py (R)) < (@A + (1 — a)I, est inversible pour tout « € ]0,1]);

(A € Py (R)) < (Il existe B € S,,(R) telle que A =exp B).

* Caractérisations diverses de « A € Pp(R) » :

— Toutes les valeurs propres de A sont positives.

— 1l existe B telle que A = BB (alors la forme quadratique ga(z) =
(Az,x) est minimisée (nulle en fait) sur le noyau de B).

— Tous les mineurs principaux d’ordre k& de A, kK = 1,...,n, sont po-
sitifs (et pas seulement les dét (Ag),k = 1,...,n). On rappelle qu'un mi-
neur principal d’ordre k& de A est le déterminant d’une matrice (k,k) ex-
traite de A en retenant les lignes et colonnes de numéros ni,ns,...,ng, ou
I1<ni<no<---<np<---<n.
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Considérons par exemple

2 -1-1
A= -1 2-1| e S(R).
—1-1 2

Le calcul des mineurs principaux de A se décompose en :
— 3 déterminants de matrices (1,1) (tous égaux a 2 ici),
— 3 déterminants de matrices (2,2) (tous égaux a 3 ici),
— 1 déterminant de matrice (3,3) (ici dét A = 0).

Donc A est semi-définie positive.

0 0
0-1
détAs > 0, la matrice A n’est pas semi-définie positive (elle est méme semi-
définie négative).

Considérons & présent A = [ ] € S2(R). Bien que dét A1 > 0 et

* Propriétés de la forme quadratique qa :

-~ (A€ Pn(R)) < (qa est une fonction convexe sur R")
— <A € Pn (R) ) < (qa est strictement convexe sur R")

< (qa est fortement convexe sur R").

*# Exercice 1.13. Soit P, (R) 'ensemble des A € S,,(R) qui sont définies positives
(c’est un ouvert convexe de S, (R)). Soit

f: 730n (R) — R
Ar— f(A) :=In(dét A1),

[¢]
On se propose de montrer que f est strictement convexe sur P, (R). Pour

cela, on prend Xy € P,(R), H € S,(R), et on considére la fonction ¢ de la
variable réelle définie par

©(t) := In(dét(Xo + tH) ™).

1°) Vérifier que ¢ est définie sur un intervalle ouvert (de R) contenant Iori-
gine; on notera Ix, g cet intervalle.
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2°) Montrer que

n
o(t) —p(0) = — Zln(l +tA;) pour tout t € Ix, m,
i=1
ol les \; désignent les valeurs propres de X, V2 Xo 12,

3°) Déduire de ce qui précede la stricte convexité de f.

Solution : 1°) P, (R) étant ouvert et convexe,
IXQ,H = {t eR | Xo+tH € P, (R)}

o
est également ouvert et convexe : c’est I'image inverse de P, (R) par I'applica-
tion affine (continue) t — Xy + tH.

2°) De : Xo+tH = X% (X* + X5 '°H)
1/2 —1/2 —1/2 1/2
= X (I + X5 X5 %) X7,
on tire :
—1
(Xo+tH)™ = X2 (I + x5 2 H X5 %) x5,
d’ot :

=l
In (dét (Xo + ¢tH)™") = In(dét X5') + In (dét (In + tXO_I/QHXO_I/Q) > -

Si{Xi|i=1,...,n} est le spectre (entiérement réel) de la matrice symétrique

XoPHX;Y? alors {1+tA; |i=1,...,n} (esp. {(1+t\)~L|i=1,...,n})
—1/2 ;7 —1/2 ~1/2 ;5 —1/2\ "1

est le spectre de I, +tX, '"HX, '~ (resp. de (In +tX, ""HX, ) ). En

conséquence,

o(t) = (0) = Y In(1 +tX;).
=1

3°) ¢ est strictement convexe sur Ix, g car ¢” > 0 sur Ix, g. Par suite, la

o
fonction f dont toute « trace » ¢ sur une droite passant par Xg € P,(R)
et dirigée par H € S,(R) est strictement convexe, est elleeméme strictement
convexe.
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Commentaire :

— La propriété démontrée dans I'exercice se traduit par : si A et B sont (sy-

meétriques) définies positives et différentes, et si o € ]0, 1[ alors

dét(aA + (1 — a)B) > (détA)*(détB) .

— Autre exemple de conséquence : {A € P, (R) | détA > 1} est un ensemble

convexe (ce qui ne saute pas aux yeux...).

— La propriété démontrée dans cet exercice est essentielle; on y reviendra

maintes et maintes fois.

** Exercice I.14. Soit f : S,(R) — R
A +— f(A):= dét A.
1°) Rappeler ce qu’est la différentielle de f en A € S, (R).
2°) Soit g : P, (R) — R
A+ g(A) :=In(dét A).
Sachant que g est deux fois différentiable sur P,(R), déterminer le plus

économiquement possible la différentielle seconde de g en A € P, (R).

Solution :  1°) Df(A) : H € Sp(R) — < cof A, H > revoir & ce sujet
I’Exercice 1.4 si nécessaire.
2°) Dg(A): H € §,(R) — < A7 H > (= tr(A™1H)).
On sait que D?g(4) : S,(R) x S,(R) — R
(H, K) — D?g(A)(H, K)
est une forme bilinéaire symétrique sur S, (R). La voie la plus économique pour
déterminer D?g(A)(H, K) est la suivante : D?g(A)(H, K) est la différentielle

(premiére) en A de l'application X € P, (R) — Dg(X)H, appliquée a K.
Dans le cas présent :

D?g(A)(H,K) =< —AT'KA™\  H> = —tr(A"'KA™1H).

Il s’ensuit notamment (par un développement de Taylor-Young a l'ordre

deux de g en A € 7§n (R)) : pour tout H € S,,(R),
In(dét (A + H)) = In(dét (A)) +tr(A™ H) —tr(AHA™ H) + || H ||? e(H),

ou e(H) — 0 quand H — 0.
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*#* Exercice .15, Soit O un ouvert convexe de R et f : O — R}. On dit que
f est logarithmiquement convexe (sur O) lorsque la fonction In f : O — R est
convexe.

1°) a) Montrer que si ¢ : O — R est convexe, il en est de méme de la fonction
exp .

b) En déduire qu'une fonction logarithmiquement convexe est nécessaire-
ment convexe.

2°) a) On suppose ici que f est deux fois différentiable sur O. Montrer
I’équivalence des assertions suivantes :

(7) f est logarithmiquement convexe;
(1) f(x)V2f(z) = Vf(z)[Vf(z)]" pour tout z € O ;
(ii4) La fonction = — e!®%) f(z) est convexe pour tout a € R".

b) En déduire que si f et fo sont logarithmiquement convexes et deux fois
différentiables sur O, il en est de méme de leur somme f; + fo.

Solution : 1°) a) La fonction ¢ : z € O —— p(x) est convexe par hypothése ;
la fonction y € R —— exp y est croissante et convexe. Par suite, la fonction
composée qui a x € O associe exp p(z) est convexe; en effet :

Va €]0,1[, V', 2’ € O, ¢laz + (1 —a)z’) < ap(z) + (1 — a)p(z'),
d’ou

explap(z) + (1 — a)p(a’)]

& exp (o) + (1 — a)p(a).

(exp p)(az + (1 — a)z’) <
£

b) Appliquons le résultat précédent a ¢ :=In f; il vient que f = exp(In f)
est convexe.

2°) a) [(7) < (ii)]. On sait que la fonction (deux fois différentiable) ¢ := In f
est convexe si et seulement si :

V2p(z) est semi-définie positive pour tout z € O.

f@)V2f(z) = V@)V f()]"
f(z)?

Vip(z) = pour tout z € O ;

I’équivalence annoncée s’ensuit.



I.3. FONCTIONS CONVEXES

[(i1) < (i44)]. Soit gq : & € O —> go(z) := e!®?) f(z). La fonction g, est
deux fois différentiable sur O avec

V2g,(z) = e { f(z)aa” + Vf(z)a” +a[Vf(z)]" + V2f(z)} pour tout
zeO.

Par conséquent, ce qu’exprime (iii) est exactement :

f(@)({a, h))* + 2(V f(z),h) {a,h) + (V2f(z)h,h) = 0 pour tout = € O,
tout a € R™ et tout h € R" ;

soit encore

f(@)u? +2(V f(z),h)u+ (V2f(z)h,h) > 0 pour tout z € O, tout u € R
et tout h € R™.

Le trindbme du second degré mis en évidence ci-dessus est positif sur R si
et seulement si son discriminant est négatif; cela se traduit par

(V£ (2),h)? — f(z) (V?f(x)h, k) <O0.

L’équivalence de (iii) et (i) est claire a présent.

b) Si fi et fo sont logarithmiquement convexes, toutes les fonctions x ——
el@?) f1(z) et x — (@) fo(x) sont convexes (d’aprés [(i) = (iii)] de la ques-
tion précédente) ; par suite, toutes les fonctions & — e{®®)(f; + fo)(x) sont
convexes, et donc fi + fo est logarithmiquement convexe (d’apres [(iii) = ()]
de la question précédente).

Commentaire : Prolongement de l'exercice : Démontrer 1'équivalence entre (7)
et (i11) de la question 2°) a) et le résultat de la question 2°) b) pour des fonctions

qui ne sont pas nécessairement différentiables.

*#% Exercice 1.16. Soit @@ € S,(R) et A € M,,, ,(R). Montrer I’équivalence des
deux assertions suivantes :

(1) (Qz,x) > 0 pour tout x € Ker A\ {0} ;
(i1) 11 existe ag > 0 tel que Q + apA ' A soit définie positive.

Solution : |(ii) = (¢)]. Immédiat : si x € Ker A, = # 0,

(Qr,z) = (Qz,z) + o || Az ||2= (Q+ ozoATA)x,x> > 0.
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[(i) = (i7)]. Supposons que (ii) ne soit pas réalisée. Pour tout n € N* il existe
donc un vecteur z,, # 0 tel que

<anaxn> +n ” Az, H2 <0,

soit encore, en posant u, := x,/ || =, |,

(4)n Qo) 1y g |2 <01

On peut alors extraire de {u,} une sous-suite {uy, }; convergeant, lorsque
k — 400, vers un vecteur v de norme 1. En passant a la limite dans I’inéga-
lité ()y, , on obtient Au = 0. Or, d’apreés (4), (Qu,u) > 0, ce qui implique que

(Qup,,, un, ) > 0 pour k assez grand. Ceci contredit I'inégalité (x)p, .

Commentaire : 11 est clair que si Q + agAT A est définie positive pour un cer-
tain apg, il en est de méme de Q + aAT A dés que a > «g.

** Exercice I.17. Soit A et B dans S,,(R), A étant de plus définie positive. Mon-
trer que :

— le spectre de AB est entiérement réel ;
(Bu,u)

— la plus grande valeur propre de AB est égal a supuioﬁ ;
U, U

— AB est diagonalisable.

Indication. Considérer C := AY2BAY? ou, ce qui revient au méme, la réduction
de la forme quadratique associée a B dans l'espace euclidien (R™,(-,-)4) avec

(u,v) 4 == (Au,v).

Solution : Les valeurs propres de AB sont les racines de la fonction polynéme
caractéristique P(\) = dét (AB — AI,,). Mais, en factorisant A'/? a gauche
dans AB — AI,,, puis en multipliant a droite par A'/2, on constate que
(dét (AB — AI,,) = 0) < (dét (A/2B — AA~1/2) = ()
& (dét (AV2BAY? — \I,) = 0).
Le spectre de AB est donc celui de la matrice symétrique A'/2BAY2 | entiere-
ment constitué de réels.
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De plus
(AYV2BAY 2%, )

Amax(AB) = Amax(AY?BA'Y?) = sup

z#0 <-T7 $>
_ (Bu,u) en posant
T ado (AT ey \u=AY2)

Soit U une matrice orthogonale diagonalisant A/2BA/? .
UL (AYV2BAYHU = diag(\1, ..., An).
Alors P := A'Y2U diagonalise AB :
P7Y(AB)P = diag(\1, ..., \n).

Remarque : Si B est semi-définie positive (resp. définie positive) il en est de
méme de AY2BAY2: le spectre de AB est alors constitué de réels > 0 (resp.

> 0).

##* Probléeme I.18. Les données sont les suivantes : N, M entiers > 1, A matrice
symétrique définie positive de taille N,b € RN, B matrice a M lignes et N
colonnes (M < N) non nulle. On désigne par (-,-) le produit scalaire usuel aussi
bien dans RY que dans RM | et par || - || la norme euclidienne associée.

On considére le probléme de minimisation (dans RY) suivant :

D {Minimiser f(z) == LAz, 2) — (b, z)

sous la contrainte Bx = 0.

A — Existence, unicité, caractérisation des solutions de (P) :

1°) Quelles sont les propriétés de f relatives a la différentiabilité, la convexiteé,
et le comportement a 'infini 7

2°) Démontrer que (P) a une solution et une seule (que l'on notera T par la
suite).

3°) a) Montrer que T est caractérisée (parmi les éléments de R™Y) par le systéme

BT =0
Qﬂ{AE—behﬂBT)

b) Vérifier que f(Z) = —3(AZ,T) = —1(b,7) :
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B — Lagrangien et lagrangien augmenté :

Etant donné 7 > 0, on définit les applications £ et £, de RV x RM dans R
par :

L(z,\) = f(x) + (N, Bz) (lagrangien usuel) ;
Lr(x,\) = L(x,\) + g | Bz ||> (lagrangien augmenté).

On dit que (7, A) € RY x RM est un point-selle (ou un col) de £ sur RY x RM
lorsque :

V(z,\) € RN x RM | £(Z,)\) < L(Z,\) < L(z,N).
Définition analogue d’un point-selle de L,.
1°) a) Montrer que l'on a toujours :

sup <inf E(x,)\)> < inf <sup L@:,A))

AeRM \z€RN z€RN \ \erM

(Cette inégalité est dans R U {£o0o}, et sa démonstration ne fait pas appel a
I'expression particuliére de £ comme fonction de x et \).

b) Soit (Z, ) un point-selle de £. Montrer :

L(T, A) = maxycgn (inf, gy L£(z,A)) = min,epn (supyepa £(,A)) -
2°) Soit r = 0 et (7, \) € RN x RM,
a) Etablir les équivalences suivantes :
(Lr(Z,\) < L(Z,X) pour tout A € RM) < (Bz=0) ;
(Lr(z,N) < Ly(2,X) pour tout z € RN) &= ((A + rBTB> T+B'A= b) :

b) Quelles conclusions peut-on tirer de ce qui précéde concernant les liens
existant entre les points-selles de £, et la solution de (P)?

C — Algorithme d’Arrow-Uzawa (& pas variable) :

Les données sont : 7 > 0, \g € RM (p,,) une suite de réels > 0. On considére
les suites (z,) de RN, (\,) de RM construites de maniére récurrente comme
suit :

Vn € N, z,, minimise £,(-, \,) sur RY,
)\n+1 = A’n, + panUn

Soit (Z, A) un point-selle de £,.
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1°) Etablir les relations suivantes :
(A+rB"B)(xp —F) + B (A —X) =0 ;
Mt1 — A= Ap — A+ pB(z, — 7).
En déduire
I At = X2 = 11 A = X 2 =2 po(A(@n — 7), 20 — 7)
+ pulpn = 2r) || Blzn —7) |

2°) On suppose désormais p, € [ag, a1] pour tout n,ou :

1
O<a0<a1<2<r+—>,
O«

o4« := la plus grande valeur propre de A"'BTB.

(On admettra ici que le spectre de A~!BT B est constitué de réels > 0 et

2
que 0. = Sup, 4 yfi'“'llo ; cf. Exercice 1.17).
a) Démontrer que la suite (|| A, — X ||2)n est décroissante.

b) Montrer que :

lim B(x,—7)=0; lim (A(z, —T),z, —7) =0.

n—->--+00 n—->=+00
Déduire de ce qui précéde :  lim x, = 7.
n—-+00
3°) Montrer également que la suite (A,) converge quand n — oo vers
Moo = h) + Ap,2, ot Ag2 est la composante de Ay dans Ker(BT) provenant
de la décomposition ImB @ Ker(BT) de RM, et X le multiplicateur de
Lagrange de norme minimale dans R™ pour le probléme (P) en question.

Commentaire : Ce probléme, dans lequel apparaissent bien des aspects de ’Op-
timisation, peut étre abordé sans aucune connaissance spécifique & ce domaine;
seuls sont utilisés les résultats et techniques dans les thémes qui font I'objet de

révisions dans ce chapitre.

Solution : A —1°) f est de classe C* sur RV ; Vf(z) = Az — b et V2f(z) =
A pour tout z € R,
f est convexe (et méme fortement convexe) sur RY.
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Si o désigne la plus petite valeur propre de A (o > 0 donc), on a :

ag
(Az,2) > 0|2 |? don f)= 2 llw 2= bll- 2] pour tous .

Amsi lim 1)

llz|—+oo || 2 ||

= +00 : f est ce qu'on appelle « 1-coercive sur RV ».

2°) La l-coercivité de f est plus qu’il n’en faut pour assurer l'exis-
tence d'un minimum de f sur Ker B. Servons-nous de la propriété :
lim f(z) = +o0.
| % |[— +oo
z € Ker B
Choisissons xg € Ker B il existe r >|| z¢ || tel que

(xeKerB et || z|>7r)= (f(zx) = f(xo)).

De ce fait :

gt @)=l )

[ [l<r

L’existence d'un minimum = de f sur Ker B s’ensuit. L’unicité de ce mini-
mum vient de la stricte convexité de f.

) (8) 4o
IXNeRM tel que AT—b+BTA=0.
a) Faisons une démonstration directe du fait que (S) caractérise la solution
Z de (P).
— Partons de T vérifiant (S). Soit x € Ker B ; a-t-on

%(Ax,:@ —(b,z) > %(Af, z)—(b,x) ?
La fonction f étant convexe, on sait que f(x) > f(ZT)+ (Vv f(T),x — T), soit ici
f(@) > (@) + (4T - b,z - B).
Mais AT—b € Im(B") = (Ker B)* et —7 € Ker B, donc (AT — b,z —7) = 0.
— On suppose que T minimise f sur Ker B. Tout d’abord, BZ = 0. Ensuite
f(T+td) > f(T) pour tout t € R et d € Ker B,

i.e. $1?(Ad,d) +t(AT —b,d) >0 pour tout t € R et d € Ker B.
Ceci n'est possible que si (AT — b,d) = 0. Donc AT — b € (Ker B)* =
Im(BT).
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Remarque : L’ensemble des \ vérifiant AZ — b+ BT = 0 est 'ensemble des
multiplicateurs de Lagrange associé a Z. C’est un sous-espace affine de RM | de
la forme A+ Ker(BT). Il est réduit a {\} lorsque B est surjective (i.e., lorsque
les m vecteurs-lignes de B sont linéairement indépendants), ce qu’indiquait
déja le théoréeme de Lagrange.

b) Puisque AT — b € Im(B") = (KerB)*, on a (AZ — b,T) = 0, soit
(Az,T) = (b,T).

Dot f(z) = —3(AZ,Z) = —1(b, 7).

B - 1°) a) Soit (xg, \g) € RY x RM. Par définitions,

inf L(x,\) < L(zg, No) < sup L(z, N).
z€RN AERM

sup (inf L(az,A)) < inf (sup E(x,A)).

AeRM \z€RN T€RN \ \eRrM

b) Considérons maintenant un point-selle (Z, \) de £ sur RY x R™. On a :

N = il ) < inf £z A
0= nf £ < sup (it 20

L(T,\) = sup L(T,)) > inf (sup ,C(a:,A)) :

AERM zERN \ \erM
Par suite :
sup ( inf ,C(a:,A)) = inf | sup L(z,\) = L(T,\).
AeRM \z€RY z€RN \ \erM
supremum atteint pour x =X infimum atteint pour z =z

2°) a) L(z,A) = f(z) + (A, Bz) ; L(x,\) = L(z,\)+ 5(BT Bz, ). Alors :

— X maximise £,(Z,-) sur RM si et seulement si V)L, (T, \) = BT =0;

— Z minimise la fonction quadratique convexe £,.(-,\) sur RY si et seule-
ment si

VoL (X)) = AT —b+ B'A+rB' BT = 0.

b) Pour r > 0 donné, un point-selle de £, est exactement un couple (%, \) de
RN x RM vérifiant

BT=0 et (A+rB'B)T+B'X=0,
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soit encore B
Bz=0 et AT+ B'A=b.

En comparant ceci a (S), on voit donc que la solution T de (P) est préci-
sément la premiére composante de tout point-selle de £ (ou de L, ceci pour
un 7 > 0, ou quelque soit 7 > 0 ).

C — 1°) Puisque x,, est, par construction, un minimum de £,(-, A,) sur R, il
est caractérisé comme suit :
(A+rB"B)z, + B"\, =b.

On a vu qu'il existe effectivement un point-selle (Z,\) de £, sur RN x RM et
que ce point-selle est caractérisé par les relations :

BT=0 et (A+rB'B)T+B'X=b.

Par suite : _
(A+7rB"B)(zr, —T)+ B (A — A) =0, (@)

Ant1 — A = Ay — A+ pp B(z, — T). (B)
On tire de (3) :
I Anr = X[P= 1 An = NP + 2 pn{B(zn = 7), Mn = A) + 9}, || Blan = 7) || -
Il vient de (), en faisant le produit scalaire des deux membres avec z, — T :
(A(zp, —Z),2n —Z) +7 || Blzn — %) ||> + (B(@n —T), \n — M) = 0.
Les deux égalités précédentes conduisent a :
I A = X = 11 2 = X" =
— 2pn{A(zn = T), 20 — T) + (o = 2pn7) | Blan —7) |- (7)

2°) a) On doit s’assurer que le second membre de () est < 0.
C’est le cas si B(x,, — ) = 0. Sinon, il faut prouver que

pn |l B(an =7) > = 2[A(zn = T),20 = T) +7 || Blzn —7) ] <0

<A(xn - f)a'%'n - f>:| .
| B(zn — ) |12

soit

A ()

Or: 1+ < T\%uﬁ? pour tout u tel que Bu # 0 et p, < ag < 2 <T+ )

Donc 'inégalité (0) a bien lieu.
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b) Par choix de p,, on a : 2r — p, > —02—* et p, 2 a9 > 0 pour tout n.

Alors

I X = X2 = | Mgt = NP = pul(2r = pn) | Blzn = 7) |

+ 2(A(zp, —T),2n —T)] = ao _a% | B(z,, — %) || + 2{A(zp, — T), 2, — T)

Comme (A(x,, — @), —T) = ;—* | B(z,, — ) ||? (voir la formulation va-
riationnelle de o, et se rappeler que o, > 0), le second membre de l'inégalité
précédente est > 0.

Or | Adn =A% = |l An+1 — A |2~ 0 quand n — +o0 (puisque la suite
de réels positifs (|| A, — A ||?), est décroissante) ; donc
1
(A(zy, —F),2n — %) — — || B(zn — Z) |>— 0 quand n — +oo.
O«

Utilisons & présent l'inégalité stricte a; < 2 (r + é) :

suite dont on sait
204 (A(Ty — F), Tn, — F) + 0. (2r — py) || B(zr, — 7) ||? qu’elle tend vers 0
quand n — +o0

= |20:(A(wn = T), 20 = 7) = 2 || Blwn —7) |I”

élément > o

1 _
+ 0, |20+ ) = pn) || Blan —7) [

>0 >2(r+ ) —a1>0.

Par conséquent : lirri | B(zn—2%) ||> = 0, et limy 4 oo(A(Tr, —F), Tr, —
n—r— 100

z) = 0.
Comme (A(x, —T), 2, —T) = 0 || 2, — T ||, avec o > 0 plus petite valeur
propre de A il s’ensuit lin}r | z, — % ||= 0.
n—-m oo
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3°)
ImB
Y X +Ker(B")
\\ ensemble des
h multiplicateurs

de Lagrange

\\ " Ker(B")

.'/
_—

=
—
N 0
e
—
\
\
\

\
RM =ImB @ Ker (B")

Tout multiplicateur de Lagrange A (i.e., toute seconde composante de point-
selle de £,) se décompose en A\ = X+ s, oll X est la projection de l'origine sur
le sous-espace affine des multiplicateurs de Lagrange, et s € Ker(BT).

Désignons par ps le projecteur orthogonal de RM d’image Ker(B") (et de
noyau ImB). Puisque A\,+1 = A, + pBxy, on a : pa(Ay41) = p2(A,) pour tout
n € N, donc :

p2(An) = p2(Xo) = o2 pour tout n.

On sait que lini | zn, — @ || =0, et I'égalité
(A + TBTB) (@n—F)+ BT\ —X) =0

vue au 1°) de C, donne : lim B'()\, — X) = 0.

400
Or I'application u € ImB ——|| BT u || est une norme sur ImB. En écrivant

T _ s = < décomposition suivant
/\n — A= (ZdRM —pg)(/\n —>\) —i—pg()\n —/\) <ImB€BKer(BT) )
et
BT (A —N) = BT [(idga — p2)( M — N)]
onadonc lim (idga —p2)(An = X) =0, soit lim_(idgu — p2)(An) = .

En rassemblant : \,, — h\ -+ Ao,2 quand n — +-o0.
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MINIMISATION SANS CONTRAINTES.
CONDITIONS DE MINIMALITE

Rappels

— f:R" = R (ou méme RU{+400}) est dite 0-coercive (resp. 1-coercive) sur
C C R” lorsque

lim f(z) =400 (resp. lim S(@) = 400).
| @ l|l— +oo |2 ]l— +oo 2
rel reC

— Si C est convexe et si f : C' — R est strictement convexe sur C, alors il
existe au plus un = € C minimisant f sur C.

I1.1. Conditions de minimalité du premier ordre

Soit O un ouvert de R" et f: O — R.

— SiT € O est un minimum local de f et si f est différentiable en Z, alors
Vf(z)=0.

— On suppose O convexe et f convexe sur O. Alors les conditions suivantes
relatives & T € O sont équivalentes :
(7) T est un minimum (global) de f sur O;
(73) T est un minimum local de f.
Et si f est différentiable en T, on a une troisiéme condition équivalente :

(iid) V() = 0.
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I1.2. Conditions de minimalité du second ordre

Soit O un ouvert de R" et f: O — R.

— SiZ € O est un minimum local de f et si f est deux fois différentiable en

T, alors
V(@) =0 et V2f(T) est semi-définie positive.

— Si7T € O est un point o f est deux fois différentiable et si :
Vf(Z) =0, V2f (T)est définie positive,
alors T est un minimum local strict de f.

Références. Chapitre II de [11].

*#* Exercice II.1. Soit f:R"™ — RU{+oc0} et S C R™. On suppose que :
i) S est fermé;

1)  f est semi-continue inférieurement sur R™ ;

i7i) 1l existe un point de S en lequel f est finie;

iv) lim f(z) = +oo.
|z [ +oo
rxesS

(
(
(
(

Montrer que f est bornée inférieurement sur S et qu’il existe T € S tel que

f(T) = infees f().

Indication. On montrera que toute suite minimisante pour f sur S est bornée,
ou bien on commencera par traiter le cas ot S est borné et on rameénera le cas
général a ce cas grace a l’hypothése de 0-coercivité de f sur S (hypothése (iv)).

Solution : On rappelle tout d’abord les différentes caractérisations de « f est
semi-continue inférieurement sur R™ » :

— En tout point x € R™, on a liminf, ., f(2') > f(z) (inégalité dans
R U {400});

- VaeR {zeR"| f(z) < a} est fermé;
— epif :={(z,r) e R" xR | f(z) < r} est fermeé.

Soit f :=infg f (€ RU {—o00}) et soit {x} C S une suite minimisante pour f

sur S, i.e., telle que f (z;) — f quand k — +o0.
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Montrons que {zj} est bornée. Si ce n’était pas le cas, il existerait une
sous-suite {zy,}, de {z} telle que || z3, |— +oo quand I — +oo. Par la
0O-coercivité de f sur S (hypothése (iv)), cela impliquerait

(f =)

lim f(xg,) = +o0,
l—+o00
ce qui est impossible.
La suite {z} étant bornée, il existe une sous-suite {x, } qui converge vers
un élément T de S. D’ou, grace a la semi-continuité inférieure de f,

(Fo) lm f) > f)

Comme f(Z) > —oo et f(T) > f, on en déduit que la valeur f est finie et
atteinte en 7.

Autre démonstration : Soit g € S en lequel f est finie; puisque f(z) —
+oo quand || z ||— +oo, z € S, il existe r (> || o ||) tel que

f(2) > f(ao) dés que w €S, | |>r.

Donc minimiser f sur S revient & minimiser f sur SN B (0,r).

Commentaire : Le résultat de 'exercice est utilisé fréquemment dans le contexte
suivant. Soit 2 un ouvert de R" et g : Q — R vérifiant :

g est continue sur €2 ; g(x) — +oo quand z — a € frQ ;

Alors, si S est un fermé tel que SNQ # (), g est bornée inférieurement sur
SNQetil existe T € SNQ tel que g(T) = infresnn g(x). 11 suffit pour voir cela
de considérer f:x € R" — f(x) := g(z) si x € Q, 400 sinon.

** Exercice IL.2. Soit Dy := {A; +tv) |t € R} et Dy := {Ag + i | t € R} deux
droites affines de R™ définies & 'aide des points A; et des vecteurs directeurs
non nuls ¥;. On cherche les points My € Dy et My € Dy minimisant la distance
(euclidienne) de My a M.

1°) Formaliser le probléme ci-dessus comme un probléme de minimisation

convexe sans contraintes.
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2°) Résoudre le probléme posé en précisant : les conditions d’existence et
d’unicité des solutions, comment caractériser ces solutions, les propriétés parti-
culiéres des solutions.

FIGURE 4.

Solution : 1°) Soit
M; = A; + 4101, t1 €R
My = Ay + toth, ta € R,

de sorte que

— —
|| M7 My ||2 = || A2A1 +t1171 = t2172 H2 .

Le probléme consiste & minimiser

2 2
f(tl,tg) = || My My || , (tl,tQ) e R~.
On a :

B E——
f (tl,tg) = t% || V1 H2 + t% || () H2 — 2t1t2<1}1,’02> + 2t1<A2A1,1}1>
—_— _ — 9
= 2t2<A2A1,’U2> + H Ao Aq || .

f est une fonction quadratique de la variable ¢ = (¢1,t2), convexe méme
car
- 2 o o
T2/ (41 4) = 2 Hol® —(o, )
TR =2 g 5) )5 |2

est semi-définie positive pour tout (¢1,t2) € R2.
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Le probléme posé peut donc étre formalisé en

) {Minimiser f(t1,t2)

(tl,tg) & R2.

2°) Les solutions (fl,fg) de (P) sont les solutions de V f (fl,fz) = 0, soit
encore

= - _
& || T ||2 = T2(0h, Ua) = —(A2A1,¥1)
o

_ L 9 - _—
to || U2 [|© — t1 (U1, Vo) = (AgAy, Ta).

1°" cas : U7 et Uy sont colinéaires, i.e., D1 et Dy sont paralléles. Il y a une
infinité de solutions & (S); en posant vy = av}, ce sont les (fl,fg) vérifiant

= _ 2 _—
(tl - O[tQ) || V1 H = —<A2A1,U1>.
Les points M1, Mo correspondants sont

(A A1, T1)
M= A + 57, My= A+ (Lvl +%1> 7

I'o |2

—

. ——— _— AsAq. U

Evidemment MMy = A; Ay + %6’1 est orthogonal a 7 (et a 03).
U1

2¢ cas : U1 et Uy sont linéairement indépendants. Dans ce cas, V2f (t1, 1)
est définie positive pour tout (t1,t2) € R? (|| @1 [|2> 0 et détV2f (t1,t2) =

4 (H T |12 % |2 = ((F1,72))% > 0)), et le probléme (P) a une et une seule

solution (fl,fg). Ce (Zl,fg) est 'unique solution de (S) :

g, = (A2 0) | % |° + (s, 0) (5, 0)
= S - — 2 ,
10 121 W2 (2 = (@1, 72))
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— —_— _ _
Et on vérifie que M1 Mo = A1 Ay + totih — t191 est orthogonal & o) et vy :
la droite (M;Ms) est la « perpendiculaire commune » a D; et Ds.
La distance minimale entre deux points de D; et Dy se déduit donc de
77 7T 112
f(t1,%2) = || MM, |?.
Dans le cas particulier ot n = 3,

—_— . .
e 4 HAlA%UlaUQ”
MM, || = —

- — — o o o - — — — — o
ol |:A1A2, U1, ’U21| désigne le produit mixte de Aj As, 1, s, et U7 AUy le produit

vectoriel de v et Us.

#* Exercice I1.3. Condition nécessaire de minimalité a € prés d’Ekeland

Soit f : R™ — R continue et bornée inférieurement sur R”. Soit € > 0 et
u une solution & e prés du probléme de minimisation de f sur R", c’est-a-dire
vérifiant f(u) < ian f(z) + . Etant donné A > 0 on considére
TER™

giz R g() = f@) + = la—u .

1°) Montrer qu'’il existe v € R™ minimisant g sur R".
Montrer que ce point v vérifie les conditions ci-apres :
(1) f(v) < flu);

(i) fo—ul <X;

(iii) Vo €R", f(v) < f@)+ £ a—v].

2°) Soit f: R™ — R différentiable et bornée inférieurement sur R”. Montrer
que pour tout £ > 0 il existe z. tel que || Vf(z:) |I< e.

Solution : 1°) g est continue; de plus, f étant bornée inférieurement,
g(x) — 400 quand || z ||- +oo. Par conséquent, il existe un point v mi-
nimisant g sur R" :

Ve eR, f@)+5llv—ull< f@+5la—ul. @1
Faisons = u dans (2.1) :
JO)+ 5 llv=ul < f(u), (2.2

dou f(v) < f(uw).
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En notant f := inf,epn f(z), il vient de (2.2) :
— £ —
Frillv-ul< Fre

dou [|v—ul <A
Enfin I'inégalité | z —u || < ||z —v || + || v — v ||, introduite dans (2.1),
conduit a -
f) < f@)+5lz-vl].

2°) Partant d’un minimum & €2 prés de f et choisissant A\ = ¢, il existe
d’apreés la question précédente un x. tel que

Ve €R", f(ze) < f(z)+elz—ac|l.

Pour d € R™ et v > 0 faisons successivement x = 2. + ad et * = 2. — ad dans
I'inégalité précédente ; on obtient :

f(ze + ad) — f (z2)

(@ +ad) = [ (z) > —ea | d |, soit -

> —elld];

f (e —ad) — f(z.)

f(@e—ad) — f(z2) > —ea || d|, soit .

>—elld].

Un passage a la limite o — 07 induit :
(Vf(ze),d) = —eld]let {Vf(z:),—d)2=—¢e|d],

soit encore |( Vf (z:),d )| <e| d] . Cette derniére inégalité étant vraie pour
tout d € R, il s’ensuit || Vf (z.) || <e.

* Exercice I1.4. Soit n > 2 et f : R™ — R la fonction polynomiale de degré cinq
définie par
n—1
x=(r1,...,2,) € R" — f(x):= (1+xn)32x?+xi.
i=1
Montrer que 0 (€ R™) est le seul point critique de f, qu’il est minimum local
strict de f, mais qu’il n’est pas minimum global de f.
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Solution : On a :

dif(x) = 2x;(1 + ,)® pourtouti=1,...,n—1;

n—1
Onf(x) =31 +z,)? ) 27 + 22y
=1

Ainsi le seul point T € R™ vérifiant Vf (Z) =0 est T = 0.

Ce point T = 0 est un minimum local strict de f car V2f(Z) =
diag (2,...,2) est définie positive.

Mais f (1,...,1,2,) = (n — 1) (1 + 2,,)° + 22 est une fonction polynomiale
du 3° degré, prenant donc toutes les valeurs réelles. Il n’y a donc pas de mini-
mum global de f sur R™.

##% Exercice IL.5. Soit f : R" — R continue et T € R™. Montrer :

Tout z tel que f(x) = f(f))

(T est minimum global de f) <= o
est un minimum local de f

Solution : L’implication « = » étant évidente, considérons 'implication in-
verse. Supposons donc que tout z au méme niveau que T soit un minimum
local de f. Si & n’est pas un minimum global de f, c’est qu’il existe u € R"
tel que f(u) < f(x). Définissons ¢ : t € [0,1] — @ (t) := f (T + (1 —t)u)
et posons S, := {t € [0,1] | ¢ () = f(T)}. Ainsi S, est une partie non vide
(1 €S,) fermée (de par la continuité de f donc de ¢) et minorée. Désignons
par g la borne inférieure de S, : tg € S, et 0 < tg < 1.

Le point toT + (1 —tp)u étant au méme niveau que T, il est minimum local
de f; par conséquent ¢y est un minimum local de ¢ : il existe n > 0 tel que :

(\t—t0\<n

iy ) = (¢ () > ¢ (1)

Comme ¢y est la borne inférieure de Sy, on en déduit :

t0—77<t<t0
0<t

) = (¢ () > ¢ (to))-

Prenons un tel ¢, que nous appelons ¢ :

to—1n <t <tg, 0<ty, et p(t1) > ¢ (to).
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Alors ¢ (1) = ¢ (tg) € [¢(0),p(t1)] et, d’aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires, il existe t2 € [0,t1] tel que ¢ (t2) = ¢ (1) (= f(T)). Par consé-
quent, ta € ]0,%1) NS, et puisque t; < tp, ceci contredit la définition de tg
comme borne inférieure de S,.

F

o= fx)

S(u)=0(0)

FIGURE 5.

Remarque : Dans 'assertion de droite de I’énoncé, on ne peut pas rempla-
cer « minimum local de f » par « point critique de f » ; prendre I’exemple de
f:xeR+— f(x) =23

*#% Exercice IL6. On désigne par P, (R)I’ensemble des matrices définies posi-

. [¢]
tives de taille n (c’est un ouvert de S,,(R)). Etant donnés A et B dans P, (R),
on considére le probléme de minimisation suivant :

Minimiser f(X) :=tr (AX) + tr (BX !
®) { (BX™)

X e 7§n (R).

1°) Quelles propriétés de f, utiles pour sa minimisation (différentiabilité,
convexité, coercivité) peut-on dégager ? En déduire que le probléme (P) a une
et une seule solution.

2°) (i) Vérifier que la solution de (P) est la (seule) matrice X vérifiant
XAX = B.
(7i) Donner, a partir de BA (ou de AB), une procédure permettant de
construire X.
(#41) En déduire la valeur optimale dans (P).

3°) On fait n = 2 ici. Montrer que la valeur optimale dans (P) est

2\/tr (AB) +2,/dét (AB).
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Indication. Le cas simple ou n = 1 permet de guider la démarche et de controler
les résultats.

Solution :  S,(R) est structuré en espace euclidien grace au produit scalaire
<UV>=tr(UV).

Le probleme (P) est celui de la minimisation sur (le cone convexe ou-

o

vert) P, (R) =: Q de la fonction-objectif X — f(X) = < A4, X > +
< B, X 1>

1°) L’application X € Q —— X1 € Q est bijective et de classe C*; il
s’ensuit que f est C™° sur ). De l'inégalité de convexité

<U, V'  dans

o e 0,1 Q) = ([aU+ Q- V! < aU-'+(1-a) V*1>,

et de la (semi-) définie positivité de B, on déduit que X — < B, X! > est
convexe sur 2 (d’accord ?).

De maniére a concentrer sur une seule partie toute la contribution de A et
B aux deux parties de f(X), posons C := A/2BA'/2. Comme

—i
f(X)=tr [Al/Z (Al/zXAl/z) A2 4 o <A1/2XA1/2) ]
= (i |:A1/2XA1/2 +C <A1/2XA1/2)_1:|

et que I'application X € Q — Y := (Al/QXAI/Q)f1 € ) est visiblement une
bijection de €2 sur €, le probléme (P) est équivalent a celui de la minimisa-
tion de

VisgV)=tr(Y'+0Y)=<I,Y '>+<CY>

sur €.
La frontiére fr 2 de ) est exactement I’ensemble des matrices semi-définies
positives singuliéres (i.e., dont la plus petite valeur propre est nulle). En consé-

quence :
YeQ—YyefrQ 9(Y) — 400
((ou XeQ— Xpe€ er)) — <(ou f(X) — —i—oo)) '
De méme, un calcul (pas trop difficile) sur les matrices définies positives conduit
a élucider le comportement & I'infini :

Ye@, [Y|—o0 g(Y) — 400
((ou XeQ |X]|— oo)) — <(ou f(X) — +oo)> '
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Ainsi g (ou f) agit comme ce qu'il est convenu d’appeler une « fonction-
barriére » sur Q. Il en résulte ainsi qu’il existe bien X €  minimisant f
sur  (cf. Commentaire suivant I’Exercice I1.1).

L'unicité de X est une conséquence de la stricte convexité de la fonc-
tion X € Q — <« B, X! >, qui se voit mieux wia la stricte convexité
deY € Qr— < L,,)Y 1> =tr(Y ).

2°) (i) La différentielle Df(X) de f en X € Q est facile a obtenir :
Df(X):HeS,(R)— < A— X 'BX ' H>.

Le probléme (essentiellement sans contraintes) (P) étant celui de la minimi-
sation d’une fonction convexe différentiable, X €  est solution de (P) si et
seulement si A — X 'BX & = 0, soit XAX = B.

(44) Etant le produit de deux matrices définies positives, BA est diagonali-
sable et son spectre est constitué exclusivement de réels > 0 (¢f. Exercice 1.17).
Si on diagonalise BA avec P,

P7Y(BA)P = diag(\1,...,\,) (\; valeurs propres de BA),

la matrice M := Pdiag(v/Aq,. .., VAP~ ! vérifie M? = BA, et il vient im-
médiatement que X = M !B est la solution cherchée.

(741) La valeur optimale dans (P) est

fX)=tr(AM'B+B(M'B)™)
=2 trM;
c’est donc la somme des racines carrées des valeurs propres de BA (ou de AB).

La symétrie en A et B de la valeur optimale pouvait étre notée dés le
départ, en raison de la forme particuliére de (P).

3°) De l'égalité VA1 + VA2 = \/)\1 + Ao + 24/ A Ao écrite pour A, Ao, va-
leurs propres de BA, il vient

VAL VA = ttM = \/tr(BA) +2,/dét(BA),

d’out 'expression annoncée.
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*¥ Exercice II.7. Soit g : R™ — R une fonction convexe et différentiable sur
R™, soit h : R® — R U {400} une fonction convexe sur R", finie en au moins
un point. On pose f := g+ h et on considére le probléme de la minimisation de
f sur R™.
1°) Montrer que T minimise f sur R" si et seulement si
< Vyg(T),z —T > + h(z) — h(ZT) = 0 pour tout x € R". (2.3)
2°) Veérifier que (2.3) est équivalente a
< Vyg(z),x =T > + h(z) — h(T) = 0 pour tout x € R". (2.4)

Solution : 1°) Soit T minimisant f sur R™. Etant donné x € R" et o € ]0, 1],
on a f(axr+ (1 —a)T) > f(T), ce qui se traduit par

9(@) + h(Z) < glax + (1 — a)Z) + h(az + (1 — @)T).

En utilisant I'inégalité de convexité h(az + (1 — a)T) < ah(z) + (1 — a)h(T)
et en divisant par a > 0, on obtient
9(T + oz — 7)) — g(7)

0< - + h(z) — h(@).

En faisant tendre o vers 0, on obtient précisément (2.3).
Réciproquement, soit T vérifiant (2.3). La convexité de g induit

g(z) = 9(T) + (Vg(T),z — T),

ce qui, combiné avec (2.3), entraine g(x) + h(z) > g(x) + h(T).

2°) Soit T vérifiant (2.3). La fonction g étant convexe, 'application Vg
vérifie : (Vg(x) — Vg(Z),x —7) > 0. D’ou (2.4) s’ensuit.

Soit & présent T vérifiant (2.4). Considérons z € R™ et a € 0, 1[. 11 vient
alors de (2.4) :

a(Vg((1 —a)T+az),z —T)+h((1 — )T+ az) — h(T) >0,
ce qui, avec l'inégalité de convexité de h déja vue plus haut, donne
a(Vg((1 — )T + ax),z — T) + a[h(z) — h(T)] = 0.

Divisons par « et faisons tendre « vers 0; sachant que Vg est continue (d’ac-
cord 7), on obtient précisément (2.3).
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Remarque : Dans le cas particulier ot C' est un convexe fermé non vide et h la
fonction indicatrice de C' (h(z) = 0 si € C, 400 sinon), ce que dit le résultat de
I’exercice est :
(Z minimise g sur C') < ((Vg(T),z —T) > 0 pour tout z € C)
( caractérisation classique)
< ((Vg(z),x —T) = 0 pour tout = € ()

(caractérisation nouvelle).

** Exercice I1.8. Soit f : R™ — R définie par
1
z €R"— f(x) = §<Ax,x> + (b, z) +c,

ou A € §,(R) est supposée définie positive, b € R™ et ¢ € R. On consideére le
probléme d’optimisation suivant :

(P) Minimiser f(x), z € R™.

1°) Rappeler pourquoi (P) a une et une seule solution T, caractérisée comme
étant 1'unique solution de 'équation V f(x) = 0.

Pour approcher 7, on utilise I’algorithme du gradient & pas optimal, qui
consiste & construire une suite () de la maniére itérative suivante :

Initialisation : o € R™;

Définition de U'itéré xy1 a partir de xp, (lorsque V f(zy) # 0) :

Tp1 = Tp + tpdy,

ot dy, := —V f(xy), et tj est I'unique réel (positif) minimisant ¢ — f(zy +tdy)
sur R.

Le but de I'exercice est de donner une idée de la vitesse de convergence de
(zx) vers T en fonction d’un réel associé & A appelé conditionnement de A.

2°) Vérifier les relations suivantes : Pour tout k € N,

_ - =
= (Ady, dy)’ i1 = di — tpAdy,  (dpta1,dg) =0,
o Al | d |I*
J@ier) = =) = I\ = o AT an |

(2.5)

ot f désigne la valeur optimale dans (P).
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3°) Soit A\ = Ay = --- > A, les valeurs propres de A rangées dans 'ordre
décroissant. On pose

c2(A) = )\—1, appelé conditionnement de A.
n

Démontrer les inégalités suivantes : Pour tout £ € N,

- | c2(4) —

Fen) T < fwo) — T [W

= o0

—_| =

2(f(x0) = )]V [ea(4) — 17
Aon } [cz(AHJ ' 27

On pourra pour cela utiliser librement 1’inégalité de Kantorovitch que voici :

2
1 A A
n -1 < Z A on 4
Ve e R", (Az,z) (A" z,x) < 1 [\/)\n'i‘\/ N |z |

Quels commentaires peut-on faire a partir des inégalités (2.6) et (2.7) quant a
la rapidité de convergence de la méthode de gradient a pas optimal ?

||:ck—f||<[

Solution : 1°) f est quadratique strictement convexe, 1-coercive sur R” : il
existe donc un et un seul T minimisant f sur R™. La différentiabilité de f alliée
a sa convexité assurent que T est 1'unique solution de 'équation V f(x) = 0.

Si on veut préciser en fonction des données de (P), T = —A~1b et la valeur
optimale est f = f(T) = —5(A71b,b) +c.

2°) Comme f(zg +tdy) = f(zx)+ %t2<Adk, di) +t(Azk + b, dy), la fonction
t € R+—— f(xg + tdy) est minimisée sur R (lorsque d, = =V f(xr) # 0) en

un seul point, qui est ty = ———
(Ady;, dg)

Ensuite :

dipy1 = —(A.%'k+1 IF b) = —Axp — b— 1, Ad, = dj. — 1. Ady,
(dk+1, d) = (di, di) — tr (Adk,dg) = 0.

En développant f(zr41) = f(z + txdy) on obtient

4
f(xrg1) = fzg) — %%7
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soit encore

4
Fonsn) = F = [f (on) - I d | ]

/) [1 2 (@n) — F) (Ady, dr)

(toujours sous I'hypothése V f(x3) # 0, qui est équivalente & f(zy) — f > 0).
Un simple calcul & présent montre que

(A7 Ydy, di) = (A1 (Azy, 4+ 1), Azy, + b)
—2 | Jldoea) + (o) + 54700
=2[f(zx) — f] (car %(A_lb,b> :c—f> :
D’ou I'expression (2.5).

3°) De l'inégalité de Kantorovitch on déduit (toujours lorsque dy # 0) :

I i [I* Al A/
(Adg, dy) (A=rdy, di) = [\/7 \//\71] /\1/)\ +1)2

Ainsi, d’aprés (2.5) :

VkeN, flzr) = F < [fzx) — f) [1 — 4(02(0257’4_’_)1)2]
172
<) -7 | 29

L’inégalité (2.6) s’ensuit alors facilement.
Par ailleurs on a :

1 _
flzp) = f= §<Aﬂfk,$k> +(b,xg) +c— f
1<A( _) o car AT = —b
_2 .%'k xyxk a5 etc_?:%<Aflb’b>
1
> Dl
d’ou (2.7).

D’aprés (2.6) et (2.7), plus c2(A) est proche de 1, plus la méthode (du
gradient a pas optimal) converge rapidement. Le cas limite serait celui ou
c2(A) = 1, ce qui suppose f(z) = A || z — Z ||? pour un certain A > 0, auquel
cas on atteint T dés la 17¢ itération xy.

Par contre, lorsque co(A) est grand, c¢’est-a-dire lorsque les valeurs propres
extrémes sont trés différentes, la méthode est (dans le pire des cas) trés lente.
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Lorsque n = 2, les courbes de niveau de f sont alors des ellipses trés effilées,
et on observe facilement la convergence lente en zigzags de (xy) vers Z.

fler)—F
f(zo)—f

Pour étre str d’avoir < ¢, il faudrait

k> In € ~ c2(4) In <l> (quand c3(A) — +00).
o1 (A1 1+ "\z
<02(A)+1

#*% Exercice IL9. Soit O un ouvert de R" et f : O — R quatre fois différen-
tiable en T € O. On suppose que T est un minimum local de f, ce qui implique :

Vf(@) =0, V2f(Z) est semi-définie positive.

On suppose également que V2 f(T) n’est pas nulle et on pose H := Ker V2 £ (7).
1°) Montrer que 'on a nécessairement :
(a) V3£ (%) (u,u,u) = 0 pour tout u € H ;
(b) VA £(@) (u, u,u,u) - (V2f(T)v,v) — 3 [V3f(f)(u,u,v)]2 > 0 pour tout
(u,v) € H x H*.

2°) On prend I'exemple d’une fonction f de deux variables, o T = (0,0) est
2
un point critique de f et ot V2f(%T) = [O O] avec \ = a—é(f) > 0.
0A Oxs

Quelles formes prennent les conditions (a) et (b) dans ce cas?
Application. Soit f:R? — R
(z1,22) — f(x1,20) := 32T — dadxy + 23.

Au vu de ce qui a été établi, décider si T = (0,0) est un minimum local de f ou
non.

Commentaire : Le cas ot Vf(T) = 0et V2f(T) est semi-définie positive est
ce qu’on peut appeler « cas d’incertitude », car les conditions de minimalité du
second ordre ne permettent pas de décider. Les conditions (a) et (b) considérées
ici sont des conditions nécessaires de minimalité d’ordre trois et quatre. Comme
bien entendu, on s’attend & des conditions suffisantes de minimalité locale en
remplacant 'inégalité au sens large de (b) par une inégalité stricte (pour tous les
vecteurs non nuls u et v).
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En régle générale, les conditions de minimalité d’ordre supérieur (& deux) sont
difficiles a utiliser car, contrairement a V2 f(Z), il n’y a pas de « théorie spectrale »
simple qui va avec les formes 2p-linéaires V2P f (7).

Indication. V3 f(T) (resp. VAf(T)) désigne la forme trilinéaire (resp. la forme
quadrilinéaire) différentielle d’ordre trois (resp. d’ordre quatre) de f en T.
Exprimer f en T + tu + t*v a laide du développement de Taylor-Young a lordre
quatre de f en T.

Solution :  1°) Etant donnés v € H, v € R et t # 0, exprimons f en
T+ tu + t?v = T+ t(u + tv) & laide du développement de Taylor-Young &
ordre quatre de f en T. Sachant que Vf(Z) =0 et V2f(Z)u = 0, on obtient :

(T +tu+ t20) = f(Z) + %V?’f(f)(u,u,u) +

[12(V2f( Ju,v) + 12V3 £(Z) (u, u, v) + VA f(T) (u, u, u, u)] + t45(t2, ;
2.8
ot g(t) — 0 quand ¢t — 0.

Puisque f(T + tu + t?v) > f(T) pour t suffisamment petit, il vient du
développement ci-dessus

3

[f(@+tu+t20) — f(T )]/——0>V3f( T)(u, u,u) > 0.

La méme inégalité étant valable en —u (€ H),
0 < V3 (@)(~u, —u, —u) = =V f(T)(u, u, u),
on en déduit (a).

Ensuite, en procédant de la méme maniére pour le bloc facteur de t* /24
dans (2.8), on arrive a :

12(V2f(T)v, v) + 12V3 £(T) (u, u, v) + VA f(F) (u, u, u,u) > 0 pour tout v € R™.

Ecrivons cette inégalité en av,a € R; il vient :

(6 v,V (0] u,u, v E u,u, U, U
{12 HV2f@)v,v) + 120V f(T)( ) + V(@) (u, u, u,u) 2 0 (2.9)

pour tout « € R, v € R™.

Choisissons v # 0 dans H ; alors la positivité du trinome du second degré
dans (2.9) se traduit en disant que son discriminant est négatif, d’ou (b).
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2°) Les conditions (a) et (b) prennent ici les formes suivantes :

o3f

3
Oxy

f O Pf Y
3@ 5@ =3 (@) >0

Dans 'exemple proposé, la deuxiéme condition ci-dessus n’est pas vérifiée, et
donc (0,0) ne saurait étre un minimum local de f.

() =0 et

## Exercice II.10. Soit O un ouvert convexe de R" et f : O — R deux fois
différentiable sur @. On suppose que Vf et V2f sont lipschitziennes sur O de
constante de Lipschitz L, ¢’est-a-dire :

IVF@) = V) I <SL|a—a'|| et [[[Vf(z) = V@ < Lo -2

pour tout z,2’ dans O, ou || - || désigne la norme euclidienne usuelle sur R"
et ||| - ||| désigne la norme sur M, (R) déduite du produit scalaire < -,- >
(Al = < A, A> =t (ATA)).

1°) Etant donné z, € O, on pose

(V2] (2p) (@ — ) 0 —ap, )

9;}6 (resp. 032%) est ainsi 'approximation de f fournie par I'information du
premier ordre (resp. du deuxiéme ordre) au point zy.

Montrer que pour tout z € O :

@) =0k @] <5 e o |£@) -6, @) < ¢ o -z |

2°) Pour avoir une approximation du gradient de f en xp € O a l'aide
d’évaluations de f, on utilise les vecteurs suivants :

Af (xp) := vecteur de composantes
[ (zi + hjej) — f (zr) différences finies
hj en avant ’
Af (x1) := vecteur de composantes
[ (xr + hje;) — f (z1, — hjej) différences finies
2h; centrées ’
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ou ey,...,e, sont les vecteurs de la base canonique de R™ et hq,...,h, des
réels strictement positifs.
Montrer que pour tout j =1,...,n:

[8F @), — 85 ()] <

sz (zx)]; — 8jf(xk)‘ <

hj,

o o]

2
n2.

3°) On suppose ici qu’on a accés aux évaluations de V f et on propose une
approximation de V2f (z;) de la forme suivante :
[V f (@ + hje;)]; = [Vf (wr — hje;)];
2h;

V2 f () = [ } :
1<i,j<n
Cette approximation est obte~nue par différences finies centrées a partir du
gradient de f, le terme (i,5) de V2f (x}) est une approximation de 8% f(zr) .
Montrer qu’il existe une et une seule matrice symétrique la plus proche de

V2f (xp) au sens de la distance associée & [[| - [[], et déterminer cette matrice en
fonction de V2 f (z).

Solution : 1°) Grace aux développements de Taylor avec restes sous formes
d’intégrales on a :

1
f@)ZfC%%+A;<Vf@k+t@*ﬂmﬂaw—xk>dt (2.10)

f(@) = f(ze) + (VI (@p), 2 — 2 ) + (2.11)

1
/0 (1=t ( V2f (zx +t(x —ap)) (v —2k) , 2 — 73 ) dt.

Il vient alors de (2.10)

1
f(:v)—@ik (x):/ (Vf(xp+t(x—2ag) —Vf(xg),r —xp ) dt,
0

d’ou, grace a la propriété de Lipschitz de V f,

1
L
f@ =6 @< [ Dt lo—on | dt=F o= |
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D’une maniére similaire, on déduit de (2.11) :
f(z) - 62, (2)
! 1
:/ < [(1 — ) V2f (zp +t(z — 1)) — §V2f(:vk) (x —zk) , @ — > dt
0

1
:/0 ((L—1t) [V2f (x5 + t (z — 22) — VEF ()] (& — 22) 2 — @, ) dt,

d’oil, toujours grace a la propriété de Lipschitz de V2f, et a linégalité
|| Au || < |||A]|]- || w || encore valable pour la norme ||| - ||| (d’accord?) :
1
L
@ =, @< [ Q-0 o—anlPdt=G o .
2°) Ona: 0;f (zk) = ( Vf (zk),€5), dott
1
[AF (@i)l; =0 (xx) = 7= (f (2 + hyeg) = f (wx) = CVf (2k), hyes))
J
1
= h_ (f (xk + hjej) — 991% (ﬂ?k -+ hjej)) .
J
Il résulte alors de la 1 question :
1L, L
85l = 05 ()] < -3 = Fhi
De maniére similaire, on a pour les différences finies centrées :
1

[Af(@k)];—05f (z1) = o, (f (ze+hje;)—f (z — hje;)—2(V f (zk), hje;))

= % {(f (x + hjej) — 02, (z1, + hje;))
— (f (z& — hye;) — 02, (z — hyej)) } .

Par suite
_ 1 I I
— B < Zh3) = Zh2.
“Af(xk)]J @f(xk)‘ = 2h; <26hj> 6

3°) V2f(x;) n’étant pas symétrique alors que V2f(z) Pest toujours, on
cherche S € S,,(R) la plus proche de V2f () (€ My(R)).

M, (R) est structuré en espace euclidien grace au produit scalaire
<K A B>=tr (ATB), et la distance considérée est celle associée a ce produit
scalaire :

||]A—-BJ|| = («A-B,A-B )42 Lensemble Sp(R) étant un sous-
espace vectoriel de M,,(R), le probléme posé est donc celui de la projection
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orthogonale deV?f(zy) sur Sp(R). L’élément S € S,,(R) a distance minimale
de A = V2f(x}) existe, est unique, et caractérisé par la propriété suivante :

{§ € Su(R)

et < A—S,5> =0 pour tout S € S,(R).

S,
S = % (A + AT) est la solution cherchée car

L’élément

— 1
<A-S5,8> :§[<<A,S>>—<<AT,S>>
= 0 pour tout S € S,(R).

*##% Exercice II.11. Une situation d’application importante ou la fonction-objectif
m

4 minimiser est de la forme z —— > [r;(z)]® (« moindres carrés ») est I'ajus-
tement de données expérimentales. ZD’lune maniére habituelle les choses se pré-
sentent comme suit : on dispose de m données dy,do, ..., d,, correspondant aux
valeurs t1,to, ..., t, d'une variable t; 'objectif est d’accorder « au mieux » aux
données (t1,d1), (t2,d2),..., (tm,dm), une fonction-modele ¢ — (¢, z) qui
contient des paramétres ajustables x1, o, ..., Ty.

En général la forme de la fonction-modéle dépend du contexte d’origine des
données. On appelle résidus les différences entre la valeur de la fonction-modéle
©(t;, x) et la valeur d; correspondant a t;, c’est-a-dire r;(x) = @(t;,x) — d; (i =

1,...,m). Le critére mesurant 'écart (dans R™) entre (¢(t1,),...,o(tm,x))
et (r1,...,ry) fait 'objet d’un choix : c’est souvent le carré de la distance
euclidienne,

x— f(x Z (ti,x) — i]2 = [m(x)f

i=1 i=1

Exemple. Un utilisateur a obtenu les données expérimentales suivantes pour un
probléme de nature physique dans lequel le comportement des valeurs observées
est gouverné par une fonction inconnue de la variable t € [0, 1].

i 1 2 3 4 5 6
t | 02 04 | 06 | 08 | 09 | 095
d; 10,7123 | 1,754 | 4.852 | 22,27 | 94,91 | 388,2

Selon I'utilisateur, le phénomeéne physique sous-jacent suggére que la fonction
t — d(t) doit avoir les propriétés suivantes :
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— un comportement en t*! au voisinage de 0, pour un certain x; > 0 ;

— un comportement en W au voisinage de 1, pour un certain xo > 0.

La fonction-modéle suggérée est

— 1
t— p(t,x) = x3t T

ouxy >0, zo >0, 3> 0.
La fonction-objectif & minimiser est donc

6 2
x3tT1
x = (z1,29,23) — f(z) = Z [in —di] .
=1
Questions :

— Mettre en ceuvre votre méthode de minimisation favorite pour obtenir un
jeu de parameétres (T, T2, T3) acceptable (point de départ suggéré : (1,1,1)).
— Déterminer la valeur f(Z) de la somme des carrés des résidus.

— Tracer sur un méme graphique la fonction ¢ — ¢(¢,Z) et les données
(tiydi), i=1,...,6.

Solution : % =0,5532; Tp=109897; =T3=1,0298; f(z)=0,0205.

Commentaire : Les problémes d’optimisation du type « moindres carrés » sont
ceux les plus fréquemment rencontrés dans les applications.



IT1

MINIMISATION AVEC CONTRAINTES.
CONDITIONS DE MINIMALITE

Rappels

II1.1. Conditions de minimalité du premier ordre

Soit f : O C R" — IR différentiable sur un ouvert O de R", soit S un
ensemble-contrainte décrit par m égalités et p inégalités

S:={zxeR"|hi(z)=0,....hp(zx)=0, g1 () <0,...,g,(z) <0}

ou les m + p fonctions h;, g; : R — R sont supposées continfiment différen-
tiables sur R™.

Théoreme (F. John). SiT € ONS est un minimum local de f sur S, alors il existe
Alseeey Amy By i1y - - - 5 By MON tous nuls tels que :

(1) mVf(T) +

ﬁMs

_ P

XA () + 327,905 (7) = 0
(i) m; = 0 pour tout j =0,1,...,p;

(iti) 71, = 0 si g; (%) < 0.

On écarte 'éventualité iy, = 0 (peu informative sur T ) en faisant une hy-
pothése de qualification des contraintes en T, c’est-d-dire une hypothése sur les
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fonctions-contraintes h; et g; représentant S. On considere par exemple la condi-
tion (QC)z de Mangasarian-Fromovitz suivante :

Il existe dy tel que ( Vh; (T),dy ) =0 pour tout i =1,...,m
(QC); 1 et ( Vg (Z),dy ) <0 pour tout j vérifiant g; (Z) =0 ;
les vecteurs Vhy (T),..., Vhy, (T) sont linéairement indépendants.

Théoreme (Karush-Kuhn-Tucker). SiT € ONS est un minimum local de f sur S,
et 5i (QC)z a lieu, il eviste alors \ = (Xl, e ,Xm) ER™ etp= (fy,...,0,) €RP
tels que :
m _ P
(i) V@ + ZlAthi (T) + Zlﬁngj (T)=0;
i= j=
(43) 7; =0 pourtout j=1,....p;
(#i) m; =0 sig; (T) <O.

Les \; et A mis en évidence dans ce théoréeme de Karush-Kuhn-Tucker (KKT
en abrégé) sont appelés multiplicateurs de Lagrange (ou de Lagrange-KKT).

Une hypotheése de qualification des contraintes en Z, plus forte que (QC)z, est
la suivante :

(QC).. Les vecteurs Vhy (Z),...,Vhy (T), Vg; (T), j € J(T), sont linéai-
rement indépendants, ot J (Z) := {j | g; (T) = 0} est I'ensemble des indices des
contraintes (de type inégalité) actives (ou saturées) en T.

Si les fonctions h; et g; sont affines, on peut se dispenser de toute hypothése
de qualification des contraintes et déduire quand méme les conditions nécessaires
de minimalité de KKT.

Les conditions (i)-(7i)- (7i7) du théoréme de KKT (appelées conditions de
KKT) deviennent suffisantes en présence de convexité dans les données. Considé-
rons & cet effet le contexte suivant :

f est convexe sur 'ouvert convexe O ;
(C) | les fonctions h; : R™ — R sont affines;

les fonctions g; : R™ — R sont convexes.

Théoreme. Dans la situation décrite par (C) ci-dessus, les conditions de KKT
sont suffisantes pour que T soit un minimum de f sur O NS.

Dans le contexte décrit par (C), il y a une condition d’énoncé simple assurant
(QC)z en tout point de S; c’est la condition dite de Slater que voici : en notant
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h; : x — h; (z) = (a;, z) — b; les fonctions-contraintes du type égalité, et Az =b
la conjonction des m contraintes du type égalité h; () =0, i =1,...,m,

Les vecteurs a; sont linéairement indépendants
(8) ] (i.e. A est surjective) ;
Il existe zg tel que Azg = b et g;(x9) < 0 pour tout j=1,...,p.

I11.2. Coéne tangent, cone normal & un ensemble

Soit T € S. On dit que d € R" est une direction tangente ¢ S en T lorsqu’il
existe une suite {x;} C S convergeant vers T et une suite {tx} C R} convergeant
vers 0 telles que (x — T) /tp — d quand k — 4o00.

Autre maniére de dire la méme chose : d est tangente & S en T si et seulement
si @ il existe {dr} — d, il existe {tx} C R} — 0, telles que T + txdy € S pour
tout k.

L’ensemble de telles directions est appelé cone tangent a S en T, et noté
T (S,7). Il s’agit bien d'un cone et méme d’un cone fermé (de sommet 0).

Deplus T'(S,z) =T (E, f), ce qui fait qu’en général nous ne considérerons ce
concept de tangence que pour des S fermés.

Théoreme. Sous l’hypothése (QC)z, on a
T(S,z)={d| (Vhi(T),d)=0pouri=1,...,m et

(Vg; (T),d) <0 pour jeJ(T)}.

Cette relation reste vraie en I'absence de (QC')z lorsque les fonctions h; et g;
sont affines.

Considérons le probléme de la minimisation de f sur un ensemble-contrainte S
qui n’est pas nécessairement représenté par des égalités ou inégalités. La condition
nécessaire de minimalité locale s’énonce comme suit.

Théoreme. SiT € S est un minimum local de f sur S et si f est différentiable en
T, alors
=Vf (@) e[T(Sm)]°,

ou [T'(S,T)]° désigne le cone polaire de T (S,T), c’est-a-dire

[T (S,7)])°:={s| (s,d) <0 pour tout d € T (S,T)}.
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I11.3. Prise en compte de la convexité

—~ Si S est un convexe fermé, T'(S,7) est exactement I'adhérence du cone
engendré par S — 7T :

T (S,z) = adhérence de {d|d=a(c—T)avecc€ Set o >0}
=Rt (S —72).

T (S,T) est alors un cone convexe fermé.
— Une direction s € R™ est dite normale a S en T lorsque
(s,c —T) < 0 pour tout c € S.
L’ensemble des directions normales & S en T est appelé cone normal @ S en T, et
noté N (S,7). Lorsque S est un convexe fermé, N (5,7) n’est autre que le cone
polaire de T'(S,7) :
N (S,7) = [T (S,7)]" (et [N(S,7)]"=T(5,7)).

Théoreme. Soit f : R™ — R convexe et différentiable, soit S convexe fermé. Alors
les minima de f sur S sont exactement les T € S pour lesquels

—-Vf(x) e N(5T).
Par exemple, la projection T de x sur le convexe fermé S est I’élément de S
minimisant application u —|| u —z || (ou 1/2 || u — z ||?) sur S; cet élément T

est unique et caractérisé par la relation suivante :

(x —Z,c—7) <0 pour tout ce€S.

IT1.4. Conditions de minimalité du second ordre

Soit f : O C R" deux fois différentiable sur un ouvert O de R", soit S un
ensemble-contrainte défini par m égalités h; (x) = 0 ou les fonctions h; : R" — R
sont supposées deux fois différentiables. On désigne par L le lagrangien usuel
associé au probléme de minimisation de f sur S, i.e.

(£,\) € O X R™ — L (z,\) := f(z) + i/\ihi ().
i=1
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Théoreme. St T € O NS est un minimum local de f sur S et si les vec-
teurs Vhy (T),...,Vhy, (T) sont linéairement indépendants, il existe alors A =
(A, oo, Am) € R™ (unique) tel que :

(i) VoL (Z,X)=0

et

(11) <V§I£ (E, X) d, d> > 0 pour toute direction d dans le sous-espace tangent
T(5,7)={deR"|(Vh;(T),d) =0 pour tout i =1,...,m}.

Théoreme. Soit T € ONS. Supposons les Vhi(T),...,Vhy(T) linéairement in-
dépendants, et supposons qu’il existe A € R™ tel que :

(i) ViL(T,\)=0
et

(i1) (V2L (T,N)d,d) > 0 pour toute direction non nulle d dans le sous-espace
tangent T (S,T) = {d € R" | (Vh; (T),d) =0 pour tout i =1,...,m}.
Alors T est un minimum local strict de f sur S.

Références. Chapitre III de [11].

* Exercice III.1. On considére le probléme de la minimisation d’une fonction
différentiable f : R? — R sous la contrainte h (&1,&) := & — €3 = 0.
Quels sont les points vérifiant les conditions de minimalité du 1¢ ordre ?
Résoudre le probléme avec f : (£1,&2) — f(&1,&) = &1 + &3,

Solution : La fonction h définissant la contrainte (du type égalité) est conti-
niiment différentiable, mais VA (Z) = 0 en T = (0,0). Par conséquent, les
points T = (51,52) vérifiant les conditions de minimalité du 1 ordre sont
ceux vérifiant :
h(z) =0, (conditions de
3 (Ao, A1) # (0,0) tel que AV f (T) + M VA (Z) =0 F. John).
Cela conduit aux candidats suivants :
— T # (0,0) vérifiant h (T) = 0 et V£ (Z) = AV (Z) pour un certain A € R
(conditions usuelles de Lagrange) ;
— 7T =(0,0) (& considérer dans tous les cas de figure).

Dans I'exemple considéré, avec f (£1,&2) = & + €3, il n’y a pas de point
vérifiant des conditions de minimalité de type Lagrange; seul T = (0,0) est
a retenir. En effet, T = (0,0) est le minimum de f (£1,&2) sous la contrainte

h(&1,&2) = 0.

67



CHAPITRE III. MINIMISATION AVEC CONTRAINTES. CONDITIONS DE MINIMALITE

68

* Exercice II1.2. Soit s # 0 fixé dans R, r € R, et H, 'hyperplan de R"
d’équation (s,z) = r.

Etant donné v € R™ on se propose de déterminer la projection orthogonale
7, de v sur H,.

1°) Déterminer v, a partir de I'observation suivante : v, est la solution du
probléme de minimisation convexe suivant :

{Minimiser Tle—v|?
a

r € H,.

2°) Posons d(r) := || v, —v ||? . Vérifier que d est une fonction dérivable de
r et que sa dérivée d'(r) est, au signe prés, le multiplicateur de Lagrange dans

le probléme (P,).

Solution : 1°) v, est la solution de (P,) si et seulement si :

S, Up) =T
< — ) _ — (d’accord ?) (3.1)
A €R tel que v, — v+ \.s =0.

A est le multiplicateur de Lagrange associé a la seule contrainte de (P,),
a savoir la contrainte-égalité (s,z) —r = 0.
Il vient de la 2° relation de (3.1)

@, —v,8) + X\ || ||2 =0

d’ou, avec la 1 relation de (3.1),\, =

Par suite

v — U, est dirigé par s, ce qui est... normal.

La distance de v & H, vaut donc %
2
2°) La fonction r € R — d(r) := 5 || 7, —v ||>= %% est dérivable
sur R et
d(r)=-80""_ 3
s 12 "

Ainsi, la « sensibilité au 1 ordre » de la valeur minimale d(r) aux varia-
tions de r (second membre dans I’équation de H,) est donnée, au signe prés,
par le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte dans (P,.).
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** Exercice II1.3. Soient ny,...,ny k entiers naturels de somme N > 0 et
f:R¥ — R définie par :

k
f (plu s apk‘) = szll
=1

Maximiser f sur le simplexe-unité Aj, de R¥

k
(Ak = {p: (p1,---,Dk) e R” | p; = 0 pour tout 1, ethi: 1}) )

i=1

Solution : f est continue, Ay est compact (d’accord ?) ; il existe donc au moins
un p € Ay, maximisant f sur Ag.
p

Frontigre relative de Ak

/ (p;=0 pour un  au moins)

Intérienr relatif de Ak
pl (p; >0 powr tout i)

FIGURE 6.

Comme f est nulle sur la frontiére relative de Ag, les p se trouvent néces-
sairement dans l'intérieur relatif de Ay, i.e. p; > 0 pour tout ¢ = 1,...,k
(« relatif » signifie dans le sous-espace affine engendré par Ay, a savoir ’hyper-

k

plan affine d’équation ) p; = 1).
i=1

Donc, si on définit g : (Rj)k — Rpar g(p1,...,pk) :=Inf(p1,...,pr) et

k
h:RF — Rpar h(p1,...,pr) = Y. p; — 1, il est clair que p maximise g(p) sous
i=1

=
la contrainte h(p) = 0. Puisque Vh (p) # 0 nécessairement, il existe A € R
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unique tel que Vg (p) = AVh (p), soit :

My =
L =X pour tout i =1,...,k.

7

k _
Comme ) p; =1, on en déduit A = N et, par suite,
i=1

-
P; = — pour tout i =1,..., k. (3.2)
N
Sachant que le probléme de maximisation de départ a une solution et qu’on
n’a détecté qu’un seul point vérifiant les conditions nécessaires d’optimalité, le
point en question est la solution du probléme.

Remarque : On aurait pu faire la méme démarche avec f sans recourir a g; mais
« casser » un produit en une somme en prenant le logarithme peut simplifier les
calculs.

Commentaire : Dans les problémes d’estimation en Statistique, on est amené a
maximiser des fonctions appelées fonctions de vraisemblance, et cela est source de
bien des problémes d’optimisation. L’exemple traité dans cet exercice en est une
illustration.

** Exercice II1.4. Soit A € S, (R), A1 (resp. \,) la plus grande valeur propre
(resp. la plus petite valeur propre) de A. Montrer que :

AL = ”mHax1 (Az,x) (resp. A\, = Hnf|1|in1 (Az, x) ).

A quelle condition a-t-on A\; = ”mHax (Az,x) (resp. Ap, = ”II‘l‘il’l (Ax,x))?
z||<1 z||<1
On demande des démonstrations basées sur des techniques et résultats d’Op-
timisation, sans recourir a des résultats d’Algebre bilinéaire (comme une décom-

position spectrale de A).

Solution : — Soient f : z € R" — f(z) := (Az,x) et S := {z € R" |
| z || = 1}. Il est clair que S peut étre représenté comme une contrainte du
type égalité, h(z) = 0, avec h(z) := || = ||> —1.

La fonction-objectif f étant continue et S compact, il existe bien T € S
tel que f(¥) = maxes f(x). Comme h est contintiment différentiable et
Vh(z) = 2T # 0, il existe A € R (unique) tel que Vf(Z) = AVh (), soit
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AZ = \Z. Donc T est un vecteur propre (unitaire) de A associé a la valeur
propre (exhibée) \; la valeur correspondante f (%) est (AZ,T) = \. Reste a
montrer que A est la plus grande des valeurs propres de A. Soit y une valeur
propre de A et x un vecteur propre unitaire associé : Az = uzx, || z ||= 1. 11
s’ensuit :
(Az,z) =p < ”mHax1 (Az,x) = X
||=

— Posons a := maxj; <1 (Az,x). Il va de soi que \; < a et a > 0.

Sia= A, on a A\; > 0 évidemment. Montrons la réciproque, a savoir :

(A =2 0) = ((Az,z) < A1 pour tout z tel que || z || < 1).

Si z = 0, I'inégalité voulue est bien vérifiée; si x # 0, || = [|< 1, on note
que

Az, x) = x2<A x ,L><)\,
A N S PN EITAR

Donc A1 est le mazimum de la forme quadratique (Az,z) sur la boule unité
fermée (euclidienne) de R™ si, et seulement si, la plus grande valeur propre de
A est > 0.

Par un raisonnement similaire & celui fait pour Aq, nous avons A, =

Hrr|1|in (Az,x) .
z||=1

Posons 3 := ”rr‘l‘ig (Az,z) . Il est clair que 8 < A, et 8 < 0.
z||<1

Si B = Ay, ona ), <0 bien siir. Réciproquement, si A, <0,
(Az,z) = M\ || 2 ||> > M\ pour tout = tel que ||z || < 1.

Donc : A, = IIH\I\in (Az, ) si, et seulement si, 'une des valeurs propres de
z||<1

A est <0 (ce qui équivaut a A, < 0).

* Exercice I11.5. Soit A € S, (R). A quelle condition les deux problémes sui-
vants sont-il équivalents

P) {Min (Ax, x) (75> {Min (Az, x)

[l =1 [zl <1

(au sens ou les valeurs optimales et les solutions sont les mémes dans (P)

ot (P))?
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Solution : Les valeurs optimales dans (P) et (P) sont les mémes si, et seule-
ment si, la plus petite valeur propre A, de A est < 0 (voir exercice précédent).
Mais on demande plus ici : on veut que les solutions soient les mémes dans (P)
et (75) ou, ce qui revient au méme, on veut qu’aucune solution x de (75) ne soit
intérieure a la boule unité (euclidienne) de R™ (|| Z || < 1). Or une solution
de (P) est intérieure & la boule unité (euclidienne) de R™ si, et seulement si,
A est semi-définie positive (d’accord?).

Donc, (P) et (P) sont équivalents si, et seulement si, A, < 0.

## Exercice I11.6. Etant donnés A € S,, (R) et b € R, on considére le probléme
d’optimisation suivant :

Min f(z) := L (Az, x) + (b, 2)
@ e

1°) On suppose b = 0. Rappeler alors ce que vaut Z =inf {f(z): ||z | =1}
et quels sont les T de norme 1 pour lesquels f (z) = f.

2°) Soient A; la plus grande valeur propre de A et p un réel strictement
inférieur & —A;. On pose

1
Ap:=A+plet f:xeR"— f,(x):= §<Apx,x>+<b,l“>-

(a) Indiquer pourquoi f, est strictement concave.

(b) On considére le probléme d’optimisation suivant :

. Min f,(x)
(%){wn@.

Montrer que

inf {fy(a) |2 || < 1 =inf (f@): o ]| =1} + g

et que les solutions de (P) et (75p> sont les mémes.
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Solution : 1°) f = %)\n, ou A, désigne la plus petite valeur propre de A.
De plus
(Izll=1 f@=F) <zl =1et AT=N\37).

Les solutions de (P) sont, dans ce cas, les vecteurs propres unitaires associés
a Ap.

2°) (a) On a V2 f,(x) = A, pour tout z € R", et par choix de p

(Apz,2) = (Az,z) +pllz [P < +p) | 2 |
<0siz # 0.

Donc f, est une fonction strictement concave (et méme fortement concave
sur R™).

(b) Notons que inf {f,(z) : | # || <1} est nécessairement atteint en
des points T tels que || T | = 1. En effet, si cette borne inférieure était atteinte

en un point T intérieur a ’ensemble-contrainte de (75p> on aurait : Vf, () =0

et V2f, (Z) semi-définie positive, ce qui est exclu.
Il s’ensuit

inf {fp(z) : |z | <1} =inf{fp(z): [z | =1}
= inf {f(@):|a]| =1} + 3
(puisque fp(z) = f(x)+ g lorsque ||z || =1).
D’une maniére claire :
T est solution de (Pp) & £, (@) =inf {f,(z): [|z] <1} et |T] =1
< fp(@) =if{fp(z): [z|| =1} et [[Z] =1;
S f@+5=mt{f@): ol =1} + 5 et [T =1;

& T est solution de (P).

Les solutions de (P) et (75]0) sont bien les mémes.

Remarque : L’ensemble-contrainte dans (75p> est un convexe compact simple

(la boule unité fermée pour la norme euclidienne) et la fonction & minimiser est
strictement concave. Ce n’est pas pour autant un probléme simple, et la stricte
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concavité de la fonction objectif f, n’implique nullement qu’il n’y a qu’une seule
solution (contrairement a la mazimisation de f, sur le méme ensemble-contrainte).

** Exercice IIL7. Soit A\, : S, (R) = R
A+— A, (A) := plus petite valeur propre de A.

1°) Vérifier que A, est une fonction concave.

2°) Représenter P, (R), ensemble des matrices semi-définies positives de
taille n, sous la forme {4 € S, (R) | g(A) < 0}, ot g est une fonction convexe
que 'on proposera.

Solution : 1°) On a (c¢f. Exercice II1.4 par exemple) :

VA e S, (R) ,  An (A) = ianzH:l <A$, $> .

Si <« -+ > symbolise le produit scalaire usuel dans S, (R) (i.e.
< A,B > =tr(AB)), (Ax,z) n’est autre que < A, zz’ > . Ainsi

Ao (4) = Hiﬂlfl < A,zzt > .

D’ou la fonction A, est 'infimum de la famille de formes linéaires A ——
< A zz? >, indexée par z vérifiant || 2 || = 1. Il s’ensuit que ), est une
fonction concave positivement homogene (i.e., A, (@A) = a\, (A) pour tout
az0et AeS, (R)).

2°)Ona: (AeP,(R) < (A (4) 20).

Par suite : P, (R) ={4 € S, (R) | g(A) < 0}, ot g := —A,,.

Il s’agit d’une « bonne » représentation de P, (R) sous forme de contrainte
de type inégalité, car il existe Ay € S, (R) tel que g(Ap) < 0 (par exemple
Ag = I,,) : 'hypothése de qualification des contraintes de Slater est satisfaite.
On retrouve alors que

int P, (R) = {4 € Sp (R) | g(4) <0}

(ensemble des matrices définies positives de taille n).

Notons toutefois que g n’est pas nécessairement différentiable.
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an des réels différents de zéro, on consi-

## Exercice I11.8. Etant donné ay, ...,
deére Pellipsoide plein (ou convexe compact elliptique) de R™ défini comme suit

n N2
5::{u:(ul,...,un)ERn|Z<%> él}.
i=1 "

Soient x ¢ £ fixé et T sa projection sur £. Montrer que

2
_ a; T .
"' pour tout i =1,...,

T; =
a4+

n,

n 2.2
Gty 4

ol @ > 0 est la seule solution de I’équation (en ) Z 3 5
i—1 (ai + )

, Tp,) est solution du probléme de minimisation suivant

Solution : T = (Tq, ...
Minimiser f(u):= | x —u ||?

(P) : * )\
sous la contrainte E — | <1
=1 \%i

_:Z”:<%_)2:

Il est clair ici que la (seule) contrainte inégalité est active en T
i=1

1 (d’accord 7). La condition de minimalité caractérisant T est : il existe un mul-

tiplicateur &z > 0 tel que

E.
Tz—xi—kﬁa—gzo pour tout ¢ =1,...,
i

, M.

2.
Il s’ensuit que @ > 0 (car z # T) et T; = sgf% pour tout i =1,...
Comment trouver ce @ 7 On écrit tout simplement la condition

noo,_
2 () =1
i=1 "
n
La fonction p +—— d(p) := Z 21/1)2 est continue et strictement dé-
-
croissante sur R ; elle décroit de d(0) = > z—g > 1 (car x ¢ &) a
=1 "

0 <: lm d(p ))
p+o0
L’unique @ > 0 vérifiant d () = 1 est le multiplicateur recherché
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** Exercice II1.9. Dans le processus de minimisation d’une fonction f deux fois
différentiable sur R", la « direction de Newton » & partir d’'un point x; ou
Vf(x) # 0 et V2f (z1) est définie positive est obtenue
~ soit en minimisant d — (V£ (zy),d) + 1 (V2f (z}) d,d) sur R"
— soit en minimisant d — (V f (xx),d) sous la contrainte

<V2f (.%'k) d, d> < L

Montrer que les directions obtenues comme solutions de ces deux problémes
de minimisation sont les mémes & une constante positive multiplicative prés.

Solution : Le premier probléme (sans contraintes) est celui de la minimisation
d’une fonction quadratique strictement convexe sur R™ : sa solution est celle
de I’équation

V£ (zg) + V2f (zx)d =0, soit d = — [sz(xk)]_l Vf(zg).

Dans le deuxiéme probléme (avec contrainte) il s’agit de minimiser une
forme linéaire non nulle sur le convexe compact (elliptique) décrit par I'inéga-
lite (V2f (zx) d,d) < 1.

La solution d est donc nécessairement sur la frontiére de l’ensemble-
contrainte (frontiére d’équation (V2f (z))d,d) = 1) et elle est caractérisée
par l'existence de @ > 0 (le multiplicateur) tel que

V£ (zx) +2aV2f (x)d = 0.

2 —1
Comme i # 0 (car Vf (zz) # 0), il s’ensuit d = — [V2f (l‘k)gﬁ Vf (:L‘k)

** Exercice II1.10. Minimisation sur le simplexe-unité de R"

10) Soit Ag := {(1'1,.%'2,.%'3) € R? ‘ Ty +axot+x3 =1, 1 =2 0, z9 > 0,

Dessiner Az et déterminer le cone tangent et le cone normal & Az en
(1/3,1/3,1/3), (0,1/2,1/2) et (0,0,1) respectivement. (On ne demande pas
une démonstration ou un calcul détaillé mais une réponse au vu des définitions
et de la représentation graphique de As.)

2°) Soit A, le simplexe-unité de R™, ¢’est-a-dire

n
Ay =<3z =(z1,...,2,) € R" | ; > 0 pour tout 7 et Zmizl}.
i=1
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Pour T € A,, on note I (Z) 'ensemble (éventuellement vide) des i tels que
z; = 0.
Montrer que

— le cone tangent & A, en T est

Ty, () ={d=(dy,...,d,) € R" | d; >0 pour tout i€ I(T),
n

et Z di = 0} 5
i=1

— le céne normal a A,, en T est

NAn (f) :{(040)"'1050) ‘ ap GR}
+{ (a1,...,a,) € R"| ;=0 pour tout i ¢ I (T),
a; < 0 pour tout i € I (T)}.

3°) Soit f : R™ — R convexe et différentiable. Montrer qu'une condition
nécessaire et suffisante pour que T € A,, minimise f sur A,, est :
0;f (Z) = constante ¢ pour tout i ¢ I (T)
0;f () > ¢ pour tout i € I (T).

Solution :

1°) T, (1/3,1/3,1/3) est le plan d’équation
di+dy+ds=0;

T, (0,1/2,1/2) est le demi-plan d’équation :
di+dy+d3s=0etd >0;

T, (0,0,1) est le cone d’équation :
di+do+d3s=0d; >0etdy>0.

Xy

FIGURE 7.

Ta, (T) est dans chaque cas Rt (A3 — ).

Np, (1/3,1/3,1/3) est la droite dirigée par le vecteur (1,1,1) ;

Np, (0,1/2,1/2) est le demi-plan constitué des vecteurs de la forme
(Oéo + 011,010,0[0), ouag€Retag <O0.

Nj, (0,0,1) est le cone constitué des vecteurs de la forme (ap + o,
ag + az,ap), ot ag ER, a3 <0 et ag <0.
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2°) Il y a différentes maniéres d’arriver aux expressions annoncées de
T, (T) et Np, (T) :

— & partir des définitions : le caractére polyédral du convexe (fermé) A,
facilite grandement les choses

Tp, (@) ={a(z—7Z)|a>0et z €A}
Na, (&) = [Ta, @] ;

— a partir de la représentation de A,, comme conjonction d’un nombre fini
d’inégalités affines (a;, ) < b; ; auquel cas :

Tp, () ={d € R" | (aj,d) <0 pour tout j e J(T)},

Ny, (T) = Z aja; | aj =0 pour tout j e J(Z) p,
jeJ(@)

ou J (Z) désigne {j | (a;,Z) = b;}.

Dans le cas présent, si I'on pose ag = (1,...,1), a; = —(1,0,...,0),...,
an = —(0,...,0,1), A, est représenté comme conjonction de n + 2 inégalités
affines

(ag,zy < 1, (—agp,z) < =1, (a1,z) <0,..., (an,z) <O0.

Les deux premiéres contraintes-inégalités sont toujours actives en T € A,
et certaines parmi les n autres peuvent I'étre (de aucune a presque toutes
(n —1)). En conséquence :

TAn(f):{d:(dh7dn)€Rn|ZdZ<0a _Zdzgo’
i=1 i=1
—d; <0 pour tout ieI(f)} ;

n
NAn(E):RaO—{Za;(o,...,l,O,...,O)\ai>Osifi:0
=1

eta;:OsiEi>O}.
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3°) Une condition nécessaire et suffisante pour que T € A, minimise la
fonction (convexe et différentiable) f sur A, est

Vi@ =(=0f(®),...,=0uf (T)) € N, (T) .

Le résultat escompté découle de 'expression de Ny, (T) trouvée a la ques-
tion précédente.

** Exercice II1.11. Soit S un ensemble non vide de R™; on désigne par S¢ le
complémentaire de S, et par frS' la frontiére de S. Montrer que si T € frS,

T(S,z)UT (Sz)=R", T(frS,z)=T(5,7)NT(5°T).

Solution : — Soit d quelconque dans R"™ et posons zj := T + %d, k € N*. Si
{z1} posséde une sous-suite contenue dans S, il est alors clair que d € T' (5, 7).
Dans le cas contraire, il existe kg tel que x; € S€ pour tout k > kg ; il s’ensuit
que d € T (5°,7).

En résumé, d € T (S,7) UT (S°,T).

— Puisque frS = SN S¢, linclusion T (frS,Z) C T (S,7) N T (S¢,T) est
acquise.

Réciproquement, considérons d € T (S,7) N T (S¢,7)

3{dr} — d, I{tx} C R} convergeant vers 0, telles que

T + tpdp € S pour tout k ;
3 {d;c} — d', 3 {t;c} C R} convergeant vers 0, telles que

T + tyd,, € S° pour tout k.

Puisque T + tpdy, € S et T + t;gd;c € S¢ il existe ay, € ]0,1[ tel que
ap (T + trdy) + (1 — ag) (T + t,.d,,) € frS. Posons

tro

dy +

T = agtr + (1 — ag) ty, O = o o

Alors : {7} C R converge vers 0;

{0k} converge vers d (car chaque J; est une combinaison convexe de dj et
d;c, d'ou || 0 —d || < max(|| dx —d ||, || d;c —d|)); T+ 110 € frS pour tout k.
Donc, d € T(frS, 7).
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Remarque : La premiére formule n’offre pas un grand intérét puisque, de maniére
générale, T(AUB,T) = T (A,7) UT(B,T); la deuxiéme est plus inattendue
puisque seule I'inclusion T'(AN B,7) C T (A,7) N T (B, T) est valide en général.

#* Exercice I11.12. Soit S un fermé non vide de R™ et = € S. On désigne par
T (S,T) le cone tangent a S en 7.

1°) Montrer que p € [T (S, Z)]° si et seulement si :

{V8>O, 3§ > 0 tel que (3.3)

(reSet|z—F) <0) = (pr—7) <ec|e—7]).

2°) Soit f une fonction numeérique telle que, pour tout d € R™, le quotient
différentiel suivant
f(f+td> — @)
t
admette une limite (finie) quant ¢ — 0*et d — d. Cette limite est notée f (%, d)
(et appelée dérivée directionnelle tangentielle de f en T dans la direction d).
Montrer que la condition

f (z,d) > 0 pour tout 0 # d € T (S,7) (3.4)

entraine que Z est un minimum local strict de f sur S.

Que deviendrait (3.4) si S = R"™ et f était différentiable en T 7

3°) Soit f une fonction numérique différentiable en T. Vérifier I’équivalence
des énoncés suivants :

(i) =Vf(@) el[T(Sz)] ;

(17) Ve >0, (Vf(T),d) > —¢c| d| pour tout 0 # d € T (5,7).

On suppose que 7 vérifie I'une des conditions équivalentes ci-dessus. Montrer
que pour tout € > 0, T est un minimum local strict de f+¢ || - —7 || sur S.

Solution : 1°) Soit p vérifiant la propriété (3.3), et soit d € T'(S,T) ; montrons
que (p,d) < 0.

Puisque d € T (S,T), il existe {tx} C R tendant vers 0, {dj} tendant vers
d, tels que zy := T + trdy € S pour tout k. Donc || 2z — T ||< & pour tout k
assez grand (disons k > ko). Par suite :

Ve >0, 3 ko tel que (p,dy) <e | di | pour tout k > k.

Dong, a la limite, (p,d) < 0.
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Réciproquement, soit p € [T (S,T)]° et supposons que (3.3) n’ait pas lieu.
Il existe donc € > 0, une suite {xy} C S convergeant vers T, tels que

(p,x, —T) >E || xx — T | pour tout k. (3.5)
Nécessairement xj, # T pour tout k. Posons dj, := Hz ,H La suite {dj} est
dans la sphére-unité de R" ;

; prenons-en une sous-suite convergente : dy, — d
quand [ — +o00. Par construction, deT(S,T). Il vient de (3.5) :

(p,d) 28>0

ce qui entre en contradiction avec le fait que p € [T (S,T)]°

2°) Supposons qu’il existe {zx} C S, zr # T, zr — T telle que f (zx) <

f (Z) pour tout k. Posons dj, := ﬁ, de sorte que xp =T + ||, — T || di
Quitte & prendre une sous-suite, on peut supposer que dp — d quand k — +00
Evidemment || d || =1 et d € T (S,Z). Posant t3, := || 3 — 7 |
—f(z T+ tpdy) — (T /
b t k — +oo

D’ou contradiction.

Si f était differentiable en Z, f' (Z,d) = (V.f(Z)

,d) pour tout d € R", et
la condition (3.4) deviendrait alors :

(Vf(Z),d) > 0 pour tout d € R" \ {0}
ce qui est impossible a réaliser !

3°) (¢) dit : (Vf(T),d) > 0 pour tout d € T (S,7) .

(1) dit : Ve >0, (Vf(Z),d) > —¢ || d | pour tout 0 # d € T (5,T).
11 est clair que (i) < (i) .

Soit g : x — g(x) := f(z)+¢e || z —T || . Il est facile de vérifier que
g @d)=(Vf@,d) +elld].

D’apres le résultat de la 2° question, appliqué & g, on obtient que ¥ est un
minimum local strict de g sur S.
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En résumé :

— Si f n’est pas différentiable en le point T considéré, on peut espérer avoir
une condition suffisante de minimalité du 1°" ordre pour f (basée sur f' (Z,-)).

— En minimisation sans contraintes, une condition nécessaire de minimalité
du 1°" ordre comme V f (Z) = 0 ne donne une information (du type d’étre un
minimum local) que sur la fonction perturbée f+c| - —= | .

*#* Exercice II1.13. Soit M,, (R) structuré en espace euclidien & I’aide du produit
scalaire

(A,B) —< A, B> = tr (ATB> ,
soit N une norme sur M, (R) pour laquelle on pose :
S§:={M e M, (R): N(M)=1} (sphére-unité),
B:={MeM,[R): N(M)<1} (boule-unité fermée).
On définit
Ni:Ae M, (R) — Ni(A) :=max{< A,M > : M € S}.
N est une norme sur M,, (R) (ce que I'on ne demande pas de démontrer).

On considére la fonction f: M, (R) — R qui & X associe
f(X):= deét X.

1°) Montrer que le maximum de f sur S est également le maximum de f
sur B.

2°) Soit X un point de S o f atteint son maximum. Montrer que X est

inversible et que
— N\T
N, [(X 1) } > n.

3°) a) Quelle est la différentielle de f en X € M, (R) (forme linéaire sur
M,, (R)) ? le gradient de f en X (élément de M,, (R)) ? On demande simplement
de rappeler les résultats.

b) En écrivant la condition nécessaire de maximalité en X, montrer :

T _
< (X 1) , M — X > <0 pour tout M € B.

En déduire que N, [(71>T] =n.
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Solution : L’application M ——< A, M > est une forme linéaire sur M,, (R),
donc continue (pourquoi?). La sphére-unité S étant compacte, il existe bien
M € S telle que

Ne(A) =< A M>=sup{< A M>:MecS}.

Si M €8, il en est de méme de —M, d’ou N, (4) € RT.
Les propriétés suivantes sont immédiates :

VA € M, (R),YA € R, Ny (AA) = |A| N, (4) ;
VAl & Mn (R) ,VAQ € ./\/ln (R), N* (Al +A2) <N* (Al) +N* (AQ) .

Comme < A, M > < N, (AN (M) pour tout (A,M) € M, (R) x
My (R),

(N (4) =0) = (« A, M > < 0 pour tout M € M,, (R)), soit A=0.

N, est bien une norme sur M, (R).

Il est clair que N, (A) est également le maximum de < A,- > sur B. En
fait NV, est ce qu’on appelle la fonction d’appui de B (ou de S) ; ¢’est la norme
duale de AV. Mais attention, A" n'est pas ( < -,- > )/2 1

1°)Si0 # M e M, (R), M/N (M) € S de sorte que

M 1
f <N(M)) = [N(M)]nf(M) < rélggf(s)-

Ainsi, dans tous les cas, f(M) < [N(M)]" maxges f(.59).
En particulier, f(M) < maxges f(S) pour tout M € B, dou
maxyseg f(M) est égal & maxges f(S5).

2°)_f est continue, S est compact, donc f atteint bien son maximum en un
point X de S. B B

Il est clair que f (X ) > 0. Pour s’assurer du caractére inversible de X, il
suffit de montrer que détX = f(X) > 0.

La matrice N?Il_n) eSetf (/\/{h)) = W(}n)]n > 0, donc f(X) > 0.

On a

1\ T T S
N, [(X 1) ]2 < (X 1) M >>:tr<X 1M) pour tout M € 8.

_ _ \T
En particulier, puisque X € S, N, [(X 1) ] > trl, = n.
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3°) a) Rappelons que Df(X) : H € M,(R) — Df(X) - H =
tr((cof X)T H), ot cof X désigne la matrice des cofacteurs de X. D’ou V f(X)
cof X.

b) Une condition nécessairement vérifiée par X maximisant f sur S
(ou sur B) est :

< Vf(X),M — X > <0 pour tout M € B.

En X inversible, X 1 = détX (cof X)T, dott Vf(X) = détX (X1
La condition nécessaire de maximalité évoquée plus haut devient :

T

1\ T __ __
<<(X 1) M — X > <0 pour tout M € B (car dét X > 0)
soit

=1l

_ T N T 1
<<(X ) M>< < (X 1) ,X>>:tr<X 1X):npourtoutM€B.

. —1\ "
Par suite, N, (X ) < n.
##* Exercice III.14. Soit S un fermé non vide de R™ et ¢ S. On désigne par

Pg () 'ensemble des T € S tels que || z — T || = ds(x). Montrer que
x—T € [T(S,T)]° pour tout T € Ps ().

Solution : Les points T de Ps (z) sont les solutions du probléme de minimi-

Min f(z) := % |z — s |?

sation suivant :
{s e=S.

FIGURE 8.
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En une solution Z de ce probléme, on écrit la condition nécessaire d’opti-
malité du 1¢ ordre, a savoir : —V f(Z) € [T(S,7)]°.

Comme Vf(Z) = — (z — ), le résultat annoncé est démontré.

Remarque : Si g est la fonction %dQ, on peut montrer que g admet en tout = ¢ S
une dérivée directionnelle (tangentielle) qui est

d— g (z,d) =min{(z —T,d) | T € Ps (2)}.

On en déduit que g est différentiable en z si et seulement si Pg (x) est réduit
a un seul élément.

* Exercice III.15. Le lemme de H. Everett

Soit le probléme d’optimisation suivant :

( {Minimiser f(z) sous les contraintes

hi(x) =0pouri=1,...,met gj(z) <0 pourj=1,...,p.
On définit le lagrangien usuel
L:(z,\p) € R xR x (RT) —s
m p
LA p) = f@)+ > Nhi (@) + > pig; (x) .
i=1 j=1
Soit (X, ﬁ) un élément quelconque de R™ x (RT)? et soit 7 un point de

R”™ minimisant £ (-,X, ﬁ) sur R"™.
Vérifier que Ty, est solution du probléme d’optimisation (P.) suivant :

P.) Minimiser f(z) sous les contraintes
: hi(x) = €; pour i € I et gj(x) < e&; pour j € J,

ou
I:= {z’:xi #+ 0} et g, .= hy ($Xﬁ> pour ¢ € I,

J = {j DRy > 0} et 5 :=g; (xX,E) pour j € J.
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Solution : Par définition de Tyg,ona:

f<£>\u) —l—Z)\ h; <£L‘)\u) —l-z,ujgj <£L‘)\u)

) + Z ik () + Zﬁjgj () pour tout x € R". (3.6)
el JjeJ

Soit @ vérifiant : hi(x) = hi(zx ;) pour i € I, g; (x) < gj(xx,) pour j € J.
Il est trivial que Ty 4> entre autres, vérifie ces inégalités.

Au vu de I'inégalité (3 6), et sachant que 7i; > 0, on a bien f(zx ) < f(z).
Donc, x5 ; vérifie les contraintes de (P:) et est une solution de (735).

## Exercice I1I.16. Etant donné Q € S, (R) définie positive, ¢ € R", A €
Mn (R) de rang m (m < n) et b € R™, on considére le probléme de mi-
nimisation suivant :

1°) Indiquer rapidement pourquoi (P) a toujours une et une seule solution.

2°) Déterminer explicitement la solution T de (P,) ainsi que le vecteur-
multiplicateur A € R™ associé.

3°) Pour u € R™, on pose

o(u):=inf{f(x) | Az =b+u}.

Quelles sont les propriétés essentielles de la fonction ¢ (convexité, différen-
tiabilité, etc.)?

Solution : 1°) L’application linéaire A : R™ — R™ étant surjective, 'ensemble-

contrainte de (Pp) est un convexe fermé non vide de R™, et ce quel que soit
b € R™ (c’est en fait un sous-espace affine de R™ dont la direction est le
sous-espace vectoriel KerA).

La fonction f est convexe (fortement convexe méme) sur R" et
lim f(z) = +o0.

[J[| =00
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En conséquence, il existe un et un seul Z € R™ minimisant f(z) sous la
contrainte Ax = b.

2°) La solution T de (Pp) est caractérisée par les relations suivantes :

AT =b;

Il existe A € R™ tel que Vf (z) + ATA =0

soit QT +c+ATA=0.
Comme @ est inversible, ceci est équivalent & :

AZ=betT+Q lc+Q1ATA=0
ou encore
AT =bet AQ AT+ AQ e +b=0. (3.7)

Or Dapplication linéaire AQ 1AT : R™ — R™ est symétrique et définie

positive ; en effet,

<AQ71ATy,y> = <Q71 (ATy) ,ATy> >0 pour tout y € R™,

(a0 4T = (@ (473) ) =

si et seulement si ATy = 0, soit y =0 (AT étant injective puisque A est
surjective).
On a ainsi a partir de (3.7) Pexpression explicite de T et A :

T=Q 'ATB(AQ 'c+b) - Qe
X=-B(AQ 'c+b),

oit B:= (AQ~1AT) "

3°) On peut expliciter ¢ (u) complétement. Sans aller faire ce calcul, nous
savons que ¢ : R™ — R est convexe, et nous sommes dans les conditions
assurant que ¢ est différentiable en 0 avec Vi (0) = —\.

* Exercice II1.17. Considérons le probléme de la minimisation de f, supposée
de classe O, sous les contraintes hy(x) = 0,...,hy(x) = 0 et gi1(z) < 0,...,
gp(x) <0, ou les fonctions h; et g; sont aussi supposées de classe c.
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Etant donné z € R” et ¢ = (v, ..., G, B, - - .Bp) € R™ x RP, on pose
m
Vix)+ > a;Vhi(z)+
i=1
Z ﬂ;vgj (35)
j=1
hi(x)
ha(x)
F(z,c) = |. € R" xR™ x RP
him ()
—g1(x) + By
—g2(x) + By
—gp(x) + B,
ol ﬂj :=max (0, 3;) et ﬂ; :=min (0, 5;).
1°) F est-elle continue? différentiable ? Donner des conditions suffisantes
portant sur les données du probléme de minimisation pour que F soit localement
lipschitzienne.
2°) Montrer que T vériﬁe_ les conditions de KKT si, et seulement si, il existe
¢=(ai,...,0m,B1,-..,53,) tel que F(7,¢) = 0.

Solution : 1°) F est continue, mais n’est pas différentiable (& cause des fonc-
tions 3; — BJTF et B — ﬂj_ qui ne sont pas différentiables en 0).

Les fonctions f, h;, g; étant de classe C?, elles sont localement lipschit-
ziennes (comme fonctions de x, donc de (z,c¢)); par ailleurs les fonctions
Bj — 6;? et B — ﬂj_ sont lipschitziennes. Par conséquent, F' sera loca-
lement lipschtzienne sur R™ x R™ x RP des lors que les Vf, Vh;, et Vg; sont
localement lipschitziennes sur R™.

2°) Rappelons que T vérifie les conditions de KKT si h; () = 0 pour tout
i, g; (T) < 0 pour tout j, et s’il existe ()\,ﬁ) € R™ x RP tel que :

m _ P
(1) Vf(@)+ .Zl)‘thi (T) + Zlﬁngj (T)=0
= =
(44) m; = 0 pour tout j=1,...,p
(4ii) m; = 0 lorsque g; (Z) <0, j=1,...,p.
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Si # vérifie les conditions de KKT, on définit ¢ = (@, ..., ®m, By, - .Ep)
comme suit :

@ =\ pourtouti=1,...,m

B =Ty sig; (@ =0, B;=g;(@ sig(® <0,

Alors F (z,¢) = 0.
Réciproquement, soit (Z,¢), avec ¢ = (@, 3), tel que F (Z,¢) = 0. On a tout
d’abord :
h; () = 0 pour tout i = 1,...,m

9; () :BJ_ < 0 pour tout j =1,...,p.
Ensuite, posons
Xi=a;pourtouti=1,...,m

ﬁjzﬁj pour tout 5 =1,...,p.

Alors (X, 7t) vérifie les conditions dans (i), (i), (i) énoncées plus haut.

Commentaire : On rameéne ainsi la recherche des points vérifiant les conditions de
KKT & la résolution d’un systéme d’équations non linéaires, mais les fonctions non
linéaires intervenant dans les équations ne sont pas deux fois différentiables, ce
qui oblige & repenser des méthodes usuelles de résolution comme celle de Newton.

*#* Exercice II1.18. Soit R” muni de son produit scalaire usuel (-,-) et de la
norme euclidienne || - || associée. Etant donné a € R™, on considére

fa:Q={zeR": |z <1} =R
2 fola) = ~In (1= || @ |?) + (a, )

1°) Montrer que f, est strictement convexe sur (2.

2°) On considére le probléme de minimisation suivant :

Minimiser f, (x)
(Pa) L n . 1
2€C,={zeR": |z| <5et (a,z)<0}.

a) Résoudre (P,) pour a = 0.

b) On suppose a # 0 et on désigne par T la solution de (P,).
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Montrer que (a,Z) < 0 nécessairement et donc que le multiplicateur i,
associé a cette contrainte est nul.

1
En distinguant selon que la contrainte || z || < 3 est active ou pas en T,

déterminer T et le multiplicateur fi; associé & cette contrainte (on sera amené a
discuter sur les valeurs prises par || a ||).

Solution : 1°) Il y a au moins deux fagons de montrer que f, est strictement
convexe sur 'ouvert convexe (2.

(i) La fonction o — ¢ (x) := 1— || 2 || est strictement concave sur Q; la

fonction y — 1(y) := — Iny est strictement décroissante et convexe sur R; .
Par suite, la fonction 9o : 2 +—— —In(1— || z ||?) est strictement convexe sur
Q; en effet :

Va €]0,1[, Vz,z € Q, z # z,
o (0z+(1-0)2) > ap(@) + (1 ~a)e (2) ;
d’ou
Woy) (az+(1-a)a)) < [ap(@)+ (1 -a)p (a)]
<a@op)@)+(1-a)Wow)(a).

(7i) La fonction f, est deux fois différentiable sur Q avec :

4 2
Ve e, Vifi(e)= ———zea’ + —— I
(1= | = %) 1— |z |2
Ainsi :
vd € R", (V%f, (z)d,d) = W (z,d)? +

(V2fa(x)d,d)y > 0sid # 0.

= 14112 >

V2f.(x) est définie positive pour tout z € Q : f, est donc strictement
convexe sur 2. S’il y a une solution dans (P,) elle est unique.

2°) a) Il s’agit de minimiser fo(x) := —In(1 — || z ||?) sur le convexe
compact Co := {z € R" | ||z || < 5} C Q. On peut considérer que Cj est re-
présenté sous forme d’une inégalité : g1(z) == || 2 [|*> —1 < 0. Comme il existe

xo tel que g1(zp) < 0 (prendre xg = 0 par exemple), la solution T de (Py) est
caractérisée par l'existence de fr; > 0 tel que :

Vo (@) + 1V (T) =0,
ay = 0sigi1(7) <O0.
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La solution T peut-elle étre sur la frontiére de Cy ? Dans ce cas on aurait :

_ 1 L _ 4 _\_ _
|z | 25 Vo (@) +m, Vg (T) = <§+,u1>x:0avec = 0.

Ceci est impossible.

Donc 7 est a l'intérieur de Cp, et vérifie V fo (Z) = 0. Il en résulte que
T =0.

Evidemment, dans ce cas particulier, on aurait pu déduire directement que
fo(x) = fo(0) pour tout x € Cy.

b) La fonction f, est continue, strictement convexe sur le convexe com-
pact C, C € le probléme (P,) a une et une seule solution T qu'il s’agit
de déterminer. On voit facilement qu’il existe xy tel que g1 (zg) < 0 et
g2 (xo) = (a,z9) < 0 (hypothése de Slater). En conséquence, T € C, est
solution de (P,) si et seulement si: 3 ; > 0, fiy > 0 tels que

Vfa(T) + 1 V1 () + Vg2 (T) = 0,
{ﬁlgl (T) =292 (T) =0 ;
ce qui donne :
2z o
[P + a+ 20T + fisa = 0, (3.8)

m (171 1) =7 (@2 =0 (3.9)

Supposons ¢2 () = (a,7) = 0. En faisant le produit scalaire avec a
dans (3.8), on obtient (1 +7iy) || a || = 0, ce qui oblige & avoir a = 0.

Donc g2 (Z) < 0 et 71, = 0. Les conditions (3.8) et (3.9) simplifiées de-
viennent :

2T
——— a2z =0, (3.10)
-z |]?
1

m=0si ||Z| < 3’ (3.11)

Dans tous les cas, T et a sont colinéaires : T = ra avec r < 0.
1 2T

17¢ possibilité pour T: || T | < 3 et ﬁ +a=0.

Ceci ne peut se produire que si || a || < 3 auquel cas
a
EZ—W (\/1+ ||CL||2—1>
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1
2¢ possibilité pour T: || T | = > et (3.10) pour un certain fi; > 0.
Aprés quelques calculs, on constate que ceci n’a lieu que pour
4
|al| = 3 auquel cas :

a

m=llal etz
= ||@ || == @B = —=—=
i 3 2 a|

En résumé :
4
-Si0< ||a| < = la solution de (P,) est T = —ﬁ <\/1+ | al?— 1), a
a
Iintérieur de Cj ;

4
—Sila]| = = la solution de (P,) est T = —ﬁ, sur la frontiére de C,,.

* Exercice I11.19. On considére dans R? le probléme de minimisation suivant :

{Min f&,&) =6 +¢
g(&,8) =& +&—-9<0.

1°) Déterminer les points vérifiant les conditions nécessaires de minimalité
du 1* ordre.

2°) En déduire les solutions de (P).

Solution : La fonction f n’étant pas convexe, (P) n’est pas un probléme de
minimisation convexe.

1°) La fonction g définissant la seule contrainte de type inégalité est
convexe; de plus, il existe zg tel que g(zp) < 0. En conséquence, une so-
lution T = (£;,&,) de (P) — et il y en a — vérifie les conditions nécessaires de
minimalité du 1° ordre, & savoir :

7> 0tel que Vf(T)+aVy(Z) =0et ig () =0,
soit L B B P
36} + 278, = 0, 1+ W& =0, T=0si & +E —9<0.
Il en ressort deux possibilités :
(51122) = (07 0) avec E = 01

(£1,&5) = (—3,0) avec = g
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2°) Comme f(0,0) = 0 et f(—3,0) = —27, la seule solution de (P) est
T = (—3,0), et la valeur optimale correspondante est f = —27.

00
02|’
f; pas plus qu’il n’est un point-selle de f d’ailleurs.

On notera que V2f(0,0) = [ mais T n’est pas un minimum local de

* Exercice I11.20. Soit C l'ensemble de R? défini par
C:={({,&) & +&<1, & 20, & >0,

2 2
et f:R2 — R définie par f (&1,&) = —&1 — 26 — 26160 + & + 3
1°) La fonction f est-elle convexe ? concave ?

2°) On considére le probléme de la minimisation de f sur C.

() Montrer que tout minimum (méme local) se trouve sur la frontiére fr C'
de C.

(i7) En explicitant T'(C,Z) (ou [T (C,T)]° = N (C,T)) en tout point T de
fr C', montrer qu’il n’existe qu'un point de C' vérifiant la condition nécessaire
de minimalité du 1°" ordre. En déduire I'unique solution du probléme de la
minimisation de f sur C.

3°) Reésoudre a présent le probléme de la maximisation de f sur C.

Solution : 1°) On a affaire & une fonction f quadratique qui n’est ni convexe
ni concave.

En effet, V2f (fl,fg) = |:

définie négative.

1 —
—2

1 n’est ni semi-définie positive ni semi-

2°) (i) Un minimum local (ou maximum local) Z de f qui se trouverait
a Vintérieur de C' devrait vérifier V£ (Z) = 0. Or le seul point T = (£, &)
vérifiant Vf (T) = <:;t§%;ﬁ§j> = 0 est (—g,—%) qui est a l'extérieur
de C.

Mais f étant continue et C' compact, le probléme de la minimisation de f
sur C' (comme celui de la maximisation de f sur C) admet des solutions. Ces
solutions se trouvent donc nécessairement sur la frontiere de C.
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(7) Examinons successivement tous les cas de figure : T est sur 'une des
arétes (1), (2), (3), puis T est I'un des sommets (1 —2), (2 —3), (1 —3).

&2
(1-2)
(1)
(2)
C
(2-3) (3) (1-3) &

(1) : T(C,7)={(d1,d2) | d1 +d2 < O}, [T'(C,7)]"=N (C,7) =R" G) .

(2): T(C,7) = {(dr,d2) | &1 > 0}, N (C,T) =R"

| |
o O =
~ ~—

3): T (C,7) = {(d1,ds) | do = 0}, N (C,T) = R+ <

(1—2) (C $)—{(d1,d2)|d1+d2\oet dy > }

N(CaE)Z{H1<)+M2< é)\ﬂl 20

(1-3):T(C.,7) ={(d1,dz) | d1 +d2 <0 et dy >0},

=
vica={u (] (8 20 e}

(2— ) (C l‘)—{(dl,dg) |d1 0 et d2 }

1 0
N(C,E)Z{u1< 0> + p2 (_1) | w1 >0, u2>0}-

La condition nécessaire du 1¢' ordre que doit satisfaire un minimum (méme
local) de f sur C' est : =V f () € N(C,T). Or un seul point vérifie cette condi-

1 2
tion : il se trouve sur l'aréte (1) de C et c’est T = <—, —) :

33
Par conséquent, * = (%, %) est le seul point de C' minimisant f sur C. La
valeur minimale de f sur C est f (T) = — %
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3°) Un maximum local T de f sur C' doit nécessairement vérifier : V f(T) €
N(C, 7). Deux points sont candidats : 71 = (1,0) et Ty = (0, 0).

Comme f(T1) = —2 < 0 = f(Z2), on en déduit que To = (0,0) est le
maximum global de f sur C.

#*% Exercice II1.21. Soit P un polyédre convexe fermé de R™, n > 2, symétrique
par rapport & l'origine, décrit comme suit :

P:={xeR"|—-1< (a;,z) <1pourtouti=1,...,m},

ou les a; sont des vecteurs de R™.

On suppose que P est borné et d’intérieur non vide.

Soit € un ellipsoide plein (ou convexe compact elliptique) de R™, centré en
I’origine, décrit comme suit :

E={zeR"| (A z,z) <1}, (3.12)

ou A € S, (R) est définie positive.

1°) Montrer que &£ décrit en (3.12) est aussi {Bu | || u || < 1}, avec B :=
AY2?_ En déduire que le volume de & est proportionnel a v/dét A.

2°) On considére le probléme qui consiste a chercher 1’ (ou les) ellipsoide(s)
& contenu(s) dans P de volume maximal.

a) Montrer que l'inclusion £ C P est traduite par les contraintes de type
inégalité

(Aa;,a;) < 1 pour tout i =1,...,m.
b) Vérifier que le probléme de la recherche d’un ellipsoide £ contenu dans P

de volume maximal revient au probléme de minimisation convexe différentiable
suivant (posé dans S, (R)) :

Minimiser In(dét A=)

(P)S A e P, (R)

(Aaj,a;) < 1pourtouti=1,...,m

o
ou P, (R) désigne le cone convexe ouvert de S, (R) constitué des matrices
définies positives.

¢) Montrer que (P) a une et une seule solution.
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d) Montrer que la solution A de (P) est caractérisée par les conditions sui-
vantes :

Aec P, R);
<Zai,ai> <1pourtouti=1,...,m;
©) Il existe des réels positifs 71y, ..., %, tels que :
-1 &
(A) = aﬂiaiaj
1=

T4 (<Zai,ai> — 1) =0 pourtouti=1,...,m.

e) A, Ty, ..., M, vérifiant les conditions de (C). Montrer que

f) Soit € T'ellipsoide contenu dans P de volume maximal.
Démontrer ’encadrement suivant :

ECPcCVné.

Solution : 1°) Si B := AY2, (A7 z,z) = || A=Y/2z |2, de sorte que l'inégalité
(A7, z) < 1 équivaut a || A~12g || < 1. Grace au changement de variable
w = A"1/2z, on voit que

(14722 ) <1) & (2= Bu, || u] <1).

& est ainsi I'image par B de la boule-unité fermée de R™.
Le volume de & est donc

dét Br™2/T (g n 1) :
7™/2 /T (2 4+1) étant le volume de la boule-unité fermée de R™. Comme
dét B = v/dét A, le volume de £ est bien proportionnel & v/dét A.
2°) a) £ C P signifie
| {(a;, Bu) | < 1 pour tout u tel que || u || <1,

ce qui équivaut a
sup | (Baj,u) | = || Ba; || < 1.
flull<1

Mais || Ba; ||?> < 1 revient & (Ba;, Ba;) = (Aa;,a;) < 1.
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b) Maximiser le volume de £ équivaut & maximiser v/dét A, ou encore a
maximiser In (dét A) .

Les contraintes du probléme sont : A € P, (R) et
9i (A) :== (Aa;,a;) —1 <0 pour tout i =1,...,m.

En observant que (Aa;, a;) = < A, aial—-r >, ou K -, - > désigne le produit
scalaire usuel dans S, (R) (rappel : < U,V > = tr(UV)), il est clair que les
g; sont des fonctions affines (de A), avec

Vgi(A) = a;a; en tout A€ S, (R).

La fonction f : A € P, (R) — f(A) := —In(dét A) = In(dét A~1) est

convexe (strictement méme) et différentiable sur P, (R) (c¢f. Exercice 1.13 et
Exercice 1.4), avec

Vf(A)=—-A"1entout A e 7§n (R).

Le probléme de la recherche d’un ellipsoide £ contenu dans P de volume
maximal revient donc a

Minimiser f(A)
(P) {AeP, (R
gi(A) < 0 pour tout i = 1,...,m.

C’est un probléme de minimisation convexe différentiable avec contraintes
du type inégalités affines.

¢) Soit & un ellipsoide contenant P (un tel ellipsoide existe puisque P est
borné) ; il est clair que les ellipsoides-candidats £ & étre solutions de (P) ont
un volume majoré par celui de £. De plus,

In(dét A™!) = —In(dét A) — +oo lorsque A € 7;n (R) — Ap e fr (7;71 (R)) :

(la fonction A — —In(dét A) joue le role de « fonction-barriére » ou de

« pénalisation intérieure » pour la contrainte « A € POn (R) »).

En conséquence (revoir ’Exercice I1.1 si nécessaire), le probléme (P) a une
solution au moins.

La stricte convexité de la fonction-objectif fait que cette solution est unique.
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d) En raison de ce qui a été dit en b), la solution A de (P) est caractérisée
par les conditions de KKT :

A vérifie les contraintes du probléme (P);
Il existe des réels positifs (fy,...,%,,) (les multiplicateurs

de Lagrange — KKT) tels que :
m
— —1 _
-4 + Z,uiaiaj =0,
i=1

T (<Zai,ai> = 1) =0 pour tout ¢ =1,...,m.

e) En pré-multipliant et en post-multipliant par (Z) 1/2 la relation (Z)_l =

m
3 maza] il vient
i=1

il (Z)l/Q ’

3
I
INgE
=
—~
|
~

—

~

[\
=

et, en prenant la trace,
m
n = Zﬁi <Aai, a,->
i=1
m
= Zﬁi d’apres la derniére relation de (C).
i=1

f) £ C P évidemment ; démontrons l'inclusion P C y/n &.
Soit z € P, c’est-a-dire vérifiant |(x,a;)| < 1 pour tout ¢ = 1,...,m; il
nous faut démontrer que

(@ F ) <t e (@) <

_ m
Or (A) L 3 maa de sorte que
i=1
m puisque <ai,x>2 <1
=7\ =1 _ 2 m
A a:,$> = a;, )" <n
<( ) ;HZ( @) S pour tout i = 1,...,m et Zﬁi:n
i=1
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Commentaire :

— La relation (Z) = Z f;a;a; , alliée & Z fi; = n, indique que (A ) /n est
=1
une combinaison convexe de matrlceb symétriques semi-définies positives de rang

1 construites & partir des vecteurs a; normaux aux facettes de P. Elle traduit une
« tangence simultanée » de 'ellipsoide optimal £ & certaines facettes de P, ce que
I'intuition de la géométrie du probléme laissait supposer.

— La constante y/n obtenue dans l'encadrement de f est indépendante de P,
notamment du nombre m de doubles inégalités le décrivant. Un exemple simple
dans R?, en considérant un carré P et donc une boule fermée pour £, montre que
cette constante ne peut étre améliorée.

— Le centre des ellipsoides-candidats £ avait été fixé a 'origine, mais on peut
aisément imaginer que s’il avait été libre (c’est-a-dire un parameétre additionnel
dans le probléme), la symétrie de P aurait de toute facon conduit & un £ optimal
centré a l'origine.

#*% Exercice II1.22. Soit P un polyédre convexe fermé de R™ décrit de la maniére
suivante
P:={xeR" | (a;,x) <b; pourtouti=1,...,m}

ou les a; sont des vecteurs de R™ et les b; des réels.
On suppose que P est borné et d’intérieur non vide.
Soit £ un ellipsoide plein de R™ décrit de la maniére suivante

E=c+{Bu||ul <1}, (3.13)

ot c € R" et B € S, (R) est définie positive. £ est ainsi centré en c et de volume
proportionnel a dét B.

On considére le probléme qui consiste a chercher 1" (ou les) ellipsoide(s) &
contenu(s) dans P de volume maximal.

1°) Décrire l'inclusion € C P sous la forme d’une conjonction d’inégalités
gi (¢, B) <0 pourtout i =1,...,m

ou les g; sont des fonctions convexes de (¢, B) € R" x S, (R).

2°) Formaliser le probléme de la recherche d’un ellipsoide £ contenu dans P

de volume maximal comme un probléme de minimisation convexe.
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Solution : 1°) L’inclusion £ C {z € R" | (a;,z) < b;} se traduit par
(aj, ¢+ Bu) < b; pour tout u vérifiant || u || <1 ;
ce qui équivaut a

(aj,c) + sup (a;, Bu) < b;
[lull<1

soit encore, puisque BT = B et que SUP||y<1 (vyuy = v |
<ai,c> + || BCLZ‘ || < bZ

Soit g; : R" x &, (R) — R la fonction qui & (¢, B) € R" x S, (R) as-
socie g; (¢, B) := (aj,c)+ || Ba; || — b;. Il est immédiat que g; est convexe
(d’accord 7). Donc l'inclusion € C P équivaut au jeu d’inégalités convexes

gi (¢, B) <0 pour tout ¢ =1,...,m.

2°) Soit P, (R) l'ouvert convexe de S, (R) constitué des B € S, (R) qui
sont définies positives. La fonction

o

f:Be€P,(R)— f(B):=—In(dét B)

est convexe (strictement convexe méme) sur 7§n (R) (¢f. Exercice 1.13 par
exemple).

Le volume de ellipsoide décrit comme en (3.13) est dét B, a une constante
multiplicative prés (fixe, indépendante de B ; c’est le volume de la boule-unité
fermée de R™). Maximiser dét B équivaut a maximiser In(dét B), ou encore a
minimiser — In(dét B).

Le probléme de la recherche d'un ellipsoide &£ (décrit comme en (3.13))
contenu dans P de volume maximal se formalise donc en le probléme de mini-
misation convexe suivant (posé dans R" x S, (R)) :

Minimiser f(B) = — In(dét B)

B e P, (R),
gi (¢, B) < 0 pour tout i =1,...,m.
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Commentaire : — Prolongement de I'exercice : on peut montrer, dans I'esprit de
I’exercice précédent, qu’il y a un et un seul ellipsoide contenu dans P de volume

maximal.

— Autre prolongement : Montrer qu’il existe un et un seul ellipsoide £ contenant

P de volume minimal.

*#% Exercice I11.23. Soit B € S,(R), s et y dans R™, s # 0. On considére le
probléme de minimisation suivant :

1
(P) Minimiser 3 | X — B||? parmi les X € S, (R) vérifiant Xs = v,
ou || - || désigne la norme euclidienne associée au produit scalaire usuel < -, - >
sur Sy (R) (rappel : < U,V > = tr(UV)).
1°) Soit [ : Sp(R) — R™ définie par I(X) := Xs.
a) Vérifier que [ est linéaire surjective.

b) Déterminer I'application linéaire adjointe [* de [ (rappel : [ : R™ — S,,(R)
est définie par (I (X),u) = < X, I"(u) > pour tout X € S,(R) et u € R").

2°) a) Indiquer pourquoi le probléme (P) a une et une seule solution.
b) Montrer que X € S,,(R) est solution de (P) si et seulement si :

Xs=uy;
(L) o el 1 o
37T €R” tel que X — B = %
— — Bs)s' — Bs)T - B
c) Vérifier que X := B + y S)SH +||s2(y 2) - y || Hi’ 8>33T est la
S S

solution de (P).

3°) On suppose ici qu’il existe W € ﬁn(R) telle que Wy = W~1ls, et on
considére le probléme de minimisation suivant :
(Q) Minimiser § || W(X — B)W ||> parmi les X € S,(R) vérifiant Xs = y.
a) Montrer que la solution X* de (Q) est donnée par
x gL W=Bsl +yly-Bs)' (y—Bss) 7
{y,s) ((y,5))”

b) On suppose de plus que B est inversible. Montrer que X™* est inversible et

SST B—lnyB—l
(y,s) (B~ly,y)

En déduire que X* est définie positive lorsque B est définie positive.

(X' =B"+
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Indication. Pour répondre a la question 3°) b), on pourra utiliser sur (X*)~! le
résultat de la 5° question de I’Fxercice 1.8.

Solution : 1°) a) I est linéaire, c’est clair. Désignons par E;; la matrice carrée
de taille n dont tous les éléments sont nuls sauf le terme (7, 7) qui vaut 1. La
famille {Ey; [ i =1,...,n} U{E;j + Ej; | i # j} constitue une base de S,,(R);
et :

[(Ej;) = vecteur de R™ dont toutes les composantes sont nulles sauf la ¢
qui vaut s; ;

[(E;j + Ej;) = vecteur de R™ dont toutes les composantes sont nulles sauf
la 7° qui vaut s; et la j° qui vaut s;.

Puisque s = (s1,...,8,) # 0, 'image par [ de la base ci-dessus est une
famille génératrice de R™ : [ est donc surjective.

On peut étre plus explicite en proposant une matrice symétrique X telle
que Xs =y :

yy'
- Si(y,s) #0, X := . 5) répond a la question ;
Y, s
T T
—Si(y,s) =0, X := % fait ’affaire.
5

b) I*(u) est la seule matrice symétrique vérifiant
(Xs,u) = < X, "(u) > = tr(I"(u)X) pour tout X € S,(R) et u € R™,

Puisque (Xs,u) = (Xs)Tu et que s" X Tu = tr(us' X) = tr(su’ X), on a :
I*(u) = M (d’accord 7).

2°) a) Puisque [ est linéaire (continue) surjective, {X € S, (R) | I((X) =y}
est un sous-espace affine (fermé) de S,(R). Le probléme (P) est donc celui
de trouver la projection orthogonale (dans le contexte de l’espace euclidien
(Sp(R), < -,- >) de B sur ce sous-espace affine : (P) a une et une seule
solution.

b) En tout point X de 'ensemble-contrainte de (P), le sous-espace (vecto-
riel) normal est le méme, c’est (Ker 1)+ = Im [*. Ainsi, X est solution de (P)
si et seulement si :

X €S, (R), Xs=yet X —Belml*

Connaissant [*, nous avons donc la caractérisation (£) annoncée (il s’agit,
bien siir, des conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité de Lagrange).
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c) I* étant injective (puisque [ est surjective), il n’y a qu'un @ € R™ répon-
dant a la question. On vérifie que

H::234—Bs (y — Bs, s)

I's {2 I's I

fait I’affaire. La matrice X qui s’ensuit vérifie bien Xs = y (c’est facile &
vérifier) ; c’est donc la solution de (P).

3°) a) Le probléme (Q) consiste a minimiser £ || WXW — WBW || parmi
les X € S,(R) vérifiant (WXW)(W~1ts) = Wy.

En posant B’ := WBW, s := W~ls, y/ := Wy, et en faisant le change-
ment de variable X’ := W XW, le probléme (Q) est équivalent a :

1
(Q) Minimiser 3 | X' — B’ ||* parmi les X’ € S,,(R) vérifiant X's' = ¢/.

D’apreés le résultat de la question précédente, la solution de (Q’) est fournie
par

W(y— Bs)s W=t + W-ls(y — Bs)'W
| W=ts |2
<W(y — Bs), W_ls>
- | W=ts ||

X = WBW +

W lssTW1;

par suite, la solution du probléme (Q) est X* = Wﬁl(yl)Wfl, soit

(y — Bs)s"TW24+W2s(y — Bs)"

X*=B
" TW—1s 2
<W(y_BS)’W_15> =2 Tr=2
= W s | W™"ss W™=,

Mais puisque Wy = W~1ls et que W est symétrique, on a :

W2s =y, | Wls |2 = (Wls, Whs) = (Wy, W's) = (y,5),
(W(y — Bs), W™ 's) = (y — Bs,s).

D’ott I'expression annoncée de X*.

T Bfl TBfl
b) Partons de Y* := B~ + S %31/ et posons A := B,
(Y, s) 1(B YY)

U =8, v::B_ly, a=——etfB:=—
(y,s)

; nous avons donc & inverser

(B7ly,y)
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(A+ auu' + Bvv’). Dans le but d’appliquer le résultat de la 5¢ question de
I’Exercice 1.8, nous évaluons les expressions suivantes :

(Bs, s) <rappelons que )

l+a(A uu) =1+
a7 ) =1+ 05 |y ey = | s 2 > 0

1+ <A_1v,v> =0

d:= (1+a (A uu)) (1+B(47v,0) - af ((A7'u,0))" = @Ty)m

Par suite

(Y*)il =A"1 - % {ﬂ(l + « <A71u,u>) A lppT AL
— af <A*1u, v> (A*lvuTA*1 + AiluvTAA)}

B ys' B+ Bsy' n (Bs+vy,s) T
{y,s) ((s,9))?

ce qui n’est autre que X*.

Démontrons la définie positivité de X* en montrant la définie positivité
de Y* = (X*)~L. Pour cela, soit x non nul dans R" et considérons (Y*z,z) .
On a:

I

s,@)?  ((Blyz)?

o — (B1p g 4
(o) = () A S = = S

En posant & := B2z et ¢ :== B~'/2y, la formulation ci-dessus devient

_IEPIC® (€. 0)* | (s,2)*
<112 (s,y)

(Y*z,x)

Il est clair & présent (grace a I'inégalité de Schwarz (€,() < [[ £ -1 ¢ )
que (Y*z,x) > 0. Sachant que Y™ est inversible, cela suffit & démontrer le
caractére de définie positivité de Y*. Faisons-en néanmoins une démonstration
directe.

Si le 1¢ terme dans l'expression de (Y*z,z) s’annule, c’est qu'il existe
a # 0 tel que & = af (cas d’égalité dans l'inégalité de Schwarz), soit encore
x = ay. Mais alors (s, z) = a (s,y) et le 2° terme dans 'expression de (Y*z, x)
est a2 (s,y) > 0. Donc (Y*z,x) > 0.

104



I11.4. CONDITIONS DE MINIMALITE DU SECOND ORDRE

Commentaire : — La matrice X obtenue comme solution de (P) n’est pas néces-
sairement définie positive, pour cela il faudrait qu’au moins (y,s) (= <7$,s>)
soit > 0. C’est le cas dans la 3° question ou (y,s) = (W~2s,s) > 0.

— Cet exercice trouve ses racines dans la nécessité d’expliquer « de maniére
variationnelle » les formules de mise a jour dans les méthodes de minimisation
sans contraintes dites de quasi-Newton. Ainsi, dans la 2° question, parmi les
X € S, (R) vérifiant Xs = y (appelée équation de la sécante ou de quasi-Newton),
on cherche celle qui est la plus proche de A (au sens de la distance dérivée de
< +,- >). La formule de mise & jour qui en résulte est PSB (pour Powell-
symétrique-Broyden).

— Le résultat de la 3° question a un pendant que voici.

o
Soit W € P,(R) telle que Ws = W1y, et considérons le probléme de mini-
misation suivant :

1
(R) Minimiser 5 | W(X — B)W ||? parmi les X € S,(R) vérifiant Xy = s.
Alors la solution X, de (R) est donnée par

— By)s" — Biy)" - B
v py BBy +s-ByT (s-Byy) o

(5,9) ((s.))?

Si B est définie positive, il en est de méme de X, et

T Bfl TBfl
(X*)—l :B_1+ vy o S8 .
(y.5)  (B7ls,s)
Les expressions de X* et X, sont a la base des formules de mise & jour de la mé-

thode DFP (pour Davidon-Fletcher-Powell) et BFGS (pour Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno).

##% Exercice I11.24. Ftant donné u = (uy,...,u,) € R™, on cherche un élément
x = (x1,...,2,) € R" vérifiant 1 < 29 < ... < x, le plus proche possible de u
(au sens de la norme euclidienne usuelle de R™).

1°) Formaliser cette question comme un probléme de minimisation convexe,
ou comme un probléme de projection sur un céne convexe fermé.

2°) Décrire les conditions caractérisant I'unique élément T = (Zy,...,T,)
répondant a la question.

3°) On traite ici un exemple dans R* : étant donné u = (2,1,5,4), trouver
l'unique T = (71, To, T3, T4) vérifiant T < ... < T4 a distance minimale de w.
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Solution : 1°) Soit K := {x = (z1,...,2,) ER" |21 <z < ... < zp}. Ilest

clair que K est un cone convexe fermé de R", polyédral méme, qui peut étre
décrit par n — 1 inégalités g;(z) < 0, avec

gi () :==x; —x;41 pour tout i =1,...,n— 1.

Le probléme posé peut étre formalisé comme suit :

~ Minimiser || u — || (ou % || u— z ||) sous les contraintes g;(z) < 0, i =
1,....n—1;

ou bien comme ceci :

— Trouver la projection T de u sur K.

2°) Les fonctions g; définissant les contraintes du type inégalité sont li-

néaires, avec méme les Vg; (T) = e;—e;11, i = 1,...,n—1 ({e;} base canonique
de R™) linéairement indépendants. Donc, T = (71, .. ., T,) est solution du pro-
bléme posé si, et seulement si, T € K et il existe (ﬁl, e ,ﬁn,l) € (Rﬂn_l

(unique d’ailleurs) tel que

n—1
Tt 3 (e =€) = 0.
i=1
i (Tix1 —T;) = 0 pour tout 4 =1,...,n — 1.
Détaillons ces conditions; cela devient : T3 < Tg < ... < Ty, et il existe

Hys- -y My tels que :

Tr—ur+p =0
EQ—U2+E2_E1:O

Ty —ui + 1 = fli—p =0

(3.14)
Tp—1 — Up—1 + ﬁn—l - En—Q — (0
Ty — Up — My =0;

ﬁ1>oa'--7ﬁn71>oet

; (Ty —Tiy1) =0pouri=1,...,n— 1.
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Transformons ces conditions en observant :

u =71 (=0) 20, (u1+uz) = (T1+72) (=H) 20, ...
(up+...+Up_1) — (@1 + ... +Tun_1) (=f,—1) 20,

(i +...4+un)— (@1 +...+%Z) =0
Zu] Zl‘] T; —Tiy1) =0pour tout i =1,...,n—1
7=1

(4, — Tn) (Tt — Tp) = O.

Réciproquement, (Z1,...,T,) vérifiant les conditions ci-dessus vérifie les

7 (2
conditions (3.14) ot on a posé fi; = > u; — »_ T; pour tout i = 1,...,n — 1.
= j:l
En définitive nous avons la caractérisation suivante, exempte de toute ré-
férence & des multiplicateurs f; :

T = (T1,...,Ty) est solution du probléme posé si, et seulement si,

ij Zu] pour tout e =1,...,n—1

Jj=1 Jj=1

n n
E .CL‘j = E Uj
7=1 7=1

i
Zuj ij —Ti41) =0pourtout i =1,...,n—1

(U, — Tny) (xn,l —T,) =0.
3°) Dans l'exemple proposé, on cherche 77 < Ty < T3 < T4 tels que

<2, 714+722<3, T1+To+73<8, T +T9 +7x3+7x4 =12,
(2—51) (fl—fg)zo, (3—51—52) (52—53)20,

(8=Z1—T2—T3) (T3 —T4) =0, (4—74) (T3 —7T4) =0.
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Apres quelques calculs algébriques (on commence par supposer T; = 2 et
montrer que cela conduit & une contradiction ; donc T; < 2 et par conséquent
T1 = To, etc.), on arrive & : T1 = Ty = %, Ty = T4 = %.

Evidemment le point Z est plus proche de u que le point @ de K obtenu par
simple réarrangement par ordre croissant des coordonnées de u. Dans ’exemple

traité, la distance de u & T est 1 tandis que celle de v & w est 2.

* Exercice I11.25. Dans R? on considére le probléme de minimisation suivant :

Min f(z):= (& — 1)* + &
(Pa) {h(az) = =&+ &l = 0.

1°) Observer que T = (0,0) vérifie les conditions nécessaires d’optimalité du
1°" ordre de Lagrange.

2°) A l’aide des conditions nécessaires de minimalité du 2¢ ordre, décider en
fonction de a quand T est un minimum local et quand il ne I’est pas.

Solution : 1°) La fonction h de la contrainte du type égalité est contintiment

différentiable et Vh(z) = (2;2 ) # (0,0). Si T = (0,0) est un minimum
2

local (ou un maximum local) de f sous la contrainte h(ai) =0, il existe A € R

tel que Vf (T) + AVA(T) = 0. C’est bien le cas ici avec A = —2.

2°) Le sous-espace tangent a l'ensemble-contrainte en T = (0,0) est
H:= {0} xR.
De plus
{((V2f@) + AV?h(T)) d,d) = 2(1 — 2a)d3
pour tout d = (0,dz) € H.

Par suite :

—sia > %, Z = (0,0) ne peut étre un minimum local de f sous la contrainte
h(z) =0

—sia< %, Z = (0,0) est un minimum local strict de f sous la contrainte
h(z) =0

-sia = %, on ne peut décider a l’aide des seules conditions du 1°" et
2¢ ordre.
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*Exercice I11.26. On considére le probléme de la minimisation de
f (61,52,53) = =& — &y — &3 — £1&3 sous la contrainte & + & 4+ €3 — 3 = 0.
1°) Ce probléme est-il convexe ?

2°) Déterminer tous les points vérifiant les conditions nécessaires de mini-
malité du 1°" ordre.

Parmi ces points quels sont ceux qui vérifient les conditions nécessaires de
minimalité du 2¢ ordre ? ceux qui vérifient les conditions suffisantes de minima-
lité du 2° ordre?

Solution : 1°) La fonction-objectif f est quadratique, avec

0 0-1
€r = (51552753) — VQf(‘T) = 0 O -1
—1-1 0

Mais V2f(x) n’étant pas semi-définie positive, f n’est pas convexe. Le

probléme posé n’est donc pas un probléme de minimisation convexe.

2°) Un point T = (El, &5, Eg) vérifie les conditions nécessaires de minimalité

du 1¢" ordre lorsque :

§1 +E&+E&=3; L -
FJAeRtelque —1—-&3+A=0et —&—&+A=0.

Ce systéme d’équations conduit & A = 2 et aux points T = (El, e 1) ,

& eR

Le sous-espace H tangent a l’ensemble-contrainte (noté S) en T est I’hy-

perplan d’équation dj + dy + d3 = 0. Ensuite :
V(di,dp,d3) € H, (V2,L(T,N)d,d) = 2(di + dp)* = 2d3.

Donc, tous les points ¥ = (517 2 — £, 1) vérifient les conditions nécessaires

de minimalité du 2°¢ ordre.

Soit d = (di,—d1,0) avec di # O0; il est clair que d € H \ {0} et
<V%x£(f, A, d> = 0. Donc aucun des points (Zl, 2§, 1) ne vérifie les condi-

tions suffisantes de minimalité (stricte) du 2¢ ordre.

Par ailleurs, f (El, 2 — €, 1) = — 4 constamment et

f(€1,62,83) — (—4) = (& + & — 2)* > 0 pour
tout (£1,&2,&3) dans I'ensemble-contrainte S.
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Donc, en fait, tous les points (El, 2 — £, 1) sont des minima globaux de f
sur S.

Le fait qu’on n’ait pu vérifier la condition suffisante de minimalité (stricte)
en un point T = (51,2—51,1) s’explique aisément par le fait que f est
constante sur toute la droite {(£1,2 — &1,1) | & € R}.

#* Exercice I11.27. Soit dans R? le probléme de minimisation suivant :

) {Min fa(€1,6) == & + a3 + S1& + &1, (a € R)

&S1+&6&—-1<0.

1°) Quand (P,) est-il un probléme de minimisation convexe ?

2°) Résoudre (P,) suivant les valeurs de a.

Solution : 1°) La fonction g : (§1,&2) — g(&1,&2) := &1 + & — 1 définissant
la seule contrainte du type inégalité dans (P,) est convexe, affine méme.
Pour étudier la convexité de f,, considérons V2 f,(£1,&s)

V2 fo(é1,&) = E 21a} pour tout (¢1,&2) € R?.

V2f.(&1, &) est semi-définie positive si et seulement si a > i.
Donc, le probléme (P,) n’est un probléme de minimisation convexe que
lorsque a > i.

2°) Observations préliminaires :

— Si a < 0, sachant que (0,&) € C = {(&4,&) eR? | & +&—-1<0}
avec &9 < 0 arbitraire, f, n’est pas bornée inférieurement sur C.

—Sia =0, sachant qu’il y a dans C' des éléments (%, fg) avec &9 — —o00, fq
n’est pas bornée inférieurement sur C.

On n’étudiera donc (P,) que pour a > 0.

1
1¢" cas : a > —

_ 4
Ici T = (€,&,) € C est solution de (Pg) si et seulement si :

Vi@ +nuVg(x) =0,
du >0 tel que ¢ f(_x) +Vy(T)
rg(T) = 0,
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soit encore :

gl+52_1<07
(1) <2E1 +&+ 1) B (0)
& 4+2d€, ) \0O
ou bien
El+g2_1:07
(2) 26, +&+1+m\ _ (0) _
<51+2a22+ﬁ)_<0>”u>0'

L’éventualité (1) ne se produit que lorsque a > %, auquel cas T =

(_ 2a 1 )
4a—1° 4a—1 ) °

L’éventualité (2) ne se produit que pour
(1-1, 1) etp=1=sa

a’ a a

=]
I

< a < %, auquel cas

=

2¢ cas : 0 < a < i. Il y a deux points de C vérifiant les conditions néces-
saires de minimalité du 1* ordre, a savoir :

1 1
T = (1 - =, —) sur la frontiére de C' ;

a a

2 1
Ty = (1 —a4a ) = — 4@) a l'intérieur de C.
Quid des conditions nécessaires de minimalité du 2° ordre 7
— En T, le sous-espace & considérer est H = {(dy,ds) € R? | : (Vg(T1),d) =
0}, soit H = {(dy,d2) € R? | dy = —d; }. Alors :

Vd = (di,—d1) € H (V2,L(T1,0)d,d) = (V?f(T1)d,d) = 2ad].

D’ou <V2fa(f1)d, d> > 0 pour tout d # 0 dans H : le point Z; est donc
un minimum local strict de f, sur C.

— En T, le sous-espace & considérer est H = R?, et on a déja vu que
V2f,(T2) n'était pas semi-définie positive. Donc Ty ne saurait étre un mini-
mum local de f, sur C.

Reste & savoir si Z; est un minimum global de f, sur C.

En fait, f, est une fonction quadratique dont la valeur en = = (&1, &2) peut
étre décomposée comme suit :

2
Ja(é1,&2) = (fl + 52—2) + (a - i) &+ &
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Quand & — +oo (&1, —2&;) reste dans C' et f,(§1,—2&1) = 4(a— i)ﬁ% +&
tend vers —oo. Donc f, n’est pas bornée inférieurement sur C.

Résumé :
a solution valeur optimale
1

a <z 0 —0o0
1 1 1 1 20 — 1
—-<a< g 1——, —
4 3 a a a

1 - 2a 1 a

3¢ 1—4a’ 4a—1 1—4a

#* Exercice II1.28. On se propose dans cet exercice d’obtenir les conditions né-
cessaires de minimalité de Karush-Kuhn-Tucker pour un probléme de minimi-
sation avec contraintes du type égalité et inégalité a partir des conditions néces-
saires de minimalité du 1°" et 2° ordre pour un probléme de minimisation avec
contraintes du type égalité seulement.

Soit donc
) {Minf(x), o S:={zx eR"|hi(z)=0 pour.izl,...,m
res et gj(z) <0 pour j=1,...,p}.

On supposera f, hi,...,hm, g1,...,gp deux fois différentiables. Au point
T € S minimum local de f sur S, il est supposé

(QC)=: Vhy(Z),...,Vhm (), Vg; (), j € J(T), sont linéairement indé-
pendants.

On considére le probléme de minimisation (75) suivant, plongement du pro-
bléme (P) dans R™ x RP :

Min f(x)
(75> hi(x) =0pouri=1,...,m

9j($)+y32 =0pourj=1,...,p.
1°) Vérifier que si T est un minimum local dans (P) et si g = (7, . .. 7%) c
RP est tel que g;(T) + y? =0 pour j = 1,...,p, alors (Z,7) est un minimum
local dans (75)

2°) Ecrire les conditions nécessaires de minimalité du 1¢ et 2¢ ordre en (T, 7)

minimum local dans (P), et en déduire les conditions nécessaires de minimalité
du 1" ordre en T minimum local dans (P).
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Commentaire : Cette maniére de transformer des contraintes du type égalité et
inégalité en contraintes du type égalité exclusivement est appelée parfois trans-
formation de Valentine (non non, ce n’est pas le prénom de ’étudiante voisine,
mais le nom d’un mathématicien du XX€ siécle qui a travaillé sur les problémes
variationnels).

Solution :  On définit les fonctions f, ha,. .. yhmtp : R" X RP. — R comme
suit :

V(z,y) ER* xRP, f(z,y) = f(x),
ﬁi(x,y) := hi(x) pouri=1,...,m,

hmyj(2,) = g;(x) + 7 pour j=1,...,p.

1°) Pour 7 € S considérons (¥y,...,7,) € RP tel que P (T, 7) =
9;(T) + @? = 0 pour j = 1,...,p. Notons que §; = 0 ezactement pour les
j € J (). L’'implication suivante est alors claire :

T est un minimum (Z,7) est un minimum local de f sur

local de f sur S = | 5= {(:U,y) €R" x R? | ﬁk(:v,y) =0
pour k =1,...,m+ p}

2°) Observons la structure particuliére de la matrice jacobienne de H :=

(illy °o00 g hm+p) en (f7 y)

Vhi(Z) ... Vhp(@) | V(@) ... Vg(7) }
[JH(Z,5)]" = : : : :
: : 2y, 0
0 0 } D
: : 0 2y,

pour constater que lindépendance linéaire supposée des Vhi(Z),...,
Vhm (Z),Vyg; (T), j € J(T), entraine celle des Vhi(Z,7),. .., Vhnip(T, 7).
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En effet :
Vy; (T)
m+p R m Vh, (f) p
0= 3 Vi) =S ai (VD) + X anes |
k=1 i=1 j=1 ;
0
implique

Qm+j J; =0 pour j=1,...,p, dott ay,1; =0si j ¢ J(T)
puis
O_Zath Z am+;VG; (T) ;
JEJ(T)

et ceci n’est possible que si tous les coefficients oy sont nuls.
Par conséquent, il existe (A1,..., Am, T, .- ,7,) € R™FP unique tel que

0=Vf(z +Z)\Vh (Z,7) +Zﬂjwmﬂ(l~ 7).
i=1 7=1

C’est la condition de minimalité du 1°" ordre de Lagrange écrite en (T,7)
minimum local dans (P).
Cette relation se décompose en deux :

0=Vf(@ Z hi () + Y ;Y9 (@)

j=1
et
0 =71;y; pour tout j=1,...,p.

Cette derniére relation signifie encore : i; = 0 dés lors que j ¢ J (T) .

Il ne reste plus qu’a démontrer que les 7z; sont positifs. Cela résultera des
conditions nécessaires de minimalité du 2° ordre écrites en (Z,y) minimum
local de f sur S.

Etant donné que les Vi (Z,9),. .. ,Vﬁmﬂg (%, ) sont linéairement indépen-
dants, et sachant que g; = 0 lorsque j € J(Z), nous avons :

(Vh;(z),d) =0 pour i =1,...,m
(4,6) € T (5,(®,7)) & { (Vg; (@) ,d) = 0 pour j € J(7)
(Vgj (z),d) + 2%5]- =0 pour j ¢ J(T).

5]
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Concernant le lagrangien
L:(R" x RP) x (R™ x R?) — R

m p
@,y M) — L@y shp) = Ffz,y) + > Nhi@,y) + D pihm(@,y)
i=1 j=1

associé au probléme de minimisation (P), nous avons :

= m ——
V(%ZA ,y)£ (iy;A’E) :Zi V:wéf(x) 8 + Z/\i wag%(x) 8
—
vgxsgj(f) 0
0
p
+D 7 0 5 i

.
I
2y

de sorte que

< V2 +Z>‘V:c:ch Z :u] :c:cgJ >+2 Z M]

JjEJ(T) JjEJ(T)

La positivité de cette forme quadratique sur T’ (5’ , (T, y)) implique alors la

positivité des ;.

#* Exercice II1.29. On considére le probléme :
(P) Minimiser f(z) sous les contraintes gi(z) < 0,...,gm(x) < 0, avec les
hypothéses suivantes sur les données :

f:R"™ — R est continue et O-coercive (i.e. | Hlim f(z) = +00) ;
z||—4o0

g1, -, 9m : R™ — R sont continues ; I'ensemble-contrainte de (P) n’est pas vide.
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Pour tout k € N*, soit P, : R™ — R définie par
“ 2
x € R" — Py(z) = f(z) + kz g ()],

i=1

ot g (x) désigne max(g;(x),0). (Py est une version pénalisée de f.)

1°) Montrer qu’il existe Ty minimisant globalement Py sur R".

2°) Vérifier que la suite {P (Ty)} est croissante et majorée par la valeur
optimale f de (P).
3°) Montrer que

m

. _ 2
i 3 o) =0

4°) Etablir que la suite {Z;} est bornée et que toute limite de sous-suite
convergente de {Ty} est solution de (P).

5°) Montrer que

m
. _ 12
lim k) [g7(zk)] =0.
k—+oco 4
=1
6°) On suppose que les fonctions f, g1,...,gm sont convexes et différen-

tiables.
a) Py est-elle convexe différentiable ?
b) Comment caractériser les T minimisant P sur R™ ?

Solution : f est continue et 0-coercive sur R", I'ensemble-contrainte de (P)
est un fermé non vide de R™; donc (P) a des solutions.

1°) Py est continue, et comme Py > f, elle est également 0-coercive sur
R™ : il existe donc Ty minimisant (globalement) Py sur R”™.

2°) Par définition méme des Ty,

Py (Tk) = min Pi(«) < P @) = £ @rpr) + 5 [0 @rin))’
=l
< @) + (b + 1) [0 @rir)]”
=1
=Pyt 1(Tp41)
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Soit x vérifiant les contraintes de (P) : on a g (z) = 0 pour tout
i=1,...,m. Dou

m
Py (zg) < f(z) + kz [gj(x)]Q pour tout z € R",
i=1
< f(x) pour tout z vérifiant les contraintes de (P).

Par suite, Py, (Ty) < inf {f(x) | gi(z) <Opouri=1,...,m} =: f.

3°) Soit 7 un minorant de f sur R" (rappelons que f est bornée inférieure-
ment sur R™ car continue et O-coercive; elle atteint méme sa borne inférieure).
Alors

r+ kY [oF @)]° < @)+ [0 @)])° =P @) < T,
i=1

i=1
d’ou . B
0< > [of @) <
i=1 ' k
et donc
gj(fk) — 0 quand k — 400, pour tout i =1,...,m.
4°) Si llim | Tk, || = +oo pour une sous-suite {Ty, }, de {Z}}, on aurait
—+00

llim f(Tk,) = +oo puisque f est 0-coercive. Mais
—+00

f @) < Py, (Th,) < f,

d’ott une contradiction. La suite {Zy} est donc bornée.
Considérons une sous-suite {Ty, } convergente, de limite Z. On a :
— d’une part
Y@ = lim g (Tp,) =0 =1
g; () = lim g (Ty,) =0, pour tout i =1,...,m
l—+o0
(T vérifie les contraintes de (P)) ;

— d’autre part -
f(sz) < Pkl (fkl) < fa

dou f(z) < f.
Le point-limite T est bien une solution de (P).
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5°) Raisonnons par l'absurde et supposons que la limite supérieure de

k Z lg; (xk)]Q quand k — +o0o est > 0. Il s’ensuit alors une sous-suite {Zy, };
de {xk} et a > 0 tels que

m

Py, (Tw,) — f(Tk,) = K Z [gf(fkl)]Q > « pour tout [.

i=1

Quitte & prendre une sous-suite de la suite (bornée) {Zy, }, on peut suppo-
ser que {Ty, }; est convergente. Sa limite T est solution de (P), d’aprés ce qui
a été démontré dans la 4° question. On a donc :

f—f(@x,) = Py,(Tx,) — f(ZTk,) = a > 0 pour tout

et
f(@r) = f(T) = f quand | — +oo,

d’otl une contradiction.

6°) a) La fonction g; étant convexe, il en est de méme de g = max(0, g;)
et donc de (g;")? (d’accord ?). La fonction g; étant différentiable, il en est de
méme de (g;")2.

Donc P, est une fonction convexe différentiable.

b) Tj minimise P sur R” si, et seulement si, V Py (Ty) = 0. Cela s’exprime
par

m
V(@) + 2k g (@) Vi (Tk) = 0.
i=1
##% Exercice II1.30. On considére le probléme d’optimisation suivant :
Minimiser f(x) sous les contraintes
(P)] hi(z) =0, i=1,...,m
gz(ZL') <0> i:m+1a"'1pa

ou f, hi, g; : R™ — R sont des fonctions deux fois différentiables sur R™.

Pour tout ¢ = (c1,...,¢,) € (RT)P, on définit la fonction p. par :
P
r €R" — pe(z) = f(z +Zcz|h Z ngj(x)
i=m+1

1°) Calculer la dérivée directionnelle p.(z,d) de p. en un point z de
I’ensemble-contrainte de (P) dans une direction quelconque d de R™.
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2°) Soit T un point vérifiant les conditions nécessaires de minimalité
du 1° ordre du type Karush-Kuhn-Tucker pour le probléme (P) (avec
Aoy Ay Xm+1, ... ,Xp comme multiplicateurs). Montrer que si ¢; > ’XZ’ pour
tout + =1,...,p, alors
p;(f, d) > 0 pour tout d.

3°) Pour tout z vérifiant les contraintes du probléme (P) on pose :

L(z) :={d € R" | (Vhi(z),d) = 0 pour tout i =1,...,m,
(Vgi(x),d) = 0 pour tout i € I(x) tel que \; > 0,
(Vgi(z),d) <0 pour tout i € I(x) tel que A; =0},

1

oul(x):={i|m+1<i<p, gi(x)=0}.
On considére un minimum local T pour (P) et on fait les hypotheéses sui-
vantes :
(Hy) Les gradients {Vh; (z), i =1,...,m} et {Vg; (T), i € I(T)} sont
linéairement indépendants (ce qui assure 'existence et l'unicité des multiplica-
teurs \; associés A T) ;

(Hy) Vd € L(z), 3 i< m pour lequel (V?h;(T)d,d) # 0
ou bien
3 i € I(Z) pour lequel \; > 0 et (VZg;(T)d,d) # 0.

Montrer que si ¢; > ’XZ’ pour tout ¢, alors, pour tout d € R”, il existe g4 > 0
tel que : p. (T + td) = p.(T) pour tout t € |—e4,e4[ (T est un minimum local de
pe dans toute direction d).

Indication. On distinguera le cas d ¢ L (T) et le cas d € L (T).

Solution : 1°) Si ¢1 et @9 sont deux fonctions de classe C! et si @1 (z) = pa(2),
la fonction @3 := max {¢1, p2} admet une dérivée directionnelle en z avec :

Vd € R", 90;; (:L‘,d) = max{(Vgol(x), d> ’ <V(p2(£[,‘),d>} c

Par application de ce résultat nous avons :

Vd € R”, p.(z,d) = (Vf(z),d) + Y ci[(Vhi(@), d)| + Y ci[(Vai(@), d)]T.
i=1 iel(x)
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2°) Soit T un point vérifiant les conditions nécessaires de minimalité du 1°"
ordre du type KKT, i.e. : Il existe Ai,..., A, Amt1,. .., Ap tels que

+Z)\Vh Z XiVgi (T) =0,

i=m-+1
Ai >0 et )\igi(:v)zo pour tout i =m+1,...,p

‘ our tout . Alors :
—pour 1 < i (Vhi(Z) ’)\ ’ hi(Z),d)| < ¢; (Vhi(T),d)|;

Supposons ¢; > ‘Xz
1< m,
~pour i€ I(Z), \; =0de sorte que

i (Vgi(@), d) < N [(Vgs(@), )T < i [(Vai(T), d)] T

Ainsi

p,c(f7 d) > <Vf(f) + iXZV Z X sz 5 > = 0.
=1

1€1(T)

3°) L’hypothése (H;) assure l'existence (et I'unicité) des multiplicateurs );
associés a T.

— Considérons d ¢ L(Z). L'une des inégalités dans la preuve au-dessus de
la positivité de p.(z,d) est stricte (d’accord ?); donc p.(Z,d) > 0.

— Considérons d € L(T). Notons que nous avons le développement suivant :
Pe(T,d) =0;
Pe (T +td) — pe (T) = {<V2 T)d,d) +ZCZ <Vh >’
+ Y @ [(V2gi@)d,d)] " p +o(t?).
i€l(x)

Alors :

—pour 1 <i<m, N\ <V2hi (Z)d, d> i ‘<V2 z)d, d>
—pour i € I(T), \; <V2gl )d, d> < [<V29i Z)d, d>]

7
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L’hypothése (Hs) implique que 'une des inégalités ci-dessus est stricte. Par

conséquent :

iy 2 (T + ;f;i/); Pe@) _ (w2 (z)d, d) + 3" e [(V2hi(@)d, d)|
i=1

+ 3 o [(Vg(@)d, d)] "
1€I(T)
> (V2 f(@)d,d) + > X (VZhi(T)d, d)
i=1
+ Y N (Vgi(@)d, d)
1€l(T)
>0 de par les conditions nécessaires
- de minimalité du 2° ordre ’

(T td) — (T —
Pe(Z + td) = pe(3) est > 0. Dans les deux cas de figure (d ¢ L(T)

Done jirg 2/2
et d € L(T)), T est un minimum local de p. dans la direction d.

** Exercice I11.31. Soit f et h définies sur R? comme suit :
= —fg - 25% —&

Vo = (&,6) €R?, f(z) =
h(z) := & + € + &.

On considére le probléme d’optimisation (P) qui consiste & minimiser f(z)
sous la contrainte h(x) = 0.

1°) Déterminer les points vérifiant les conditions nécessaires d’optimalité du
1°" ordre.

Parmi ces points quels sont ceux qui sont minima globaux dans (P)?

(Il y en a deux, que nous noterons Z; et Ts.)
2°) Les conditions suffisantes du 2¢ ordre pour étre un minimum local strict

dans (P) sont-elles satisfaites en T et Ta ?

3°) On pose

f(a):= inf f(x), oll a est un paramétre réel.
h(z)=«

Montrer, sans calculer son expression explicite, que f ne saurait étre déri-

vable en 0.
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Solution : 1°) Les fonctions f et h sont contintiment différentiables sur R2,

2

de plus Vh(z) = (25 i 1
2

les points =7 = (51,52) vérifiant les conditions nécessaires d’optimalité du 1"

ordre (conditions de Lagrange) sont ceux pour lesquels

) # 0 pour tout = de I’ensemble-contrainte. Donc

§1 18 +&=0;

I X R tel que 0 + A 261 =0
W\ 382 g, 1 2%, +1)
Des calculs simples conduisent aux quatre possibilités suivantes :

f1:(0a0) etxlzl;EQZ(O,—l) etXQZO;

_ o (v2 1) . V2 1)
553:(?,—5 et \3=0; Ty = —3 73 et Ay = 0.

Les points T; et Ty sont les minima globaux dans (P); la valeur minimale
dans (P) est f = 0.

2°) Le sous-espace tangent a I’ensemble-contrainte en Z; comme en T est
H =R x {0} . Ensuite

Vol (F1,01) 1= V2 (@) + M V2h(T1) = B —(2)]
vérifie
<V3:x£ (51,X1) d, d> > 0 pour tout d # 0 dans H.

Les conditions suffisantes du second ordre de minimalité locale sont bien
satisfaites en 7.
00
02
(V2L (T2,X2) d,d) = 0 pour tout d € H. Les conditions suffisantes du se-
cond ordre de minimalité locale ne sont pas satisfaites en .

En ce qui concerne o, ngﬁ (EQ,XQ) = [ ] de sorte que

3°) Les conditions suffisantes du second ordre de minimalité locale étant
satisfaites en Tp, on a le résultat suivant : il existe un intervalle ouvert A
contenant 0 et une application av € A —— T , dérivable en 0 tels que :

(i) T10 = T1 et, pour tout o € A, Ty, est un minimum local strict de f
sous la contrainte h(z) = « ;

(i1) a— @ (a) = f(T1.q) est dérivable en 0 et ¢ (0) = — ;.

122



I11.4. CONDITIONS DE MINIMALITE DU SECOND ORDRE

Mais ce qui est demandé ici concerne la valeur minimale globale f(a) et
non ¢ («) . Puisque T; et Ty sont des minima globaux dans (P),

f(@) = f(T2) = (0) = f(h(z1)) = F(h(T2)).

Soit v quelconque dans R™ et considérons le probléme (perturbé) de la mi-
nimisation de f sous la contrainte h(x) = h(v). Il est évident que v vérifie cette
contrainte et donc f(h(v)) < f(v). On est donc dans la situation suivante :

f() — f(h(v)) = 0 pour tout v € R" ;

f@) = f(h(@1)) =0, f(T2) = f(h(T2)) = 0.

Ainsi T; et T minimisent (sans contraintes) la fonction z —— g(z) =

f(@) = F(h(2)).

Supposons f dérivable en 0. Il vient de ce qui précéde :

0=Vg(@) = V@)~ f (0)Vi(T1)
= Vf(T2) — f (0)VA(T2).
Mais — conditions nécessaires d’optimalité du 1" ordre —on a :

Vf(fl) -+ X1Vh(fl) =0et Vf(fQ) + XQVh(EQ) =0.

_ Par suite, 7_(0) = —A; et f(0) = —Xg. Ceci est impossible puisque
A1 # Xo. Donc f ne saurait étre dérivable en 0.

Commentaire : Sous des hypothéses raisonnables on arrive a fair/e en sorte que
la fonction valeur minimale f ait une dérivée directionnelle § — f (0, 6) ; suivant
la direction § dans laquelle on regarde, ?/ (0,9) « choisit » dans son expression
les multiplicateurs \; associés aux différents minima Z dans (P). Dans le cas de
Iexemple, suivant que 'on se déplace vers la droite (§ = 1) ou vers la gauche
(6 = —1), l'expression de 7’(0,5) (c’est-a-dire de la dérivée a droite ou de la
dérivée a gauche ici) fait appel au multiplicateur A; associé¢ & ; ou a celui Ay
associé a To.

## Exercice I11.32. Etant données des fonctions fi, fa, ..., fp de R"™ dans R, on
définit
z € R" — g(z) = max {fi(x), fo(x),..., fp(z)}.

1°) Vérifier que si les f; sont toutes continues, alors g est continue.
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On pose, pour = € R",

I(z) ={1<i<p] filz) = g(x)}.

2°) On suppose que les f; sont toutes différentiables en Z. A quelle condition
(nécessaire et suffisante) portant sur les V f;(T), i € I(T), la fonction g est-elle
différentiable en 7

3°) On définit g, p1,...,¢p : R" x R — R de la maniére suivante :

V(z,r) e R" xR, ¢o(x,r):=r,
vi(xz,r) = fi(x) —r pour i=1,... p.

— Vérifier que si T est un minimum local de g, alors (Z, ¢(Z)) est un minimum
local de g sur ’ensemble-contrainte

S:={(z,r) e R" xR | p;j(z,r) <0 pour tout i =1,...,p}.

— Quelle condition nécessaire de minimalité (en T) peut-on déduire de cette
observation ?

Solution : 1°) En posant g; := max {fi, fo,..., fj} pour j=1,...,p,ona:

1
gj+1 = max {g;, fjy1} = 3 (g 4= Jen 4= gy = e )

Grace a la continuité de g = fi, de fa,..., fp, et celle de |h| lorsque h est
continue, la formule ci-dessus conduit par récurrence a la continuité de g, = g.

2°) Lorsque i@ ¢ I(Z), on a f;(T) < g(T). De par la continuité de g et des
fi, il existe un voisinage V' de T tel que :

fi(z) < g(x) pour tout i ¢ I(T) et tout x € V.
Une autre maniére de dire la méme chose est :
I(x) C I(T) pour tout x € V.
En conséquence,
g(x) =max{fi(z) |i € I(Z)} pour tout x € V. (3.15)

Qu’est-ce qui fait a présent que g est différentiable en Z 7 L’examen attentif de
quelques exemples (méme de fonctions d’une seule variable) suggére le résultat
suivant :

(g est différentiable en ) < (V f;(Z) est constant pour tout i € I (7)) .
Auquel cas, Vg(T) = V f;(T) (i étant pris quelconque dans I(T)).
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[</. Posons v = Vfi(Z), i € I(T). Soit i € I (T) et écrivons que f; est
différentiable en T : Ve > 0, 3 §; > 0 tel que

(lz ==l < 6:) = (Ifi(z) = fi(@) = (v, 2 = 7)| <ellz — 7). (3.16)

Pour x assez voisin de T, g(z) = f;(x) o i est un certain indice de I(Z) (cela
résulte de (3.15)). En conséquence, il vient de (3.16) : 3 6 > 0 tel que

(lz ==l < 0) = (l9(2) = 9(T) = (v,z =T <ellz — 7).

On a ainsi démontré que g est différentiable en T et Vg(T) = v.
/=] Supposons g différentiable en Z. Soit ¢ quelconque dans I(Z). Puisque
g = fi (par définition méme de g), que (g — f;)(T) = 0 (car i € I(T)), et que
g — fi est différentiable en T, on a V(g — f;)(Z) = 0. D’oa Vg(Z) = V fi(Z).
3°) — Soit V' un voisinage de T sur lequel g(x) > ¢(Z). Un simple jeu
d’inégalités permet de voir que 'on a
r = g(T) pour tout (z,r) € (V xR)NS.

Donc (7, ¢(Z)) est un minimum local de ¢g sur S. (Il est d’ailleurs intéressant
de visualiser sur une figure ce passage de R™ a R" x R).
— Concernant g et ¢; nous avons :
R’n
i 0 _ Vi@
Voumo@) = (1) Veima@) = (V) dans x:
R

par ailleurs, dans le probléme de minimisation de g sur S, les indices des
contraintes-inégalités actives en (T, g(T)) sont exactement ceux pour lesquels
fi(®) = g(T), c’est-a-dire ceux de I(Z). Comme I'hypothése de qualification
des contraintes (QC) gz (7)), qui requiert l'existence de (d, ) € R™ x R tel que

(1)) <omermser

est trivialement vérifiee (comme d’ailleurs 'hypothése de qualification des
contraintes (QC)/(E g(j))), les conditions nécessaires de minimalité de KKT in-
duisent qu’il existe des réels positifs 1y, ..., 1, tels que :

()5 (75) -

T, = 0siidI(T).
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Une condition nécessaire de minimalité locale (du 1" ordre) vérifiée en T est
donc :

— Une combinaison convexe des V f;(T), i € I(T), est égale (au vecteur) 0.

— Autre maniére de dire la méme chose : (le vecteur) 0 est dans le plus
petit polyédre convexe construit a partir des V f;(Z), i € I(T).

Commentaire : — Si on a affaire & une famille infinie de fonctions continues f;,
on ne peut seulement assurer que la semi-continuité inférieure de g := sup f;.
i

Prendre comme exemple
zeR— fi(x):=|z|Y, i e N*;

il y a alors un « décrochement vers le bas » de g := sup, f; au point 0.
— Lorsque les f; sont différentiables, 'objet mathématique adéquat qui joue le
role de gradient de g := max {fi,..., fp} en T est

Vy(Z) := Z a;Vfi(T) | Z a; =1 et a; > 0 pour tout ¢ € I(T)
iel(T) iel(T)

Reésultats démontrés dans l'exercice :
— g est différentiable en T si et seulement si @g(f) est un singleton ;
— Si T est un minimum local de g, alors 0 € @g(f)

— Prolongement de l'exercice : réfléchir & ce que pourrait étre (ou ce que
devrait étre) l'objet mathématique jouant le role de matrice hessienne de g :=
max {fi,..., fp} en T lorsque les fonctions f; sont deux fois différentiables en 7,
et par suite & une condition nécessaire de minimalité (du 2° ordre) vérifiée en un
minimum local de g.
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IV

MINI-MAXIMISATION. DUALISATION DE
PROBLEMES DE MINIMISATION CONVEXE

Rappels

IV.1. Points-selles (ou cols) ; problémes
de mini-maximisation

Soit [ : X x Y — R. Un couple (Z,7) € X x Y est appelé point-selle (ou col)
de [ sur X x Y lorsque

I(z,y) <1 (Z,y) <l(x,y) pour tout (z,y) € X xY.

L’ensemble des points-selles de [ sur X X Y a nécessairement une structure
trés particuliére : ¢’est un produit cartésien d’ensembles (qui peut étre vide, cela
va sans dire). La valeur [(7,7) est constante pour tous les points-selles (Z,7y) de (
sur X x Y : elle est appelée valeur-selle.

Un exemple de résultat d’existence de points-selles est fourni par le théoréme
qui suit.

Théoreme. Soient X C R™ et Y C R™ deuzr convezes fermés non vides et [ :
X xY — R. On suppose :

— Pour tout y € Y, la fonction I(-,y) : X — R est conveze ; pour tout x € X,
la fonction l(x,-) : Y — R est concave (on dit alors que | est conveze-concave sur

X xY);

— X est borné, ou bien il existe yo € Y tel que I(x,y0) — +o0o quand || z || —
400, € X ;
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~Y est borné, ou bien il existe xo € X tel que l(xg,y) — —o0 quand || y || —
+o0, y €Y ;

alors ’ensemble des points-selles de | sur X XY est un convexe compact non
vide de X XY.

Posons a présent

p:x € X r— p(x) =supl(z,y) (& valeurs + oo éventuellement),
yey

iy eY — y) = in}f{ l(xz,y) (& valeurs — oo éventuellement).
TE

Les définitions mémes d’inf et de sup font que 'on a toujours les inégalités :
P(y) < l(z,y) < p(x) pour tout (z,y) € X x Y. Et (Z,7) est un point-selle de
[ sur X x Y siet seulement si (y) = ¢(T); dans ce cas ¥(7) = ¢(T) est la
valeur-selle de [ sur X x Y.

Il est naturel d’associer a [ les deux problémes d’optimisation suivants :

Minimiser {sup Iz, y)} (probléme de « minimisation de sup »)
yey

pour z € X;

(1)

Maximiser { in}f{ l(az,y)} (probléme de « maximisation d’inf »)
S

(2)

pour y € Y.
Alors, une condition nécessaire et suffisante pour que [ ait des points-selles sur
X XY est
min () = max ¥ (y) (i.e. optima égaux et atteints).
zeX yey

Dans ce cas, (T,7) est un point-selle exactement lorsque T minimise ¢ sur X et g
maximise 1) sur Y.

IV.2. Points-selles de lagrangiens

Considérons le probléme (basique) de la minimisation d’une fonction-objectif
sous des contraintes exprimées par des égalités et des inégalités :

Minimiser f(x)
(P) hi(z) =0pouri=1,...,m et
gj(x)<Opourj=1,...,p (z €& C en bref).
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Nous sommes plus particuliérement intéressés, ici, par les points-selles du la-
grangien (usuel) sur R™ x [R™ x (R*)"] ; les données sont donc les suivantes :

X=R", Y =R"x (R")”,

L: (l‘, ()‘aﬂ)) EXXYr—L (.CC, /\7/‘) = f(l‘) + Z)\th(.%') + Zﬂjgj(l’)-
i=1 j=1

Théoreme. Les points-selles de L sur R™ x []Rm X (R+)p] sont exactement les
(f, (X, ﬁ)) tels que :

(1) T minimise L (-, (X, ﬁ)) sur R™ ;

(i1) TeC,

(#i) 1,;9;(T) = 0 pour tout j =1,...,p.

En particulier, si (f, (X, ﬁ))est un point-selle de L sur R" X
[R™ x (RT)P] ,alors T est une solution du probleme (P).

Supposons maintenant que (P) soit un probléme de minimisation convexe : f
et les g; sont convexes, les h; sont affines.

Théoreme. Sous les hypothéses de converxité décrites ci-dessus, les deuzr énoncés
suvants sont équivalents :

(i) (@, (A R)) est un point-selle de L sur R™ x [R™ x (RT)] ;

(17) T est solution de (P) et (X, E) est un multiplicateur de Lagrange.

Dans tous les exercices considérés dans ce chapitre, le probléme de minimisa-
tion convexe (P) aura des solutions (I’ensemble S des solutions de (P) ne sera
pas vide), et des hypothéses de qualification des contraintes seront faites pour
qu’il y ait des multiplicateurs de Lagrange (I’ensemble M des multiplicateurs de
Lagrange ne sera pas vide). Donc I’ensemble des points-selles du lagrangien £ sur
R” x [R™ x (R*)"] sera le produit cartésien des deux convexes fermés S et M.

IV.3. Premiers pas dans la théorie de la dualité

Revenons au probléme de minimisation (P) et au lagrangien £ qui lui est
associé, et voyons ce que sont alors les problémes de mini-maximisation introduits
au premier paragraphe. Le premier probléme de mini-maximisation est celui de
la minimisation sur R” de

x— p(x) = sup L(z, A\ p).
(A ER™ x (RT)P
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Le calcul explicite de ¢ (x) est aisé : ¢ (x) = f(x) si z € C, 400 sinon.

Donc, notre premier probléme de mini-maximisation est celui de la minimi-
sation sur C' de f(x), c’est-a-dire ni plus ni moins que le probléme (P) originel.
Regardons maintenant ce qu’est le second probléme de mini-maximisation. Il faut
considérer

(A p) €R™ x (RT)P — o (A, ) = ieann L(z, A\ ).

La fonction 1) est concave et semi-continue supérieurement (finie sur une partie
convexe de R™ x (R*)P). On appelle probleme dual de (P), et on le notera (D),
le probléme de la maximisation de ¢ sur R™ x (R*)?. Cette fonction duale est
également notée © parfois. Si f et ¢ désignent les valeurs optimales dans (P ) et
(D) respectivement, on a toujours f > ¢ (la différence f — 1 s’appelle le saut de
dualité')).

Si (P) est un probléme de minimisation convexe, avec un ensemble S (# 0)
de solutions et un ensemble M (# () de multiplicateurs de Lagrange, on a :

f = 1 et les solutions du probléme dual (D) sont evactement les multiplicateurs
de Lagrange du probléme (P).

Si on a accés & un (X, %) € M, comment en déduit-on les solutions de (P)?

Réponse : Ce sont les T qui
— minimisent £ (-,X, ﬁ) sur R" ;
— sont dans C et vérifient 11,;9;(Z) = 0 pour tout j =1,...,p.

Si L (',X, E) est minimisée en un seul point, comme c’est le cas lorsque f est
strictement convexe par exemple, ce point est automatiquement solution de (P).

Références. Section 4 du chapitre VII de [12].

* Exercice IV.1. Soit [: (z,y) € R" x R™ —— [(x,y) une fonction différentiable
sur R® x R™, X C R" et Y C R™ deux convexes fermés non vides.

1°) — Montrer I’équivalence des deux assertions suivantes :
(1) lest convexe-concave sur X XY ;
(Vollzy,y1) — Vaellwo, y2), 21 — x2) >
(12) (Vyllwr, y1) = Vyllza, y2), y1 = y2)
pour tout (x1,y1) et (x2,y2) dans X x Y.

(UD’autres appellations sont parfois utilisées; ainsi entendre parler de fossé de dualité avec
I'accent québécois est charmant...
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— Exzemple. Soit P € §,(R), Q € Si(R), et R € My, n(R).
Donner une condition suffisante portant sur P et (), assurant que la fonction

i (z,y) — Uz,y) == 5 (Pz,z) + 3 (Qu,y) + (Rz,y) est convexe-concave
sur R™ x R™.

2°) On suppose [ convexe-concave sur X x Y. Montrer I'équivalence des
assertions suivantes concernant (Z,7) € X x Y :
(j) (Z,7) est un point-selle de [ sur X x Y;
(V.l(T,7),z —T) = 0 pour tout x € X
(47) { et
(Vyl(7,7),y —7) <0 pour tout y € Y ;
(773) (Vol(@,y), 2 —T) = (V, T, 7),y —7) > 0 pour tout (z,y) € X x Y.

Remarque :  Les deux questions de l'exercice sont indépendantes.

Solution : 1°) — [(i) = (i7)] . Soient (x1,y1) et (z2,y2) dans X x Y. Puisque
I(-,y2) est convexe sur X et [(x1,-) concave sur Y, on a :

Uz1,y2) — Uz2,92) = (Val(z2,y2), 21 — 22)
et

z1,y2) — Uz, y1) < (Vyl(1,91), 92 — v1) -
Il s’ensuit :

(x)  Ux,y1) = Uz2,92) = (Val(xe,y2), 21 — x2) + (Vyl(z1,91), 1 — ¥2) -

Comme [(-,y1) est aussi convexe sur X et [(zg,-) concave sur Y on a, de
la méme manieére,

(+x)  Uz2,y2) — Uz1, 1) 2 (Val(@1,41), 22 — 1) + (Vyl(22,92), y2 — ¥1) -
L’addition membre & membre des inégalités () et (s*) conduit & :
0> (Val(z2,y2) — Val(z1,91), 21 — 22) +(Vyl(21,91) — Vyl(22,92), 91 — ¥2)
ce qui est 'inégalité de (7).
[(i7) = (i)] . Soit y € Y. Faisons y; = yo = y dans (i) ; il vient :
(Val(z1,y) — Vil(z2,y), 21 — 22) = 0 pour tout 1 et xo9 dans X.

Ceci implique (en fait caractérise) la convexité de la fonction [(-,y) sur X.
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Parallélement, soit € X. En faisant x; = x9 = « dans (¢7), il vient :
02> (Vyl(z,y1) — Vyl(z,92), 41 — y2) pour tout yi et yo dans Y,

ce qui implique la concavité de I(z,-) sur Y.
— Dans exemple proposé, en tout (z;,y;) € R™ x R™,

Val(zi,4:) = Pai + Ry et Vyl(zs, 4i) = Qui + R
La condition (i) de convexe-concavité de [ sur R” x R™ se traduit par :

(P(z1 — 22), 21 — 22) — (Q(y1 — Y2),y1 —y2) = 0
pour tout (x1,y1) et (x2,y2) dans R™ x R™.

Ceci est certainement vrai lorsque P est semi-définie positive et () semi-définie
négative.

2°) [(4) & (J7)]- (Z,7) € X XY est un point-selle de [ sur X X Y signifie :
T est un minimum sur X de la fonction convexe différentiable (-, 7)

et

¥ est un maximum sur Y de la fonction concave différentiable [(z,-).

Ce qu’expriment les inégalités de (jj) ne sont que les conditions nécessaires
et suffisantes d’optimalité correspondantes.

[(77) < (477)] - Immédiat.

*#* Exercice IV.2. On note (-, -) le produit scalaire usuel dans R™ et || - || la norme
euclidienne associée. Soit a € R™ et A € S,,(R) définie positive. On définit :

X :={zeR"|(A(x —a),z —a) <1} ;
Vis{eeR" [yl <1} ;
l:(z,y) € R" X R" +— l(z,y) := (x,y) .

1°) a) Indiquer rapidement pourquoi [ a des points-selles sur X x Y.
b) Soit (Z,7) un point-selle de [ sur X x Y.
— Montrer que T est la projection de l'origine sur X.

— Quelle est la valeur-selle de [ sur X x Y 7

— En déduire 3.
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2°) Etant donné y € Y, on considére le probléme de minimisation suivant

Minimiser (z,y)
]
z e X.

Résoudre complétement (Py).

3°) On suppose que 0 ¢ X. Déduire de ce qui précede :

o mingex || @ | = maxyy< a5 — VA Ty,0)]
T
e le maximum dans ’expression de droite ci-dessus est atteint en y = Edk
z
ou T désigne la projection de 0 sur X.
Solution : 1°) a) X et Y sont des convexes compacts non vides de R™, la

fonction [ est convexe-concave sur R™ x R™; par conséquent il y a bien des
points-selles de [ sur X x Y.
b) Soit (Z,y) un point-selle de [ sur X x Y. Alors :
(x) 1(z,y) = min r;leagl(x,y)} = iy [gg)r(ll(x,y)} ;
(*#+) T minimise la fonction () := maxyey I(x,y) sur X
et
¥ maximise la fonction ¢ (y) := géi)f(ll(x, y) sur Y.

Ici p(r) = max,| <1 (z,y) n'est autre que || = ||; par suite T est le point
de X minimisant la fonction || x || sur X, c’est-a-dire la projection de l'origine
sur X.

La valeur-selle de [ sur X x Y est || T ||, c’est-a-dire la distance de I'origine
a X.

Par suite (Z,7) = || T ||, ce qui conduit a :

Y= ﬁ si ||| # 0, clest-a-dire lorsque 0 ¢ X;

y élément quelconque de Y lorsque 0 € X.

2°) L’ensemble-contrainte du probléme de minimisation (P,) est décrit sous
la forme g(z) < 0 ou g : z —— g(z) := (A(zx —a),x —a) — 1. La fonc-
tion g est convexe différentiable (quadratique méme) et il existe xo tel que
g(z9) < 0 (zg = a par exemple). La fonction-objectif dans (P,) est linéaire,
ce qui fait que, lorsque y # 0, les solutions Z, de ( P,) sont forcément sur la
frontiere de X (d’accord ?).
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En somme, si y # 0, une solution T, de (P,) est caractérisée par :

(A, — )Ty —a) = 1,
37 > 0 tel que y + 20A(Ty —a) = 0.

TN o o — -1 . ~
La deuxieme relation ci-dessus donne 7, — a = —Amy qui, reportée dans
e ATy, _
la premiére, induit @ = w Puis
_ Ay
Ty=0— —F——

V{A™y,y)

Si y = 0, tout point de X est solution de (Py).

3°) D’aprés ce qui précede,

Y(y) == minl(z,y) = (Ty,y) = (a,9) — V(47 1y, y),

zeX

ce qui avec (%) donne 'égalité annoncée.
Les points 7 € Y maximisant ¢ sur Y sont exactement les 7 tels que (T, 7)

T
soit un point-selle de [ sur X X Y. Donc, dans le cas présent, 7 = EX

T
#* Exercice IV.3. Soient fi,..., f; m fonctions convexes différentiables sur R”.

On suppose que 'une d’entre elles est 0-coercive sur R", c’est-a-dire vérifie :
lim fi(z) = +oo.

[[[| =00

On définit :

l:(z,y) e R" x R™ — [(z,y) := Zyzfl(x) ;
i=1
X =R";

Y est le simplexe-unité de R™, c’est-a-dire

m
{(yl,...,ym) € R™ |y, > 0 pour tout i, et Zyizl}.

i=1

1°) Indiquer rapidement pourquoi [ a des points-selles sur X x Y.
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2°) Montrer que (Z,7) est un point-selle de [ sur X x Y si et seulement si :

7T minimise la fonction ¢ := max;—1 __,, fi sur R"
et
geY avec 7; =0 dés que fi(T) < ¢ (7).

Solution : 1°) [ est convexe-concave sur X x Y. Supposons par exemple f;
0O-coercive sur R™; en considérant yo = (1,0,...,0) € Y, on a I(z,yy) — +0o0
quand || = ||— +oo; par ailleurs Y est convexe compact. Il en résulte que
I’ensemble des points-selles de [ sur X x Y est un convexe compact non vide
de X x Y, de la forme S x T. Reste & déterminer S et T' précisément.

2°) Considérons ¢ : x € X +— () := supyey l(z,y), la premicre des
fonctions intervenant dans la mini-maximisation de [ sur X x Y. En raison de
la structure particuliére de [ et Y ici, on voit aisément que

¢(r) = max f;(x) pour tout z € X.

i=1,...,m

La valeur-selle [ de I sur X x Y est donc

[ = min [ max fi(x)} :

z€RM |i=1,...m

Les Z d’un point-selle (Z,7) de I sur X x Y sont ceux pour lesquels o(Z) = [,
c’est-a-dire ceux qui minimisent max;—1, ., f; sur R".

De méme, les § d'un point-selle (Z,7y) sont ceux de Y pour lesquels
m

(7,7) = (@). Sachant que I(T,7) = 3. ,/i(7) et ¢(7) = max f(7), cela
i=1 =i

BEEED!

conduit aux y d'un « sous-simplexe-unité » de Y, & savoir les 5 € Y dont les
composantes y; sont nulles lorsque f;(7) < max fi(z)-
1= m

=1,...,

* Exercice IV.4. Etant donnés aq, .. ., a, des réels différents de zéro, on considére
Iellipsoide plein de R™ défini comme suit :

&= {u:(ul,...,un)ER”|zn:<2—i)2<1}.

i=1
Soient = ¢ £ fixé et f: R™ — R définie par :
Vu € R™, f(u):=|lu—=a|?.

135



CHAPITRE IV. MINI-MAXIMISATION. DUALISATION DE PROBLEMES...

On cherche & résoudre le probléme de minimisation suivant :

(P)

Minimiser f(u)
ueé.

1°) Déterminer la fonction duale g € RT —— 1)(u) associée au lagrangien
usuel (u,p) € R" x R — L (u, ) dans (P).

2°) Montrer que 1) est maximisée sur RT en un point 7z > 0 unique solution
o 1.
(af+n)

n
de I'équation (en p) >
i=1
Commentaire : FExercice a relier, évidemment, a I'Exercice 3.8.

Solution : 1°) Pour tout p > 0, la fonction de Lagrange
n

n 2
Uq e .,
g (—) — 1] est minimisée
a;

weR" — L(u,p) =3 (uj—x)° + p

=1 i=1
sur R™ en @ () dont les composantes sont
2
_ a; T g
U = s =100,
(/J“)'L (]/12 + M
La valeur optimale 1 (u) := infy,ecrn £ (u, pt) est
n Z’QM
Y (p) = a2 Z_}_ = M-
i Y TH

1) est notre fonction duale.
1 est strictement concave continue sur R™ et 9 (1) — —oo quand p — +o00.
Il existe donc un et un seul 7 maximisant v sur R*.

2°) 1) est dérivable sur (un intervalle ouvert contenant) R, avec

2.2

n
wl(u)zz%—l pour tout p > 0.
=1 (a7 + )

Y (0) > 0 car z ¢ £ ; 1 est donc maximisée au seul point 7 > 0 annu-
lant 7'

Ezxemple. a; =ipourt=1,...,7; x;=10pouri=1,...,7.
Valeur approchée de 1z : 87,67846859.
Valeur approchée de ¢ (@) : 494, 9439304.
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n 2
Commentaire :  Soit g : u — g(u) = > (Z—Z) — 1, de sorte que & =
i=1 "
{u e R" | g(u) < 0}. On vérifie sur le cas traité dans 'exercice que la seule ma-
niére d’assurer
u(p) €& et pg(u(p)=0

(ce qui revient ici & : > 0et g (u(p)) =0), est d’avoir p = f.

W

-1007

200

«300-

* Exercice IV.5. Etant donnés s € R™\ {0} et ¢ € R™, on considére le probléme
de minimisation convexe suivant :

1
(P) Minimiser {5 |z ||* — <c,x>} sous la contrainte (s, z) < 0.
1°) Déterminer la fonction duale y € RT —— ) (1) associée au lagrangien
1
£ (o) Llap) = 3 |2~ (e.a) + p{s.).
2°) Résoudre le probléme dual (D) associé a (P), c’est-a-dire celui de la

maximisation de 1) sur RT (on sera amené a considérer plusieurs cas, suivant le
signe de (c, s)).

3°) Utiliser le résultat précédent pour résoudre effectivement (P).

Solution : 1°) ¢ (u) = infyern L (z, 1) par définition.
L (-, p) est une fonction quadratique strictement convexe sur R™. Son mi-
nimum est la solution de l'équation VL (z, u) = 0, soit
x—c+ ps =0, cest-a-dire x (i) = ¢ — ps.
Donc 9 (1) = § [l ¢ — ps ||> — (¢, — ps) + p(s,c — ps)y = =5 | e — ps |12 .
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2°) 1) est une fonction concave que I'on doit maximiser sur RT (c’est notre
probléme dual (D)). Ici, 9 est une fonction polynomiale du 2¢ degré en pu, avec
W (1) = (¢ — ps,s) = (¢,s) — || s ||? . Deux cas sont a distinguer :

i

I~

e (c¢,s) > 0, auquel cas la seule solution de (D) est @ = ﬁ‘;"“z. Alors

(s 1,
-7 211

1
W@ = —5 Il o= s IP=

e (c,s) < 0, auquel cas le supremum de ¥ sur RT est atteint en 7 = 0.

Alors |
— 2
v@=—5lcl.

3°) Le probléme (P) a une seule solution 7. La minimisation de la fonction
strictement convexe L (-,71) sur R™ donnera automatiquement la solution T
cherchée.

e (c,s) <0.Ici L(z,i) =3 || z ||> —(c,z) et le minimum de £ (-,71) est
atteint en T = c¢. La valeur optimale est

LER) =@ =v@ =5 |’

e (c,s) = 0. Alors L(z,71) = 3 ||  [|> —(c,z) + {c,5) (s,x). La fonction

sl
L (-, ) est minimisée en

Finalement
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#* Exercice IV.6. Etant donnés r,...,7, des réels tous strictement positifs,
A e My, (R) et ¢ € R™, on considére le probléme de minimisation suivant :

n
Minimiser E x; In (—)
T

(P) i=1

sous les contraintes x € A, et Az < c.

Dans cette formulation, A,, désigne le simplexe-unité de R™, et o In(cv) est
prise égale a 0 pour o = 0.

Soient (z,p) € Ap x (RN™ — L(2,p) = > 2;1n <%> + (u, Az —¢) le
i=1 i
lagrangien dans le probléme (P) et

RT)™ = inf £
pe R —y(p) = inf L(z,p)
la fonction duale associée.
Déterminer la forme explicite de 1 et formuler (le plus simplement possible)
le probléme dual (D) de (P).

Solution : Pour déterminer ¢ (u), p € (RT)™, on a & minimiser £ (-, 1) sur
A,,. En raison de la compacité de A,,, de la continuité de L (-, u) sur A, et de
la stricte convexité de L (-, u), il existe un et un seul T (x) minimisant £ (-, pt)
sur Ap,. Un tel T (u), s’il est dans l'intérieur relatif de A,, (i.e. vérifie T (u); > 0
pour tout i), est caractérisé par la propriété :

IXNER™ tel que VLT (u),p)+Ar(1,...,1)T =0. (4.1)

Cette condition se détaille en

In (_x(u)l> +1+ (ATM).—FX:OPOUI“ tout 1 =1,...,n.
(2

T
n

Sachant que ) Z (p), = 1, cela conduit a
i=1

7(AT“)7;

;e

prm— —n T .
Zrie_(A 'U‘)i
=1

T (u);

Cet T () vérifie (4.1) et est donc bien 'unique minimum de £ (-, u) sur A,,.
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Par suite, on obtient par de simples calculs

£(@ (), 1) = —In (Z R >> — ().

i=1

Une forme équivalente du probléme dual (D) de (P) est donc :

.
Minimiser Zrz (A7w); + (we)
=1

sur le cone (RT)™

(D)

** Exercice IV.7. Probléeme de minimisation de J. Gibbs :

Soit f:x = (x1,...,25) € R" — f(x) := Z fi(x;), ot les n fonctions f; :

R — R sont supposées dérivables sur R. On con51dere le probléme d’optimisation
suivant :
Minimiser f(x)
(P)

sous les contraintes : x; > 0 pour tout i =1,...,n et le =1.

1°) a) Le probléme (P) a-t-il des solutions ?
b) Est-il licite de dire qu'un point solution de (P) vérifie les conditions
nécessaires de minimalité du premier ordre de Karush-Kuhn-Tucker ?
c¢) Montrer que si T est une solution de (P), il existe alors un réel \ tel
que :

’

f; () + X =0 pour les i tels que T; > 0,
fi (Ti) + X =0 pour les i tels que T; = 0.
d) Sous quelle hypothése additionnelle les conditions précédentes
caractérisent-elles les solutions de (P)?

2°) aiy...,apn,b1,..., b, étant des réels (fixés) tous strictement positifs, on
pose ici : fi(x;) = a;(e %% — 1) pour tout i = 1,...,n.
On considére le lagrangien usuel

E:(:U,)\)e( ) X R+— L(x,\) Zfzxz—i—)\(z:xz—l)
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et la fonction duale v associée, i.e. :

YA eR A) = inf L(z,\
M=t L)
(dualisation de la contrainte du type égalité seulement).
a) Vérifier que ¢ (A) = —o0 si A < 0, et que pour tout A > 0 il existe un et
un seul 7 (A\) minimisant £(-, \) sur (R*)".
En utilisant la caractérisation de T (\) fournie par les conditions nécessaires
et suffisantes d’optimalité, montrer :

VA0, w(A):—zn:ai (1_a?bi>+“<zn:b% [hl <ai\bi>]+_1>.

i=1 =1

b) En étudiant les propriétés de ¢ sur RT (notamment sa dérivabilité) mon-
trer qu'il existe un et un seul A > 0 maximisant ¢ sur R+,

Exprimer alors les coordonnées 7; de la solution de (P) en fonction de A et
al,...,an,bl,...,bn.

Solution :  1°) a) L’ensemble-contrainte est compact et f est continue : le
probléme de minimisation (P) a donc des solutions.

b) Les contraintes du type égalité ou inégalité sont exprimées a l'aide de
fonctions affines; il n’y a donc pas d’hypothése de qualification des contraintes
qu’il faudrait vérifier. Ainsi, toute solution de (P) vérifie nécessairement les
conditions de minimalité du 1** ordre de Karush-Kuhn-Tucker.

’ ’ T
c) Puisque Vf(z) = (fl (1), [ (xn)> et que la fonction

n

h:x=(x1,...,2,) — h(x) := Y x; — 1 définissant la contrainte de type
i=1

égalité a un gradient constant (1,..., l)T, nous avons le résultat suivant : si T

est une solution de (P), il existe (fy,...,%,) € (RT)" et A € R tels que

' ZTi) — [; X:O
(KKT) {iz_(x) Hi pour tout i = 1,...,n.

Si i est tel que T; > 0 (il y a nécessairement de tels i), f7; = 0 de sorte que
fi @) +A=0.
Si i est tel que T; = 0,

D’ot le résultat escompté.
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d) Si les f; sont convexes, f est convexe et les conditions de KKT précé-
dentes caractérisent les solutions de (P).

2°) La fonction f est strictement convexe. Il existe un et un seul Z solution
de (P), caractérisé par :

n
z; > 0 pour tout 1, ZEZ =1
i=1
IXeERtel que: — abie ™ + X =0 pour tout i tel que T; > 0,
— a;b; + X > 0 pour tout i tel que Z; = 0.
On considére (x,)\) € (RT)" x R —— L(z,\) = f(z) + X h(z) =

i a; (e7® —1) + X <fjl T; — 1) :

i=1

a) L(-,\) a une expression « séparée » en les coordonnées z;, ce qui fait
que sa minimisation sous contraintes « séparées » (z; > 0 pour tout i) s’en
trouve facilitée.

Supposons A < 0. Puisque z; peut étre pris positif arbitrairement grand, il

vient que ¥ (A) = —o0.
SiA=0,ona L (z,0)= f(z) et ¥ (0) =—>" a.
i=1
Supposons A > 0. La fonction £ (-, \) est continue, O-coercive, strictement

convexe sur (RT)" : il existe donc un et un seul point T(\) € (R*)" minimisant
L (-, \) sur (RT)". Ce point F(\) est caractérisé par le fait que

—VaL (3(X), A) € Ny (1)),
c’est-a-dire :
— aibie T Ni 4+ X\ = 0 pour tout i tel que T (A); >0,
{ a;b; — A < 0 pour tout i tel que T (A\), = 0.

On constate que (T(\); > 0) équivaut a (A < a;b;) . En clair, T(\) est le
+
vecteur de R™ de composantes b%- [ln (ag\blﬂ s =1 000,
Par suite
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La fonction v, on le sait, est concave semi-continue supérieurement sur R.
Le probléme dual (D) de (P) consiste ici & maximiser 1 (A), A € RT.
b) Supposons, pour alléger 'écriture et les notations, que nous avons la
disposition suivante : a1b1 < asbs < ... < anby,. Alors :
—SiAZapby, v(A)=-X;
n n
~SiA<ah, v =3 a (1— ﬁ) A <2 b%ln(“&“) —1> :
i=1 i=1
— Si A € [agbk, akt1bk+1], ¥ (A) a l'expression suivante :

b\ = i (%—ai>+)\<i b%m(“f")q).

i=k+1 i=k+1

Ainsi v est dérivable sur Jagbg, ax1bk11[, de dérivée
n

=Y %1n<“;bi> 1

i=k+1 °

En observant que  lim ¢ (A) = lim s (M), on constate que 1) est
A—(agby)~ A—(arbi) ™

aussi dérivable en agby. En fait ¢ est dérivable sur R} avec

/ 1 CLibi +
Y (A):Zg[ln< ;y )} — 1 pour tout A > 0.

=1

On note (sans surprise) que 1 (\) est égal a h (T (\)) = % o = =) -
La fonction wl est continue sur R}, strictement décroissante sur [0, a,,by,],
et de plus :
lim ¢ (\) = +00 ;

A—0t
!

¥ (A) = —1 pour A\ > apby,.

L’équation ¢’ (A\) = 0 a donc une seule solution X (> 0), c’est évidemment
le point maximisant v sur R*. -

La solution de (P) est donc T = Z (X), c’est-a-dire :

by _
T; = bliln <a%z> pour les i tels que a;b; > A,
Z; = 0 pour les i tels que a;b; < \.

Ezemple. a1 =1, ag =2, a3 =5/2
bi =1, by =3/2, by =2.

143



CHAPITRE IV. MINI-MAXIMISATION. DUALISATION DE PROBLEMES...

144

Voir ci-apres le tracé de la fonction duale ¢ :

VA0, w()\):—(l—/\)+—2<1—i>+—

'

1
Al |In —
I ([n)\

213+

_n_

31
1
2

, 11t 2 31 51"
YA >0 A\) = |In= Zlm?2 mZ| —1.
>0 W= ng| +3 3] +5 3]
\Fial

5 gy

1

40N
.
E) ‘-.4_&‘:'_-_-1 1] ]

Valeur approchée de A : 1,58469934.
Valeur approchée de 1(\) : —2,65118410.
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** Exercice IV.8. ay,...,an,b1,...,b, étant des réels (fixés) tous strictement
n

positifs, on pose f:x = (z1,...,2,) ER" — f(z) 1= > ;- et
i=1 !

n
C'::{ = (z1,...,2,) €ER" |2; 20 pourtouti:1,...,nethiazi:1}.
=1

On considére le probléme d’optimisation suivant :

Minimiser f(x)
(P) {x eC.

1°) a) Quelles propriétés de (P), utiles pour sa résolution, peut-on observer ?
Quelles conséquences peut-on en tirer quant a 'existence et 'unicité des
solutions de (P)?

b) Montrer que T = (Z1,...,T,) € C est solution de (P) si et seulement
si on a la propriété suivante :
Il existe un réel X tel que
—aiz_Q +X\b; =0 pour tout 7 tel que Z; > 0,
( 1+ .CCZ)
—a; + \b; >0 pour tout i tel que T; = 0.

2°) On considére le lagrangien usuel

L:(z,\) € (R+)n XRr—— L(z,A) = f(z)+ A (zn:bzxz — 1)
i=1

et la fonction duale v associée, i.e.

VA € R, A) = inf L(x,N).
v = inf L

a) Vérifier que 1) (A) = —oo0 si A < 0, et que pour tout A > 0 il existe un et
un seul 7 (A) minimisant £(-, \) sur (RT)".

En utilisant la caractérisation de T (\) fournie par les conditions nécessaires
et suffisantes d’optimalité, montrer que :

n +
VA}O,w(A):Zai{lJr( ?—1) (1— ba—A> }—A.
i—1 1 1

b) En étudiant les propriétés de 1) sur R* (notamment sa dérivabilité) mon-
trer qu'il existe un et un seul A > 0 maximisant ¢ sur R+,

Exprimer alors les coordonnées 7; de la solution (P) en fonction de A et
al,...,an,bl,...,bn.
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Solution : 1°) a) L’ensemble-contrainte est un polyédre convexe compact non
vide (le caractére borné de C' se déduit par exemple de I'observation suivante :
six = (x1,...,2,) € C, alors 0 < z; < 1/(min,; b;)), f est continue sur C : le
probléme de minimisation (P) a donc des solutions.

La fonction f est strictement convexe sur 'ouvert convexe

20,1'

L= (=t freellf” @ (e 5= dagflcco =

est définie positive en tout x = (x1,...,x,) de Q).

Par conséquent, le probléme (P) a une et une seule solution.

(P) est un probléme de minimisation différentiable et convexe, les
contraintes du type égalité ou inégalité sont exprimées a l’aide de fonctions

affines ; par suite, la solution de (P) est caractérisée par les conditions du 1¢
ordre de Karush-Kuhn-Tucker.

b) T = (T1,...,%T,) € C est solution de (P) si et seulement si les conditions
de KKT suivantes sont vérifiées : il existe (fiy,...,7,) € (RT)" et X € R tels
que

a; =
- 5 — M +Ab; =0
(KKT) (1+7;) pour tout i =1,...,n.
AT =0
Si 7 est tel que T; > 0 (il y a nécessairement de tels ), fz; = 0 de sorte que
TR, vV
(1+Ez)2 + 7

Si 4 est tel que T; = 0, on a —a; + A\b; = 1i; > 0.
D’ou la caractérisation annoncée.

2°) On considére
(z,A) € (RT)" X R+— L(z,A) = Y 7~ + A (Z biz; — 1> :
i=1 i=1

a) L(-,\) a une expression « séparée » en les coordonnées z;, ce qui fait
que sa minimisation sous contraintes « séparées » (z; > 0 pour tout i) s’en
trouve facilitée.

Supposons A < 0. Puisque z; peut étre pris positif arbitrairement grand et
que b; > 0, il s’ensuit ¢ (\) = —oo.

SiA=0, L(z,0) = f(x) et ¢ (0) =0.

Supposons A > 0. La fonction £ (-, \) est continue, O-coercive, strictement
convexe sur (RT)" : il existe donc un et un seul point 7 (\) € (R*)" minimisant
L (-, \) sur (RT)". Ce point T (\) est caractérisé par la propriété

V2L (T (A), ) € Nr+y» (T(N)),
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c’est-a-dire
a;
——————— 4+ b;A =0 pour tout i tel que T(\), >0,
1+z(N),; )2 )

— b;A < 0 pour tout i tel que T (X); = 0.

On constate que (Z (A); > 0) équivaut a ()\ < %_Z) . Ainsi T (\) est le vecteur

Jr
de R™ de composantes (1 / b(zi,\ ) ,i=1,....n
Par suite

YA =LENN= D at+ Y, Vab
{i | Z(\);=0} {i | Z(x);>0}

+ A > bi<\/£:;—1>—1

{i | z());>0}

+
Yoo at+ Y Vaba= Zaz[1—<1— l)a—A)]
{i1zn);=0}  {i|=z(n),>0} ’

oo <\/b‘::;—1>:iibi <\/£:;—1)+,

{i | 2(\),>0}
+
o
Abi [ f—1) b=
i (bw >}

de sorte que
[ox Bx)
_§ az{l—i-( ——1) (1— a—) }—)\.

" n)
A) = a; [1—[1—4/—
=S - (1-47)
=1
b) Quitte a renuméroter les indices, on peut supposer que nous avons la
disposition suivante : % < % <...< Z—:. Ainsi :
n

~SiAzg, ¢ (A):Zai—)\;

SSEA<E, v (A ZM(%M—)—A;
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~-Si\e [a’“ M[ , ¥ () a pour expression

b b1
k n >\bz
Y ait+ Y Vaibid (2— ,/—> — A
i—1 i=kt1 %

La fonction v est finie sur R™ et continue sur R} (puisque concave sur R™).
Etudions sa dérivabilité sur R} .

o s o a P
Il est clair que 1) est dérivable sur } ‘g—: , ﬁ[ , de dérivée
- a;b;
qp(/\)zz ( ’)\Z—bi>—1.
i=k+1

Notons que  lim ¢’ (A\) = lim . ¥ (N); donc 9 est dérivable sur R} .
=(58) ()

D’ailleurs la formule générale donnant 1" sur R est :

¢I(A):Zbi<,/;—;—l> — 1 pour tout A > 0.
i=1 ¢

Observons — et ce n'est pas surprenant — que 1 (M) est la dérivée par
rapport & A de A — L (z,A) = f(x) + A <i bix; — 1) prise au point opti-
mial F(X). -

La fonction w/ est continue sur R}, strictement décroissante sur [O, z—:} ,
et de plus :

lim ¢ ()\) = :
Aggﬁb() +00 ;

wl (A) = —1 pour A\ > “m,
bn,
L’équation ¢ (\) = 0 a donc une et une seule solution X (> 0), et c’est
I'unique point maximisant v sur RT.
La solution de (P) est donc T = 7 (X), c’est-a-dire :

— a; . a;
T; = /= — 1 pour tous les i tels que — > A,
i =4/ 1 P w5

a —
Z; = 0 pour tous les i tels que — < .

(3
Ezxemple. a1 =1, as =3, ag =4
by =1, by =1, by =4/5.
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Voir ci-dessous le tracé de la fonction duale v :

>0, v =1+ (VA-1) (1-VA)"
H(@_l) Q@)
VA > 0, 1/1’(A):<\/§—1>++<\/§—1)++%< 2—1>+—1.

Valeur approchée de X : 1,58122109.
Valeur approchée de 1(\) : 5,42941905.

+3 + 4

wind

*#* Exercice IV.9. Dans R™ muni du produit scalaire usuel (-, ), on considére le
probléme de minimisation suivant :

e 1
P) Minimiser f(z) := 3 (Mz,z) + (g, )

sous la contrainte Az + b < 0,

ou M € M, (R) est symétrique définie positive, ¢ € R", A € My, (R) et
beR™.

1°) Déterminer la fonction duale © associée au lagrangien

L:(x,p)— L(x,p):= %(M:ﬁ,x>+<q,m>+<u,Ax+b>.
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2°) (i) Formuler le probléme dual (D) de (P).
(73) Comment caractériser une solution 7z de (D)7
(747) Donner une condition suffisante pour que (D) ait une solution unique.

(17v) Comment une solution iz de (D) permettrait-elle de retrouver la solution
de (P)7

Solution :  f est une fonction (quadratique) fortement convexe, I’ensemble
C:={x e R"| Az +b < 0} défini par la conjonction des contraintes (a;, z) +
bj < 0 pour j = 1,...,m (inégalités définies par des fonctions affines) est
un convexe fermé. Donc, si C' # ), (P) a une et une seule solution Z. Les
contraintes étant qualifiées (puisque les fonctions les définissant sont affines),
T est caractérisée par :

Mz +q+ATE =0, (1)
3E = (- Fim) € (RT)™ tel que ¢ (7, AT +b) =0 2)
(; = 0si (a;,7) +b; <0).
1°) © (p) est par définition inf,crn £(x, p1).

A p fixé, le minimum de L(-,p) sur R™ est atteint en T (u) =
Mg+ ATy
Dou :

O (u) = —% <M’1 (ATH‘HJ) ,ATM+q> + (b, 1)
1

= <(AM’1AT) u,u> +(b— AM g, p) - % (M~q.q).

2°) (i) Le probléme dual (D) de (P) est :

m

(D Maximiser O ()
sous la contrainte p € (RT)

On sait que ce probléme de maximisation d’une fonction quadratique
+ m . . . . .
concave sur (R™)™ a des solutions (ce qui ne se voit pas directement puisque
AM~YAT est certes semi-définie positive, mais pas nécessairement définie po-
sitive).

(74) Une solution fz de (D) est caractérisée par :

e (R+)m et VO (1) est normal a (R+)m en i ;
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soit encore
e (RY)™, (AM—IAT) i+ AM~lg—be (RY)™
et
<<AM*1AT) T+ AM™lq—b, E> )

(iii) Si m < n et A est surjective, alors AT est injective de sorte que

AM~1AT est définie positive. En effet

<<AM71AT) y’y> = <M*1 (ATZ/> : (ATy)> >0
(((aM714T)yy) =0) & (4Ty=0) & (v =0).

Alors, (D) a une et une seule solution 7.
Cela se voit aussi a partir de (1) : les solutions & de (D) sont les multipli-

cateurs de (P), ils vérifient (1) et (2); de (1) on tire
ATn=—-Mz —q.

Un tel @ — dont on est assuré de l'existence — est unique.

(iv) Connaissant une solution 7z de (D), la solution de (P) est le point mi-
nimisant L(-, 1) sur R™, i.e. T (). Il n'y a pas lieu de distinguer les minima
de L(-,71) qui sont admissibles et ceux qui ne le sont pas : T (1) est forcément

admissible.

* Exercice IV.10. Données :
Ap symétrique définie positive, Ay, ...
tives; bg, b1,..., b, dans R™ ; cg,cq,..., ¢y dans R.
On considére le probléme d’optimisation suivant :

, Ay, symétriques semi-définies posi-

Minimiser f(z) := 3 (Aoz,z) + (bo, ) + co
(P) sous les contraintes
gj(z) =3 (Ajz,z) + (bj,z) +¢; <0, j=1,...,m.

1°) Quelles propriétés de (P), utiles pour sa résolution, peut-on noter ?
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2°) Soit
L:(w,1) €R® X R™ — L(z,p) = f(x) + Y pjg()
j=1

le lagrangien usuel dans (P), et

pe (RN — 1 (u) = inf L(z,p)

la fonction duale associée.
Pour i € (RT)™ on pose
A(M) = Ao+ AL+ ...+ A,
b(,u) i=by + p1b1 + ...+ b,
C(M) =cot+ picr + ...+ UmCm-

Déterminer 'expression de 1 (u) en fonction de A (u), b(p) et c(u), et
formuler (le plus simplement possible) le probléme dual (D) de (P).

Solution : 1°) La fonction-objectif f est (quadratique) strictement convexe,
les fonctions g; définissant les contraintes du type inégalité sont (quadratiques)
convexes. Donc, si 'ensemble-contrainte n’est pas vide, le probléme de mini-
misation convexe (P) a une et une seule solution.

2°) On a

00 = inf {3 AW 200+ 00).0) + ()}

zER™

A () est symétrique définie positive pour tout p € (RT)™ . La solution du
probléme de minimisation de £(-, ) sur R™ est

T(0) =~ [A(W] " b(w),
d’ot |
¥ () = =5 ([ b (1) b (1) +e ().
Le probléme dual (D) de (P) consiste & maximiser la fonction (concave) 1

sur (RT)™.
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#%% Exercice IV.11. Soient aq,...,a,, dans R", by,...,b, dans R, et soit (75>

R m
le probléme qui consiste & minimiser f(z) := In <Z e<aﬂ"m>bi> pour z € R™.
j=1

1°) Montrer que (75> est équivalent (en des termes qu’on précisera) au pro-

bléme (avec contraintes) (P) posé dans R™ x R™ suivant :

Minimiser f (z,y) := In Zeyﬂ

(P
sous les contraintes Ax — b =1,
ou A € My, »(R) est la matrice dont les lignes sont ay, . .., an, et b le vecteur
de R™ de composantes by, ..., by,.

2°) Expliciter la fonction duale

NER™— (N = inf _ {f(w,y)+ N\ Az —b—y)}.
(z,y)ER™ XR™

En déduire la forme du probléme dual (D) de (P).

Solution :  1°) Si T est une solution de (75>, on pose § = AT — b et (T,7)
devient solution de (P). Réciproquement, si (Z,y) est solution de (P), on a
AT — b =7 et T est solution de (75>

2°) Il s’agit de calculer

inf In Ze% _ D) <AT)\,:U>

(z,y)ER™ xR™

Plusieurs cas sont a dlstlnguer :
a) Si ATA # 0, I'infimum ci-dessus est clairement égal & —oo.
b) Si ATA =0, on a & déterminer en fait

yER™

inf ¢In () e | —(\y) o (4.2)
j=1

m
— Situation ou ) A; # 1.
j=1
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De l'inégalité eVt 4 ... 4+ e¥ < m eM®9¥%  on déduit

m

m
In E e’ | —(\y) <In m+ maxy; — E AjY;-
: j ,
J=1 J=1

En prenant par exemple y; = % pour tout j (ou —% pour tout j) et en
faisant k — +o00, on constate aisément qu’alors

inf <1 Vi | — = —00. 4.

Jnf Q| > e | = () 00 (4.3)
g=1

— Situation ot I'un des \; (disons Aj,) est < 0.

En prenant y; = 0 pour j # jo et y;, = —k et en faisant k — +o0, on
arrive également a la relation (4.3).

m
— Situation ot Y A\j =1 et A\; >0 pour tout j =1,...,m.
j=1

Observons tout d’abord que si Jy dénote {j =1,...,m | A\; > 0},

m

inf <{In e¥i | — (A, = inf {In e¥i | — iy

R le T ]%; j%; "

11 suffit donc de déterminer la borne inférieure de (4.2) dans le cas o tous
les \; sont > 0. C’est en fait la situation ot la borne inférieure de (4.2) est
finie et atteinte. En effet, la borne inférieure de (4.2) est finie et atteinte si et
seulement si le systéme d’optimalité suivant a une solution

eYi

m
D"
j=1

=Jj pourtout j=1,...,m,

c’est-a-dire si et seulement si

m
Z)\jzlet Aj >0 pour tout j =1,...,m.
j=1
m
Dans ce cas la borne inférieure en question vaut — > A;In ;.
j=1
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Résumons tous les cas de figure en I'expression suivante de la fonction
duale v :

$(A)==> NlnXj—(Ab) si ATA=0, Y X =1et ;>0 pour tout j ;
j=1 j=1

= —0o0 sinon

(avec le prolongement habituel 0 In 0 = 0).
Le probléme dual (D) de (P) est donc :

Maximiser — Y A;InX; — (A, b)

(D) = m
sous les contraintes AT\ = 0, Z Aj =1et \; > 0 pour tout j.
j=1

** Exercice IV.12. Soit (P) le probléme consistant a minimiser f(x) sous la

contrainte
reC:={xeR"|g(x)<0,...,9,(z) <0}.

On fait les hypothéses suivantes sur les données de (P) :

— Les fonctions f, g1,..., g, sont convexes et différentiables sur R";
— L’ensemble-contrainte C' est borné;

— Il existe xg € C tel que g;(x9) < 0 pour tout j =1,...,p.

1°) a) Montrer que l'intérieur de C' est

()

C ={zr cR"|gj(r) <0 pourtout j =1,...,p}.

b) Enoncer les propriétés du probléme d’optimisation (P) que les hypothéses
faites induisent.

2°) Soit

Grpe (RN o (p) = inf | f(2)+ ) pngi()
j=1
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la fonction duale usuelle associée au probléme de minimisation (P), et pour
tout o > 0 soit

fai € C o (@)= f@) = = D In(g;(a)
j=1

a) Vérifier que ¢, est convexe et différentiable sur C.
[¢]

o]
b) Montrer qu’il existe des points de C' minimisant ¢, sur C'.

o
¢) Soit T, un minimum de ¢, sur C et on désigne par u® le vecteur de (RT)”

dont les composantes sont —.
agj (Ta)

P
— Montrer que Z, minimise x — f(z) + > 71§ g;(z) sur R™.
j=1
— Vérifier que la fonction duale ¢ prend une valeur finie en .

— Etablir 'encadrement suivant
— - — p
f(xa)> f >f(xa)_aa
ot f désigne la valeur minimale dans (P).

d) Commenter la pertinence de I’approche proposée dans cet exercice pour
résoudre le probléme originel (P).

Solution :  1°) a) Il est clair que C = {x € R" | g(x) < 0}, o on a posé
g = max; g;. La fonction g est convexe, mais pas différentiable en général.

De par la continuité de g, on a :
o
(9(z) <0) = <:c € C) (la convexité de g n’est pas essentielle ici).

Soit a présent x a U'intérieur de C' et montrons que g(x) < 0 nécessairement.

Supposons g(z) = 0 et montrons que cela conduit & une contradiction.

Pour t € )0, 1], posons y; := x — t(z — zg) et z; := x + t(z — z¢), ol x¢ est
un point en lequel g;(xp) < 0 pour tout j = 1,...,p (et dont I'existence figure
en hypothése).

1
e Comme z = 5(?/7& + z) et que g est
convexe,

1 1
P 0=yg(z) < 59(w) + 59(z1).

Toujours en raison de la convexité de g,
A
o g(yr) < (1 —1t) g(x) +tg(xo) < 0.
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Par suite g(z;) > 0. On a donc z; arbitrairement proche de = en lequel la
valeur prise par g est strictement positive. Ceci contredit '’hypothése de départ
selon laquelle z est a l'intérieur de {x € R" | g(x) < 0}.

En définitive

o

C ={z eR"|gj(x) <0 pourtout j=1,...,p},
et donc
frC ={x e C|3jtel que g;j(z) =0}
o
(qui est aussi fr C' car C' est un convexe d’intérieur non vide).

b) (P) est un probléme de minimisation convexe. La fonction-objectif f
étant continue et I'ensemble-contrainte C' compact, le probléme (P) a bien des
solutions. Tout ceci conduit & affirmer que I'ensemble S des solutions de (P)
est un convexe compact non vide de C.

La condition (de qualification des contraintes) de Slater étant vérifiée pour
(P) (cela figure parmi les hypothéses du probléme), ’ensemble M des multi-
plicateurs de Lagrange-KKT est donc un convexe compact non vide de (RT)”

(& tout T € S est associé le méme ensemble de multiplicateurs M).
La fonction duale

Y€ (RY) () = inf | f(z)+> pgi(x)
=1

est concave semi-continue supérieurement, et on sait que les points maximisant
¥ sur (RT)? sont exactement ceux de M.

o
2°) a) La fonction g; : C' — R est convexe et différentiable ; la fonction

y € Ry — —In(—y) est convexe, croissante et différentiable. Il s’ensuit que la
(0]
composée des deux, qui n’est autre que x € C —— —In(—g;(x)), est convexe
o
et différentiable sur C'.

[¢]
Par suite, ¢, est convexe et différentiable sur C.

b) f est bornée inférieurement sur C, —In(—g;j(z)) — +oo0 quand g;(x) —
0. Il s’ensuit
o
Ya(z) = 400 quand z€ C —ze€frC.
Par conséquent tous les ingrédients sont la pour qu’il existe Z, minimisant
o

pq sur C'. Ces points T, sont caractérisés par :

To € C et V(@) + Z Vg; (Ta) = 0. (4.4)

1 Qg (xa)
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P
¢) La fonction z € R" — f(z) + }_ 17 g;(x) est convexe et différentiable
j=1
P
sur R". Comme Vf (Zo) + > B3Vg; (Ta) = 0, le point T, minimise bien
j=1
P
i Zlﬁ;’-‘gj sur R"™.
J:

Ainsi ¢ (7%) := infpeps (f(az) + iﬁ;*gﬂx)) > —cc.
Z

On a: _
f(Ta) 2 f=inf f(z) = sup o (u) = ([EY),
zeC LE(RT)P
et P ]
6 () = 1 (@) + Y m05(E) = f @) + Y (-3
j=1 j=1
puisque ﬁ?‘ = W%a) pour tout 5 =1,...,p.

d) ¢4 joue le role de fonction-barriére (ou de fonction pénalisée par l'inté-
rieur) réglée par le paramétre a > 0.

« —— T, est un « chemin central » dont on espére qu’il nous conduira a
une solution T de (P) lorsque o — +o0.

La recherche de z, est un probléme de minimisation sans contraintes, et
on peut envisager de trouver Z,, en résolvant le systéme d’optimalité (4.4) (par
une méthode de Newton par exemple).

L'encadrement f (To) = f > f(Ta) — P est fort utile pour gérer un test
d’arrét sur 'incrémentation en a.

On peut aussi voir T,, comme résultat d’une perturbation ad hoc des condi-
tions de minimalité. En effet :

7 € C et il existe @ € (RT)" tel que :
P
(T est solution de (P)) < Vf @)+ Zlﬁjvgj @) =0;
‘7:
,g; (T) = 0 pour tout j =1,...,p

alors que ¥, est caractérisé par
To € C et il existe z® € (RT)” tel que :
P
Vf (fa) + Zlﬁ?ng (fa) =0;
]:
B35 (Ta) = —é pour tout j =1,...,p.
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** Exercice IV.13. Le probleme dual augmenté :

1°) Considérons le probléme de minimisation (de base) suivant :

Min f(x)
(P) {hl(az) =0,...,hp(xz)=0.

m
Pour 7 > 0 on pose f.(z) := f+ 5 > h? et on considére la version modifiée

=1
(Pr) de (P) ci-dessous :

Min f, (x)
(Pr) {hl(x) =0,...,hp(x)=0.

a) Vérifier que les problémes (P) et (P,) sont équivalents.
b) Soit

m

Lr:(x,)) ERY X R™ — Lo(2,X) 1 = fo(2) + Y Aihi(x)
=1

= J(@)+ 5 Y@ + Y Nibi(a)
i=1

=1

(4.5)

le lagrangien usuel pour le probléme (P,.); on appelle lagrangien augmenté
du probléme (P).
— Comparer L, et le lagrangien usuel £ du probléme (P).

— Ecrire le probléme dual (D,) (dit augmenté) dérivé de L.

2°) On désire définir un lagrangien augmenté pour le probléme de minimi-
sation avec contraintes du type inégalité ci-dessous :

Q) {Minf(a:

)
g1(x) €0,...,g,(zx) <0.

Pour ce faire, on considére le probléme (Q) suivant, plongement du probléme

(Q) dans R™ x RP :
. Min f(z)
() g4 -
gi(x) +y; =0pour j=1,...,p.
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Soit £, : ((x,y),A) € (R" x R?) x R? — L,(,y, \) le lagrangien augmenté
associé a ( A) suivant la définition (4.5) . Comme 'expression de la fonction duale
dérivée de L, conduit & calculer
A

[N - 4 _ .
eR (x,y)g@fnxw Ly (z,y, ) xlenﬂ{n [yleanp L.(z,y,M\)],

on propose de définir un lagrangien augmenté directement associé a (Q) en
posant :
Ly:(x,\) € R" X RP — L, (x,\) := inf L,(x,y, ).

a) Démontrer que
P
Lo, ) = f(@) + 3 or (N, 05())
j=1

ot ¢, : (a,t) E R X R— (e, t) 1= o= {[max{O,a +rt}]* - a2} :
b) — Déduire du comportement de @, (a,t), lorsque 7 — 07, ce que devient
L. (x,\) quand 7 — 0.

— Donner quelques premiers éléments de comparaison entre la fonction
duale ©, dérivée de L, et la fonction duale usuelle ©.

¢) Quelles propriétés de L, peut-on déduire des hypothéses du type convexité
ou différentiabilité des données du probléme (Q)?

Commentaire :

— Le plongement d’un probléme d’optimisation avec contraintes du type inéga-
lité dans un probléme d’optimisation avec contraintes du type égalité (en ajoutant
des variables d’écart) a déja été considéré dans I’Exercice I11.28.

— Concernant 'apport et l'interét du lagrangien augmenté dans un contexte
particulier, on pourra « boucler » sur la partie B du probléme 1.18.

Solution : 1°) a) Désignons par S I'ensemble-contrainte dans (P), c’est-a-dire
S:={zeR" | hi(x)=0,...,hy(z)=0}.
Il est évident que f.(x) = f(z) pour tout x € S. Donc le probléme de la

minimisation (locale, resp. globale) de f, sur S est équivalent a celui de la
minimisation (locale, resp. globale) de f sur S.
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b) — Le lagrangien usuel £ pour le probléme (P) est
(z,)) ER™ x R™ — L(z,\) = Z)\h

c’est-a-dire la fonction-limite hm L, (x,\). En fait,

r—0

Tm
£T:£+§;h§

est la somme du lagrangien usuel et d’un terme positif d’« augmentation » ou
de « pénalisation extérieure » mesurant d’une certaine maniére la violation des
contraintes du probléme.

— La fonction duale dérivée de L, est

O, =A€eR" +— O,(A) := ian L, (x,N),
zeR?

d’ou le probléme dual correspondant :

ax 9,
(Dr) {1)\\/16 Rm.(/\)

2°) a) Par définition,

/4

Lo,y ) = fa) + = D _loi(@) +51P + 37 Niloj (@) + 5]

1 j=1
= f@)+ > {5vh + s + g @ + Xigi(2) + 59,

La structure « séparée » de L,(z,y,\) en les variables y; facilite la mini-
misation de ﬁr(az, - A) sur RP. En posant u := y]?, on est en fait réduit a la
minimisation de la fonction quadratique convexe u — Su? + [\; +rg;(z)]u +
2jg;i(x) + 5g;(x)? sur RT. Deux cas sont alors a envisager :

>\. o . .. .,
° gj(x) < =3 auquel cas la fonction en question est minimisée en
Ajtrg; ().

r )

gl

Aj . . A _
e gj(x) > —=Z, auquel cas la fonction en question est minimisée en 7 = 0.

)]

En somme, @ = max {0, .

Par suite, g;(x) + @ = max {gj (z), -2 } et

T
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A\ iy 1
% max{gﬂx),—%}) + )\jmax{gj(x),—%} = Z{[maX{O’Aj +
rg;(z)})* — )\?} (si, si!), d’ou 'expression escomptée de L, (x, \).

b) — Voici ci-aprés des exemples de fonctions ¢ — ¢, (o, t).
Les fonctions ¢, () sont convexes, croissantes et dérivables (mais pas
deux fois dérivables). De plus, lorsque « > 0,

or(a,t) > at pour tout t € R (d’accord?),

de sorte que

Lo(z,)) = @)+ ) Ngi(z) st A= (A,..., Ap) € RY)P.
j=1

ct

|2

/
7

,_,
———® =

o?
2r o?

2r
a=0 a<0

FIGURE 9.

Par ailleurs, de simples calculs de limites montrent :

—sia >0, ¢.(a,t) — at quand r — 07, et ce pour tout t € R ;
—sia <0, ¢ (a,t) = —oco quand r — 07, et ce pour tout ¢ € R.
En conséquence, pour tout (z,\) € R™ x RP,

P
‘ F@) +> Ngj(@) = L(x,A) si A= (A1,...,Ap) € (RT)P,
lim £,(x,\) = =1
r—0t J
—o0 si l'un des A; est < 0.
— Le lagrangien augmentée L,, et la fonction duale augmenté ©, qui lui
est associée, sont naturellement définis pour tout A € RP, alors que la fonction
duale usuelle © n’est & considérer que pour A € (RT)P. Si, néanmoins, on pose

©(\) = —oo pour A ¢ (RT)P il est clair que l'on a :
©,(A) = O(A) pour tout A € RP.
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Problémes duaux dérivés :

LR v

¢) On vérifie aisément que, pour tout ¢ € R, les fonctions ¢, (-,t) sont
concaves sur R. Par suite, la fonction £, (z,-) est concave pour tout z € R".

Si les fonctions g; sont convexes, il en est de méme des fonctions = +——
©r(Aj,g5(x)) (d’accord ?); par conséquent la convexité de f et des fonctions
g;j induisent la convexité de L,(-, ), pour tout A € RP.

Dans ce cas on a affaire a un lagrangien augmenté £, qui est convexe-
concave (et partout a valeurs finies) sur R™ x RP.

Si f et les fonctions g; sont différentiables, il en est de méme de la fonction
L.(-,A) et

Vi Lr(Z, ) = V(@) + Z max {O, Xj +rg; (E)} Vg;(Z).
j=1

Par contre, méme si f et les g; sont deux fois différentiables, la différentiabilité
seconde de L, (-, \) n’est pas assurée en les points T tels que A\;j + 7¢;(Z) = 0
pour un certain j.

Commentaire : Prolongement de 'exercice : Dans le cas d'un probléme de mi-
nimisation conveze (Q), montrer que :

— les points-selles de £, sur R™ x RP sont les mémes que ceux de £ sur R™ x
(RF)P;

— les solutions du probléme dual augmenté (D,.) sont les mémes que celles du
probléme dual ordinaire (D).
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POLYEDRES CONVEXES FERMES.
OPTIMISATION A DONNEES AFFINES
(PROGRAMMATION LINEAIRE)

Rappels

(+,-) dénote le produit scalaire usuel dans R" ; les formes linéaires sur R™ sont
du type x € R" — (¢, z), ot ¢ € R™.
Les hyperplans affines de R™ peuvent étre décrits de la maniére suivante :
{w € R" | {a;,7) = bi}, (5.1)
ol a; est un vecteur non nul de R™ et b; un réel. Les demi-espaces affines fermés de
R™ peuvent étre décrits d’une maniére similaire & (5.1), une inégalité ({a;, z) < b;)
se substituant a I'égalité (a;, z) = b;.
Naturellement, un hyperplan affine (d’équation (a;,x) = b;) peut étre vu

comme l'intersection des deux demi-espaces fermés (d’équation (a;,x) < b; et
(—a;,r) < —b; respectivement).

V.1. Polyédres convexes fermés

Définition. Un polyédre convexe fermé de R™ est 'intersection d’un nombre fini
de demi-espaces affines fermés de R".

Le polyédre convexe fermé C', intersection des m demi-espaces affines fermés
d’équation (a;,x) < b;, est décrit d’une maniére condensée sous la forme

Az < b, (5.2)



CHAPITRE V. POLYEDRES CONVEXES FERMES. OPTIMISATION A DONNEES AFFINES...

ot A € My, »n(R) est la matrice dont les m lignes successives sont ay,...,am, b
le vecteur de R™ de coordonnées by, ..., by, et < l'ordre de R™ « coordonnée par
coordonnée » (i.e., si x = (x1,...,Zm) et ¥y = (y1,...,Ym) sont deux vecteurs de
R™, «x < y» signifie « 2; < y; pour tout ¢ = 1,...,m »).

Parmi les classes particuliéres de polyédres convexes fermés signalons :

— Les sous-espaces affines de R™, que 'on peut décrire comme intersections
d’hyperplans affines fermés :

{z € R" | (a;,x) = b; pour tout i =1,...,m} (5.3)
(Ax = b sous forme condensée). '

Lorsqu’'un sous-espace affine est représenté comme en (5.3) avec des a; li-
néairement indépendants (i.e. A est surjective), ce sous-espace est de dimension
n—m.

— Les polyédres convezes compacts (c’est-a-dire fermés bornés) de R™, appelés
aussi polytopes de R™ quand ils sont d’intérieur non vide. Il y a deux maniéres
équivalentes de représenter un polyédre convexe compact C' de R"

C={xeR"| Az < b} et C est borné,

ou bien

C = conv{vy,..., v}, (5.4)

ol vy,..., U sont des vecteurs de R”.

— Les cones converes fermés polyédrigues de R™; ce sont les in-
tersections d'un nombre fini de demi-espaces vectoriels fermés de R”
(b = 0 dans la description (5.2)) :

{z e R" | (a;,z) <0 pouri=1,...,m} (5.5)
(Az < 0 sous forme condensée). '

Il y a deux maniéres équivalentes de représenter un céne convexe fermé poly-
édrique K de R™ : comme en (5.5), ou bien

k
K:{thi\ti>0pourtouti:1,...,k}, (5.6)
i=1
ol vy,...,v sont des vecteurs de R"”.
K, décrit en (5.6), est un cone convexe fermé (le caractére fermé de K fera
I'objet d'un exercice), auquel on se référera par la notation cone {vi,...,vx}
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(plutot que cone-conv {vy, ..., vx}). Le passage d’'une description a l'autre se fait
par polarité : si K est un cone convexe fermé polyédrique de R™, son cone polaire

K°:={seR" | (s,d) <0 pour tout d € K}
est encore un céne convexe fermé polyédrique de R™; de cette maniére :

K° = cone {ay,...,an}lorsque K est décrit comme en (5.5); (5.7)

K°={x e R" | (v;,z) <0 pour tout i =1,...,k} (5.8)
lorsque K est décrit comme en (5.6) . '

Ce que dit (5.7) est le lemme de Minkowski-Farkas (sa premiére forme du
moins) :

{z € R" | (a;,z) <0 pouri=1,...,m} est contenu dans (5.9)
{z e R" | (b,z) <0} '
si et seulement si
b e cone {ay,...,anm}. (5.10)

Le plus petit sous-espace affine de R"™ contenant un polyédre convexe fermé C'
de R"™ s’appelle le sous-espace affine engendré par C'; on appelle dimension de C'
(et on note dim C') la dimension de ce sous-espace affine engendré. L’intérieur de
C dans le sous-espace affine engendré par C' est ce qu’on appelle l'intérieur relatif
de C'; il est noté ir C' (ou int, C).

Le caractére borné ou non d’un polyédre convexe fermé de R" est mesuré par
le cone asymptote (ou asymptotique) de C'; il s’agit de

Coo i ={d € R" | 2y + td € C pour tout t > 0} . (5.11)

Cet ensemble, qui se trouve étre indépendant du zg choisi dans C, est un
cone convexe fermé polyédrique de R™; il est réduit a {0} si et seulement si
C est borné. Dans l'exemple d'une description de C' comme en (5.2), Co est
{z e R" | Az < 0}.

Il y a une maniére de décrire un polyédre convexe fermé C' de R™, complémen-
taire de celle donnée en (5.2), faisant apparaitre la partie bornée et la partie non
bornée de C' :

C=Cpy+ Cx, (5.12)

ol Cy est un polyedre convexe compact. On peut méme poursuivre la décomposi-
tion en faisant Cxo = K + L, olt K est un cone convexe fermé polyédrique saillant
(i.e. KN (—K)={0}) et L un sous-espace vectoriel de R".
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Autres notions rattachées & un polyédre convexe fermé C' de R" :
—SiT e C, le cone tangent & C' en T et le cone normal & C' en T, c’est-a-dire

T(C,z)={deR" |d=t(c—T) avec c € C et t > 0}

“ N(C,z)={s e R" | (s,c —T) <0 pour tout ¢ € C}

respectivement, sont & leur tour des cones convexes fermés polyédriques.

— Un point T de C est appelé point extrémal (ou sommet) de C §'il n’y a pas
deux points distincts y et z de C' tels que T = 1/2(y + 2).

Autre maniére équivalente de désigner un tel point : il est impossible d’avoir
T=oay+ (1 —a)zavec y et z deux points distincts de C' et a € |0, 1].

Un polyédre convexe compact est I’enveloppe convexe de ses points extrémaux.

— Un hyperplan affine de R", d’équation (a,z) = b, est appelé hyperplan
d’appui & C en T € C lorsque

(a,T) =bet (a,xz) <bpour tout z € C.

F C C est une face (exposée) de C' s’il existe un hyperplan d’appui H a C' tel
que F' = CNH. Si un tel hyperplan a pour équation (a,x) = b, on dira que F' est
exposée par a.

Une face F' de C' est un polyédre convexe fermé, de dimension comprise entre
0 et n— 1. Si dim F' = 0 on retrouve la notion de point extrémal (ou sommet) de
C; sidimF =1 on dira que F est une aréte de C'; si dim F' = n — 1 on parlera
de F' comme d’une facette de C.

Un polyédre convexe fermé a un nombre fini de faces.

V.2. Optimisation & données affines
(Programmation linéaire)

V.2.1. Définitions et notations

— Un probléme d’optimisation a données affines (ou programme linéaire) se
présente sous la forme suivante :

Maximiser (c,z)
(P)q Az < b, ouc€eR" beR" et A€ My, ,(R). (5.13)
x>0

Minimiser (c,z) sous les contraintes Az < b et x > 0 conduit au méme
type de probléme (en changeant ¢ en —c). La présentation (5.13) est appelée
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forme canonique d’un programme linéaire ; une autre présentation est la forme

dite standard (V) :
Maximiser (c, )

(P){ Az =10 (5.14)
x> 0.

On passe de la forme canonique (avec A, b, ¢) a la forme standard, de la maniére
suivante :

(aj,x) < b; ] 11 existe u; > 0 tel que
devient ;
dans R" (ai,x) +u; = b;
d’ont

Ax <b

Arv+T,u=10
x>0 devient T dmt

x>0, u=>0

dans R"™

Le programme linéaire de (5.13) est transporté dans R™ x R™ & présent :

Maximiser (¢, )
(73/> Ar =0, ot = (z,u) € R" x R™, (5.15)
z >0

avec A" =[A | In] € Mppim(R), b =bet ¢ = (c,0).

Les problémes d’optimisation (5.13) et (5.15) sont équivalents au sens ou ré-
soudre I'un permet de résoudre 'autre. Ainsi tous les résultats sur les programmes
linéaires formulés sous la forme standard ont des contreparties sur les programmes
linéaires formulés sous une forme canonique, et wvice versa.

La résolution d’un programme linéaire est interprétée géométriquement
comme suit : Si C est le polyédre convexe fermé définissant les contraintes, maxi-
miser (c,z) pour x € C revient a chercher a s’appuyer sur C' avec un hyperplan
d’équation (c,z) = constante; 'ensemble des solutions (lorsqu’il y en a) est une
face de C' exposée par c.

— Soit C' un polyédre convexe fermé de R™ décrit de la maniére suivante :

Ax =10
{ 23>0 Aavee A € My, n(R) de rang m. (5.16)

() Ces appellations ne sont pas universelles, certains auteurs les permutent méme. Canonique
doit étre compris ici au sens de « naturelle, toujours possible dans ’espace des variables x » ;
standard au sens de « on peut toujours s’y ramener, quitte a ajouter des variables ».
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Une base est un ensemble J C {1,...,n} d’indices de colonnes de A telle que
la sous-matrice A7 constituée des colonnes de A d’indices j € J soit inversible;
A7 est la matrice de base associée & J.

Un élément (ou point) de base correspondant a la base J est un vecteur x =
(x1,...,2zy) de R™ tel que

z; =0sij ¢ J, x; est pris dans z; := (AJ)_1 b sinon.

Cet x a donc des composantes « hors-base » qui sont nulles, et des composantes
« de base » qui sont celles de x ;.

Une base J est dite admissible lorsque 1’élément de base x correspondant est
dans l'ensemble-contrainte décrit en (5.16), c’est-a-dire lorsque (z;); = 0 pour
tout j € J (les autres composantes, celles hors-base, étant nulles).

Si (5.16) est la représentation d’un ensemble-contrainte d’un programme li-
néaire, une base admissible J est appelée optimale lorsque I’élément de base cor-
respondant est solution du programme linéaire considéré.

A partir d’'une base J, on construit I'’élément de base correspondant en com-
plétant par des 0 I’élément x;; si 'un des xj, j € J, est nul, il y a une certaine
ambiguité & reconnaitre la base J; on dira que 1’élément de base est dégénéré si
précisément I'une des composantes de base est nulle.

Le résultat qui suit établit un lien fort entre la géométrie d’un polyédre convexe
fermé et sa représentation sous la forme standard (5.16) .

Théoreme. Soit C' décrit comme en (5.16) . Alors les points extrémaux (ou som-
mets) de C' sont exactement les éléments de base admissibles.

V.2.2. Résultats fondamentaux d’existence
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Théoreme. Si la forme linéaire x —— (c,x) est majorée sur le polyédre convexe
fermé C # ), alors elle y atteint sa borne supérieure.

Ceci est un résultat d’existence particulier au « monde linéaire » : le seul fait
pour (c,-) d’étre majorée sur C' entraine [’existence de T maximisant (c,-) sur C.
Sa démonstration fera I'objet d’un exercice.

Théoreme. — Si l’ensemble-contrainte d’un programme linéaire est un polyédre
conveze fermé non vide décrit comme en (5.16), alors il existe des éléments de
base admissibles (i.e. il existe des éléments de base correspondant & des bases
admissibles).

— Si l’ensemble-contrainte d’un programme linéaire est décrit comme en (5.16)
et si ce programme linéaire a des solutions, alors il existe des éléments de base
optimaux (i.e. il existe des éléments de base correspondant a des bases optimales).
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Ainsi un polyedre convexe fermé C' décrit comme en (5.16) a toujours des
points extrémaux, et si la forme linéaire (c,-) est majorée sur C, il y a toujours
au moins un point extrémal maximisant (c,-) sur C.

V.3. La dualité en programmation linéaire

V.3.1. Formulations de problémes duaux

Commengons par un programme linéaire écrit sous forme canonique :

Maximiser (c,x) Minimiser (b, y)
(P) Az < b ~| (D) ATy>e (5.17)
=0 y=0

(D) est appelé probleme dual (ou programme linéaire dual) de (P).

Dans le cas de programmes linéaires (P) écrits sous forme standard, les pro-
blémes duaux (D) se présentent comme suit :

Maximiser (c, z) Minimiser (b, y)
(P) Az =b — [ (D) (5.18)
x>0 ATy >c
Minimiser (c, z) Maximiser (b, y)
(P) Az =0 — | (D) (5.19)
>0 ATy <c

A coté de la transformation « symétrique » (5.17), retenons dans les trans-
formations « asymétriques » (5.18) et (5.19) les points suivants : « maximiser »
devient « minimiser » et vice versa; les contraintes du type égalité deviennent des
contraintes du type inégalité, il n’y a plus de conditions de signe sur les variables
duales y.
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V.3.2. Relations entre les valeurs optimales et les solutions
de programmes linéaires en dualité

Théoreme. Considérons

Maximiser (c,z) Minimiser (b, y)
(P) Az < b et (D) ATy>c
x>0 y = 0.

(1) Si T est admissible pour (P) et siy est admissible pour (D), alors (¢,T) <
(b,7) -

(17) St T est admissible pour (P), si g est admissible pour (D) et si (¢, T) =
(b,y), alors T est une solution de (P) ety est une solution de (D).

Revoyons ce méme théoréme avec une autre forme de (P), et donc de (D).

Théoreme. Considérons

Minimiser (e, z) Maximiser (b,y)
(P) Ax =b et (D)
x>0 ATy <e.

(i) Si T est admissible pour (P) et siy est admissible pour (D), alors (¢, T) >
(b, 7).

(17) St T est admissible pour (P), si § est admissible pour (D) et si {¢,T) =
(b,7), alors T ety sont solutions de (P) et de (D) respectivement.

Revenons au couple (P) — (D) de problémes en dualité du premier théoréme,
c’est-a-dire celui explicité en (5.17); on a a leur sujet le résultat fondamental
suivant :

Théoreme. (i) Sil’un des problémes (P) ou (D) a une valeur optimale finie, alors
il en est de méme de l’autre, et les valeurs optimales sont égales.

(17) Si le supremum dans (P) est +00, alors l’ensemble-contrainte de (D) est
vide ; si Uinfimum dans (D) est —oo, alors c’est que ’ensemble-contrainte de (P)
est vide.

Tous les cas possibles sont rassemblés dans le tableau synoptique ci-dessous;
pour englober tous les cas de valeurs optimales dans (P) ou (D) (400 et —oco
éventuellement), on conviendra que inf, = +o00 et Supg = —00.
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L’ensemble-contrainte L’ensemble
de (P) nest pas vide contrainte
(P) ades | (P) n'a pas de (P)
solutions | de solutions est vide
L’ensemble-| (D) a O.K.
contrainte des max = min| Impossible Impossible
de (D) |solutions| (P) (D)
n’est pas D n'a inf dans (D) =
vide pas de |Impossible | Impossible sup dans (P) =
solutions —00
sup dans (P) |Cas « pathologique »
L’ensemble-contrainte | Impossible = possible :
de (D) inf dans (D) | sup dans (P) = —c0
est vide = +o0 inf dans (D) = +o0

V.3.3. Caractérisation simultanée des solutions du probléme primal
et du probléme dual

Considérons par exemple le couple de problémes en dualité de (5.19) :

Minimiser (c,z)

(P)

Ax =10

x>0

et

Maximiser (b,y)

(D)

ATy <ec.

Théoreme. Soient T ety des points admissibles pour (P) et (D) respectivement.
Alors :

T est solution de (P) ((a;,@) - cj> Z; =0
et § est solution de (D) pour tout j =1,...,n ’

A / - . .
ot les a; désignent les vecteurs-lignes de AT .

Une maniére équivalente de dire ce qui est exprimé dans ’assertion de droite
de I'équivalence est :

(fj >0= <ajy> = cj) et (<a]y> <ej=>T; = 0) :
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Réécrivons ce résultat pour la formulation symétrique de programmes linéaires
en dualité (de (5.17)) :

Maximiser (c,z) Minimiser (b,y)
(P) Az <b (D) ATy>c
x>0 y = 0.

Théoreme. Soient T et Y des points admissibles pour (P) et (D) respectivement.
Alors :

(@) 7) —¢;) 75 =0

< T est solution de (P) ) pour tout j =1,...,n
=

et 7 est solution de (D) et ’
({ai,T) = bi)y; = 0

pour tout 1 =1,...,m
ot les a; (resp. les a;) désignent les vecteurs-lignes de A (resp. de AT).

Toujours pour le couple (P) — (D) de (5.17), considérons le lagrangien

L:R"xR™ - R
(l’,y) — £(l‘,y) = <C7$> - <yan_b>

= (c.z) = Y _wi (i, z) — bi).
i=1

(Ici, dans (P), on maximise (¢, x) — ou on minimise — (¢, z) — ce qui explique le
changement de signe par rapport au formalisme du chapitre IV et induit quelques
adaptations dans les définitions et résultats qui y sont rappelés.)

Un point-selle (ou col) de £ sur (R*)" x (RT)™ est un couple (z,7) € (RT)" x
(RT)™ tel que

L(z,y) < L(T,7) < L(T,y) pour tout (z,y) € (R*)n X (Rﬂm

(d'on L(Z,7) = max,>0 L(2,7) = mgglﬁ(f, Y)).
y

=

Théoréme. Soient T € (RT)" ety € (RT)™. Il y a alors équivalence entre les
assertions suivantes :

(1) T est une solution de (P) ety est une solution de (D);
(i) (Z,7) est un point-selle de L sur (RT)" x (RT)™.

Lorsque ceci a lieu

L(Z,y) =max dans (P)=min dans (D).
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* Exercice V.1. Soit I’ensemble-contrainte d’un programme linéaire dans R> dé-
crit de la maniére suivante :

de base associés ?

Références

[7] Concis et dense. Trés bon.

[26] |21], [22] et |24] contiennent de nombreux exemples simples et des illustra-

tions; elles intégrent la Programmation linéaire dans un domaine plus vaste,
répertorié sous le vocable de « Recherche Opérationnelle ».

[27] Description et analyse des principales méthodes de résolution numérique

des problémes de programmation linéaire reposant sur ’algorithme du sim-
plexe, ainsi que les programmes nécessaires a leur mise en ceuvre sur micro-
ordinateur.

[28] [CS| Trés complets sur la question; de véritables « Bibles ». Longtemps do-

minée par les algorithmes du type « méthode du simplexe », la résolution
numérique des programmes linéaires a subi un véritable révolution avec ’ap-
port de N. Karmarkar (1984). Les techniques du type « points intérieurs »
(¢f. 'Exercice V.25 pour une idée) commencent a prendre place dans les
formations du niveau 2° cycle : voir le chapitre 4 de [8] et les chapitres XIII
et XIV de [24] par exemple. La 4¢ partie de [4] et les ouvrages [20] et [25]
sont consacrés pour l'essentiel & ces nouvelles approches.

201 + 20+ x3 =8, 11+ 209+ x4 =7, x9+ x5 =3
z; 2 0 pour tout ¢ =1,...,5.

1°) Combien y a-t-il de bases au plus 7 Quelles sont ces bases et les éléments

2°) Déterminer toutes les bases admissibles.

Solution : L’ensemble-contrainte est décrit sous la forme

Ax =0

T =

Il y a au plus <§> = 10 bases.

, avec A € M35(R) de rang 3.

Bases Eléments de base associés  Statut (admissible ou non)
J=1{1,2,3} z=(1,3,3,0,0) admissible
J={1,2,4 z=(3,3,0,-3,0) non admissible
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J={1,2,5} x=(3,2,0,0,1) admissible
J=1{2,3,4t x=(0,3,5,1,0) admissible
J=1{2,3,5} =x= ((), %, %,0, —%) non admissible
J=1{3,4,5} x=(0,0,8,7,3) admissible
J={1,3,5} z=(7,0,-6,0,3) non admissible
J={1,4,5} z=(4,0,0,3,3) admissible
J=1{2,4,5} x=1(0,8,0,—9,-5) non admissible
J=1{1,3,4} n’est pas une base.

* Exercice V.2. Soit A, le simplexe-unité de R", c’est-a-dire
n
A= {ZL’ =(z1,...,x,) € ]R"|ZacZ =1, ; > 0 pour tout i = 1,...,n} .
i=1

Déterminer tous les points extrémaux de A,, de la maniére suivante :

Axr =10

s3>0 Avec A € Mp,n(R) de rang m et

— décrire A,, sous la forme {

beR™;
— faire ensuite la liste des éléments de base admissibles.

Az =10

z>0"
A=1l.... 1] € M1 n(R) (de rang 1) et b = 1. Il s’ensuit la liste des bases et
des ¢éléments de base :

Solution : A, peut étre décrit sous la forme { avec

Bases Eléments de base associés Statut
{i}, 1<i<n ¢=1(0,...,0,1,0,...,0), 1 <i<n Tous
éléments de la base canonique de R™  admissibles.

e1,...,e, sont les (seuls) points extrémaux de A,,.

Commentaire : On peut, bien entendu, démontrer directement les résultats sui-
vants :

- A, = conv{ey,..
n
Z xlez)
i=1

— Tout e; est un point extrémal de A,,.

ent (il suffit d’écrire x = (x1,...,2,) € A, comme
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** Exercice V.3. Soit C' un polyédre convexe compact de R™ décrit comme
{x e R" | Az = b, x > 0}, avec A € M, ,(R) de rang m. Montrer I’équivalence
suivante :

moins m composantes > 0 exactement m composantes > 0

<Chaque élément de C a au) < Chaque sommet de C' a >

Commentaire : On illustrera ce résultat avec le simplexe-unité de R", ¢’est-a-dire
avec

n
C = {x:(ml,...,xn)eR"\inzl, xi>0pourtouti:1,...,n}.
i=1

Solution : [=]. Un sommet T de C est un élément de base admissible ; les n—m
composantes hors-base sont donc nulles. Comme 7z, élément de C, a au moins
m composantes > 0, il en résulte que T a exactement m composantes > 0.

[</. Un élément = de C est une combinaison convexe de points extré-
maux Z' de C :

k k

®= Zaﬁi, avec a; > 0 pour tout 7 et Zai = 1. (5.20)
i=1

=1

Supposons que x ait [ > n — m composantes nulles et montrons que cela
conduit & une contradiction. Soit J C {1,...,k} de cardinal [ tel que z; = 0
pour tout j € J. Il vient de (5.20)

k

ZO"' (TZ)J =0 pour tout j € J,
i=1
d’ott (EZ)] = 0 pour tout j € J, ce qui voudrait dire que ' a l > n —m
composantes nulles au moins. Ceci entre en contradiction avec le fait que Z* a,
par hypothése, m composantes > 0.
Dans le cas du simplexe-unité C' de R", les n points extrémaux e; de C' ont

exactement 1 composante > 0, mais les éléments de C' peuvent avoir 1, 2, ...
ou n composantes > 0.
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** Exercice V.4. Soit C:={z € R" | Az < b, z > 0}, ot A € M, ,(R), et
C:={(x,u) ER"XR™ | Az +u=0b, >0, u>0}.

Il y a ainsi une correspondance entre les points x de C' et les points T =
(x,u =b— Ax) de C.

Montrer I’équivalence suivante :

(T est extrémal dans C') < ((E,H = b — AT) est extrémal dans C’) .

Solution : Considérons T extrémal dans C. Posons © = b — AT, de sorte que
(%, u) soit le point de C correspondant & Z. Montrons que (Z,) est extrémal
dans C.

On va pour cela raisonner par I’absurde : en supposant que (Z, ) n’est pas
extrémal dans C, on va étre conduit & une contradiction.

Si (T, u) n’est pas extrémal dans C, il existe a € 10,1[, (z1,u1) et (x2,us2)
dans C, (z1,u1) # (22, us), tels que

(z,u) = a(z1,u1) + (1 — @) (x2,u2) .
Cette derniére relation induit entre autres
T =oar + (1 — )z,

ce qui, en raison du caractére extrémal de T dans C, n’est possible que si
r1 = I2.

Mais alors u; = b — Azxy = b — Azg = ug, d'ou (z1,u1) = (x9,uz), ce qui
est contraire a l'une des propriétés de départ de (z1,u1) et (2, ug) .

Donc (%,) est bien extrémal dans C.

Réciproquement, soit (Z,u) extrémal dans C et montrons que T est néces-
sairement extrémal dans C.

Raisonnons & nouveau par l’absurde. Supposons que T ne soit pas ex-
trémal dans C : il existe a € |0,1[, z1 et x9 dans C, z1 # z2, tels que
T =az;+ (1 —a)zxs.

Mais alors, puisque ©w = b — AZ,

(Z,u) = a(z1,b— Azy) + (1 — ) (z2,b — Axs)

=ozn+(1—a)z,

ol z1 et 29 € C, 21 # 2. Ceci contredit le caractére extrémal de (Z,u) dans C.
Donc T est bien extrémal dans C.
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Commentaire : Cette correspondance entre points extrémaux de ¢ C R™ x R™ et
de sa projection C' sur R" est particuliére ; elle est sans espoir pour des convexes
fermés en général (cf. Exercice VI.7).

* Exercice V.5. Soit C' le polyédre convexe fermé de R? décrit a ’aide des in-
égalités suivantes :

8
$1+§9€2<4, 1 +x2<2, 201 <3, 1 =20, 22 > 0.

1°) Ecrire C sous la forme standard (c’est-a-dire comme la projection sur
R? d’un polyedre convexe fermé C de R5 &’ ‘équation : AT = b, &> 0).
2°) Quels sont les points extrémaux de C' ? En déduire les points extrémaux
de C.

Commentaire : Gréace a une représentation graphique de C'; on voit facilement

0 3/2 4 2
que les points extrémaux de C' sont , / , 0 , /5 , 3/ . Le
0 0 3/2 6/5 1/2

but de l'exercice est de retrouver ces points en utilisant la caractérisation des
points extrémaux d’'un polyédre convexe fermé d’équation : AZ = b, & > 0 (revoir
I’Exercice V.4 a ce sujet).

Solution : 1°) En introduisant les variables d’écart uy, ug, us, on peut dire :
(x = (z1,22) € C) & (Il existe uy, ug, us tels que (z1, xa, ur,us,us) € C),
ot C est décrit comme suit :
$1+§$2+U1 :4 X1 + T2 + ug :2 2331+U3 :3,
0 To =2 0 uy =2 O Ug =2 0 us > 0.

Les points extrémaux de C s’obtiennent par projection sur R? des points
extrémaux de C :

(x = (z1,x2) est extrémal dans C) < (T = (x1, 22, u1, uz,us) est extrémal
dans C) (cf. Exercice V.4).

Comme C est décrit sous la forme A = b, & > 0, avec A € M35(R) de
rang 3, il suffit, pour avoir les points extrémaux de C, de repérer ses éléments
de base admissibles Ce sont :

= (3,1, O 0) correspondant & la base {1,2,3},
= (%, g,O, 0, %) correspondant a la base {1,2,5},
= (%, 0, %, %, O) correspondant a la base {1,3,4},
x = (0,0,4,2,3) correspondant a la base {3,4,5},
= (0, %, 0, %, 3) correspondant a la base {2,4,5} .
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de R"™ décrit comme suit
C:={xeR"| Az < b}.

On suppose : m > n, aucun des vecteurs-lignes a; de A n’est nul.
note :
(ainsi Ar € Mk’n(]R)) ;

i € I (ainsi by € R¥).

I'(z) = {i (a;,T) = bi}.

est égal a n.

Solution : De par la structure de C on a :
o
C={zeR"|(a;,z) <b; pour tout i =1,...,m} ;

frC:{xeC\i_r{lax {(ai,x>—bi}:0}:{x€C\I(x) # 0}.

=1l,...

Soient T € fr C' et Aj) la matrice extraite de A correspondante. Le rang
de Aj(z) est un entier compris entre 1 et min (n,card I (Z)). On se propose de
montrer que T est un point extrémal de C' si et seulement si le rang de A
est exactement n.

~ [(rang de Az = n) = (T est un point extrémal de C)] .

Supposons Az de rang n et supposons que 7 ne soit pas extrémal dans C.

Il existe alors y et z dans C, y # z, et a € |0, 1] tels que T = ay+(1 — a) 2.
Prenons i € I (Z); on a :

(a;,T) = bi, {ai,y) < by, (@i, 2) <bi.
Mais alors (a;,y) — b; = (a;,z) — b; = 0 nécessairement. Nous avons dé-

montré que I (T) C I(y) N I(z).
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##* Exercice V.6. Soit A € My, n(R), b € R™, et C le polyédre convexe fermé

Pour toute partie non vide I de {1,...,m} (de cardinal k par exemple), on
— Ay la matrice extraite de A en ne conservant que les lignes de numéro ¢ € 1
— by le vecteur extrait de b en ne conservant que les coordonnées de numéro

Soit Z un point-frontiére de C'; on désigne par I (Z) 'ensemble des indices
i € {1,...,m} correspondant aux contraintes-inégalités actives en T, ¢’est-a-dire

Montrer que T est un point extrémal de C' si et seulement si le rang de Az
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Maintenant, puisque Ay est de rang n, il existe I C I (7) de cardi-
nal n telle que la matrice A; (€ M, (R)) soit réguliére. Le systéme Aju = by
n’a qu'une seule solution, et comme il a été observé que A;x = by, Ay =
br, Arz = by, il s’ensuit T = y = z nécessairement. Ceci entre en contradiction
avec une assertion du début du raisonnement. L’hypothése faite au départ est
donc absurde : T est un point extrémal de C.

- [(rang de Apz) < n) = (T n'est pas un point extrémal de C)] .

Si rang de Az < n, le systéme Apgu = Oj(z) a une solution non nulle,
que nous notons u.
Sii ¢ I(T), (a;,T) < b; de sorte que

<ai,f+0¢ﬂ) < b; et <ai,f— Otﬂ) < b;

pour o # 0 suffisamment petit. On prend @ # 0 faisant 'affaire pour tous
lesi ¢ ().

Mais comme Ajg (Txau) = A (Z) £ A1z @) = b,,, on a
A (T £ @u) < ben tout état de cause. Il en résulte que T+ au et T — aw sont
dans C, et du coup T n’est pas extrémal dans C puisque T = 1/2 (T + @u) +
1/2(z —au).

Commentaire : — En un point extrémal T de C, on a card I (T) > n; lorsque
card I (T) = n, le point T est appelé point extrémal non-dégénéré.
— Le résultat de l'exercice conduit & un majorant du nombre de points ex-

trémaux de C, c’est . Toutefois ce majorant est trés grossier en général, et
) n 9

une autre majoration a été donnée par McMullen en 1970 : le nombre de points
extrémaux de C' est majoré par

e (m,n) := m‘[nﬂ + m‘[nﬂ 7

m—n m—n

ou [k] désigne la partie entiére de k. Cet entier e(m,n) est en général considéra-
. m
blement plus petit que <n > .
— On peut compléter I'exercice en cernant un peu plus les points extrémaux
non-dégénérés de C :
— un point extrémal non-dégénéré T a exactement n points extrémaux adja-

cents T; (c’est-a-dire que les segments de droites joignant T aux T; sont des arétes

de O) ;
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— si T est un point extrémal non-dégénéré de C et si Ti,...,T, sont
ses points extrémaux adjacents, alors C' est contenu dans le cbéne convexe
polyédral de sommet T et de génératrices T — T,...,T, — T (c’est-a-dire
T + cone{x; — T,..., Ty — T}).

** Exercice V.7. Soit C' un polyédre convexe fermé de R"™.

1°) On suppose ici que C' est borné; plus précisément on a
C = conv{vy,..., v} .

Montrer qu’un point extrémal de C est nécessairement 1'un des v;.
2°) On suppose C' décrit de la maniére suivante :

C=0Cy+ K, (5.21)

ou C est un polyédre convexe compact et K un cone convexe fermé polyédrique.
a) Montrer que tout point extrémal de C' est nécessairement dans C et qu’il
est aussi extrémal dans CY.
b) Donner un exemple de C' décrit comme en (5.21) mais sans point extrémal.
Quelle condition portant sur C' (ou sur K) assurerait que C' a effectivement
des points extrémaux ?

Solution : 1°) Soit T un point extrémal de C'. Si T n’est pas 'un des v;, il y
a [ vecteurs v;, 2 <1 <k, tels que :

l l
T = Zawi, 0 < a; <1 pour tout 7 et Zai =1.
i=1

i=1

Il s’ensuit
Q;

T = QigVjg + (1- O‘io) E ,
i# g
et, par conséquent, T n’est pas extrémal (d’accord?).
Les points extrémaux de C' figurent donc nécessairement parmi les v; (mais
tous les v; ne sont pas extrémaux dans C').

Ui,
1-— (071

2°) a) Soit T € C, T=cp+daveccyg € Cypet d € K. Sid # 0, T ne saurait
étre extrémal dans C'; en effet

1 1
co+d= §Co+§(60—|—2d),
otcyg €C, cg+2deCy+2K =Cyp+ K =C et cg # co+ 2d.
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Donc, si T est extrémal dans C, il est donc dans Cj nécessairement ; et
comme Cy C C, T est aussi extrémal dans Cj.
b) Considérons I’exemple suivant dans R? :

FIGURE 10.

C 1n’a pas de point extrémal ici. La raison en est que C' contient une droite
entiere.

On peut en effet montrer que si C' ne contient pas de droite, c¢’est-a-dire en
fait si K N (—K) = {0}, alors C a effectivement au moins un point extrémal.

** Exercice V.8. On considére dans R™, n > 2, le cone convexe fermé poly-
édrique suivant :

Ky ={x=(x1,...,2,) €ER" |21 <22... <2 }.
1°) Représenter K sous la forme
{r e R" | (z,d;) <0 pour tout i =1,...,p},

ou dy,...,d, sont des vecteurs de R" & déterminer.

2°) Utiliser la représentation obtenue dans la question précédente pour dé-
montrer que le cone polaire de K7 est

k
Kf:{y:(yl,...,yn)eR"\Zyi>0 pour tout k=1,...,n—1
i=1

et iyl = O}
i=1

3°) Déduire de ce qui précéde des vecteurs ai,...,aq tels que K; =
cone {ai,...,aq}.
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Solution :  1°) On observe que z = (x1,...,z,) € K si et seulement si les
n — 1 inégalités linéaires suivantes sont vérifiées :

1 — 29 L0, 19 —23<0,...,2_1 — 2, <0,
c’est-a-dire encore :
(x,d;) <0 pour tout i=1,...,n—1,

ot d; == (0,...,0,1,—1,0,...,0).

T 1
i° (i+1)°
position position

2°) 11 vient de la représentation ci-dessus de K :
n—1
K? = {Zaidi | a; > 0 pour toutizl,...,n—l}.
i=1

Explicitons K7. Un élément y = (y1,...,y,n) de K7 a pour composantes
Y1 = a1, Y2 =02 —Q1,...,Yp-1 = Qp—-1 — Qp—2, Yp = —Qn_1.

Il s’ensuit : y1 20, y14+y2>20,...,91+...4+yp—1 =0t y1+...+y, = 0.

Réciproquement, partant de yi,...,y, vérifiant les conditions ci-dessus,
posons :

a1 =Y, 2 =Y1 +Y2,...,0n—2=Y1 + ... FYp—2 €t p_1 = —Yn.

Il est clair que a3 >0, as > 0,...,0, 220, ap_1=y1+...+yn_1 >0,
n—1
et (yla"'7yn) = Z azdl

i=1

On a donc démontré 'expression annoncée de K7.
3°) K] peut aussi s’exprimer de la maniére suivante :
K ={yeR"|(y,6;) <0 pouri=1,...,n+1},
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ot les §; sont les vecteurs de R™ suivants :

Par suite
K1 = (Kf)o = cone {(51, . 75717 _571} .

##%% Exercice V.9. On considére dans R", n > 2, les cones convexes fermés
polyédriques suivants :

Ky :={x=(z1,...,2) e R" | 0< 21 <29 < ... <} ;
K3 = {x:(xla"'axn)eRn|x1<ml;IQ L
K4 = {x:(xla"'axn)ERn|x1>xl;xQ Z ..

> ac1+.l.€.+wk > ... > I1+-T-L-+ﬂcn > 0}_
Déterminer K35, K3 et Kj.
Indication. Utiliser le résultat de ’exercice précédent.

Solution : Soit K; le cone convexe fermé polyédrique de I'exercice précédent.
Le passage de K; a Ky se fait par I'ajout d’une nouvelle inégalité li-

néaire « —x; < 0 », i.e. (z,d,) < 0 avec d, = (—1,0,...,0). Un élément
n
y=(Y1,--.,Yn) = »_ a;d; € K$ a donc pour composantes
i=1
Y =01 — Qp, Y2 =02 —Q1,..., Ypn-1 = Op-1— Op—2, Yn = —Qp_1.

Sachant que les a; sont tous positifs ou nuls, il s’ensuit :

Un <O, Yn—1+Un <O, U+ ... +yn <0, 1 +... + 4, <O.
Réciproquement, partant de yi,...,y, vérifiant les conditions ci-dessus,
posons :

an=—W1+...+Yn),
Op—1 = —Yn, an72:_(yn71+yn)a"'7 ak:_(yk+1+"'+yn)a"'7
ar=—(y2+ ... +yn)-
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a; >0 pour tout 1 =1,....,n

et

n
W1y yn) = Y cid.
i=1

Nous avons ainsi démontré que

n
K2°:{y:(yl,...,yn)eR”\Zy¢<O pour tout k =1,...
i—k

K3 a un air de ressemblance avec Kj ; en effet

(.CL‘E Kg) = (A.CL‘E Kl),

ou

W= N[ =

1

L n

W= N O

1

n

A est visiblement inversible. La relation

(y,z) < 0 pour tout = € K3,

caractérisant un élément y de K3, est équivalente a

<y,A*1x'> < 0 pour tout 2’ € K,

soit encore

<(A71)Ty,:v’> < 0 pour tout =’ € K,

c’est-a-dire

(A_l)T y € K7.

A~ est aisée a déterminer ici :

1 00 0 0

-1 20 0 0
Al—| 0-23 0 0
| 0 O0...... —(n—-1) n
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Connaissant K7, la relation (5.22) se traduit par :

Y12 Y2, Y1 +y2 = 2y3, y1 +y2+y3 = 3ys,...

(5.23)
o1t oty = (n—Dypetyr +y2+ ... +y, =0.
Un dernier effort pour montrer que (5.23) équivaut a :
> Byt s B S > (5.20)
ety1 +...+yn,=0.
Finalement
K3 = {y:(yly--wyn) €ER" [y > yl;yQ >... > MJ>

n
PR LT Zyl:o}_
n
i=1

En suivant une démarche similaire, on arrive a I’expression suivante de K7y :

Kﬁfz{yZ(yl,--.,yn)GR"Iyléyl;m<...<yl+';€J<...

_gugo}.

Commentaire : Les cones K; interviennent en Statistique (régression monotone)
ol & partir d'un échantillon x1,...,x,, on cherche ,...,Z, ordonné dans un
certain sens (i.e. (ZT1,...,Ty) € K;) le plus proche possible de z1,...,x, au sens
d’une distance euclidienne. Voir I'Exercice 111.24 par exemple.

*##% Exercice V.10. Soit C' le polyédre convexe fermé de R” représenté de la ma-
niére suivante :

C:={x eR" | (a;,x) <bjpouri=1,...,p,
et (aj,x) =b;pouri=p+1,...,q}.
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Déterminer en tout x € C le cone normal & C' ainsi que son intérieur
relatif (en fonction des données de la représentation de C' et de I(z) :=

{i € {1,..p} | {ar,2) = bi}).

Solution :

q
e N(Cyx)= Ztiai—k Z tia; | t; >0 pour i€ I(x)
i€l(z) i=p+1

C’est la somme (vectorielle) de deux ensembles : le cone convexe en-
gendré par les a;, i € I(z), et le sous-espace vectoriel engendré par les

Qj, Ze{p+177Q}

q
o ir N(C,z) = Z t;a; + Z tia; | t; >0 pour i€ I(z)
i€l(x) i=p+1

* Exercice V.11. Soit Bg le sous-ensemble des matrices [aU]
défini par :

a;j > 0 pour tout (7,7);
2
a;;] € Ba)
(las] 2) Zaw Zaij = 1 pour tout (4, 7)
j=1
Montrer que Bs est un segment de droite de M3 (R) dont on déterminera les
extrémités.

Solution : De par les conditions imposées, une matrice M de Bs est nécessai-
rement de la forme

1

M= [ @ @

l—a o ], avec o € [0, 1].

S 10 01 .
AmmM-oz[O 1]4—(1—04) [10],0ua6[0,1].
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10
01
extrémités du segment de droite By (ou encore les points extrémaux de Ba).

Les deux matrices distinctes My := [ ] et My = [(1) (1)} sont donc les

Commentaire : Les matrices [a;;] € My (R) vérifiant

a;j =0, Zaij =1, Zaij = 1 pour tout (i, )
( J

sont appelées bistochastiques. L’ensemble B,, de toutes les matrices bistochastiques
de taille n est un convexe compact de M, (R) dont les points extrémaux sont les
matrices de permutation (une matrice de permutation est une matrice dont chaque
ligne et chaque colonne ne contiennent qu’un seul terme non nul, lequel vaut 1).
Ainsi, si II,, désigne 'ensemble des n! matrices de permutation,

II,, = extr B,, et B,, = conv 1L,,.

Ce résultat, di a G. Birkhoff (1946), est illustré pour n = 2 dans 'exercice.
Le plus petit sous-espace affine contenant ,, (i.e. le sous-espace affine engen-
dré par B,,) est de dimension (n — 1)?, une droite affine dans le cas de I'exercice.

* Exercice V.12. On considére le cone convexe K de R™ engendré par les vec-
m

teurs ari,...,a,, c'est-a-dire K := {Z tia; | t; >0 pour tout i =1,... ,m} )
i=1

Montrer que K est nécessairement fermé.

Solution : 1¢" cas : aq,...,a, sont linéairement indépendants.
On pose H := vect {ay,...,an} ; H est un sous-espace vectoriel fermé
dont {ai,...,an} constitue une base. Soit {xy} une suite d’éléments de K

ayant pour limite x.
m
Puisque xp = > tfai avec tf > 0 pour tout i, k, et que xp, — = dans H,

=1
nous avons .

m
tf — t; pour tout 7; © = Ztiai.
i=1
Donc t; > 0 pour tout i, et x € K en fait.

2¢ cas : ai,...,an sont linéairement dépendants.
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190

m

Il existe donc aq, o, ..., a, non tous nuls tels que > a;a; = 0. On s’ar-
i=1

range pour que I := {i | a; < 0} ne soit pas vide. Tout vecteur = de K peut

alors s’écrire

m
B = Z (ti —i—foci) a;, ol t : min{—i—i} (=0).
i=1

Par choix de ¢, t; +ta; > 0 pour tout 4, mais I'un d’entre eux au moins est
nul, disons celui correspondant a ig. Ainsi

m
K:U v|v:Zna”n)Opourtouti#io
io=1 i #£ig

On réitére le procédé jusqu’a exprimer K comme réunion finie de cones
convexes engendrés par des familles libres de vecteurs, donc fermés d’aprés le
résultat du 1° point.

** Exercice V.13. R™ est muni de la base canonique {ej, e, ..., e, } et du produit
scalaire canonique noté (.,.). Etant donnés A € M,, ,(R), b € R™ et ¢c € R”
(de coordonnées ¢;), on considére le programme linéaire suivant :

Minimiser (c, )
(PL)
zeC:={x>0:Azx=>}.

On suppose C' # ¢ et @ := (c,x)y > —oo. L’objet de l'exercice est de

inf
zeC
démontrer directement que (PL) a alors une solution (au moins). On pourra
utiliser librement le résultat suivant : si vq, ..., v, sont des vecteurs de R?, alors

le cone convexe de R? engendré par v1,...,vp, i.ec.
p
cone {vi,...,vp} = E Ajvj : Aj =0 pour tout j
j=1

est fermé. . .
Soit A = [u
A

R™*! engendré par les vecteurs Aeq, ..., Ae,.

} € My41.0(R) et désignons par K le cone convexe de
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On considére {z}} une suite minimisante pour (PL), i.e. vérifiant : xp € C
pour tout k et (¢, zy) — @ quand k — +oo.
1°) Vérifier que Axy € K pour tout k.

2°) En déduire qu’il existe A > 0 dans R" tel que @ = (¢, \) et b = A\.
Conclure.

n

Solution : 1°) Puisque xp, = > (xg)

n
2 (k) e; et A est linéaire, Axj = Zl (zk); Ae;.
j= j=
Comme tous les (z); sont dans R™, on a bien

Az, € K pour tout k.

2°) Notons que Az = <<i’1§k>) _ ((Caxk>
k

b > et que la suite {Azy}
[}
converge, quand k — +oo, vers b
Le cone K étant fermé, la limite de { Az} se trouve encore dans K.
Ainsi, il existe A = (A1,...,\,) € (RT)" tel que

<?> = Z /\j.Aej,
j=1

: : s
c’est-a-dire, puisque Ae; = <A(]e ) ,
J

a=) Xcjetb= A\
j=1

Donc A € C et (¢,\) = @ = infzec (¢, z); en clair A est une solution
de (PL).

*#* Exercice V.14. Soient ¢ = (¢1,...,¢,) € R™, a = (a1,...,a,) € R" et by € R
tels que :
bp >0 et c; >0, aj >0 pour tout j=1,...,n

On considére le programme linéaire suivant :
Max (c, )
(P) {

reC:={rcR"|(a,z) <by, z; >0 pourtout j=1,...,n}
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1°) Vérifier que C n’est pas vide et est borné.
2°) Quels sont les points extrémaux de C' ?
3°)
4°) Tllustrer les résultats précédents en faisant n = 3, a1 = ag = az = by =
1, et en choisissant successivement ¢ = (0,0,1), ¢=(0,1,1) et ¢ = (1,1,1).

Décrire la face de C' constituée de ’ensemble des solutions de (P).

Solution : 1°) C n’est pas vide puisque (0,...,0) y appartient. De plus, C
est borné puisque

(x = (21,...,2,) € C) = <0<xj< pourtoutjzl,...,n).

minj a;
2°) 1"¢ méthode. Décrivons C' sous la forme standard. Pour cela posons
C = {(z,u) ER" xR | {a,z) +u=by, x>0, u>0}.

Les points extrémaux de C' sont faciles a déterminer; les points extrémaux
de C s’ensuivront (cf. Exercice V.4).

Dans I'équation
1

[(11 oo o0 Cbnl] : = b(],
L,
U

les éléments de base admissibles sont :
—N—
<O, ...,0, bo) correspondant a la base {n + 1} ;
((), ...,0, Z—‘;,O, ... ,0) correspondant a la base {j}, 1 <j < n.
Ce sont les points extrémaux de C.
Par suite, les points extrémaux de C' sont

b
0,...,0), (O,...,O,—O,O,...,()) , 1<j<n (lyenan+1 au total.)
a;
2¢ méthode. Ecrivons C sous la forme Az < b ou
bo

0
A [m...an} € Mps1n®R) et b= | . |,

et utilisons le résultat de I’'Exercice V.6.

192



V.3. LA DUALITE EN PROGRAMMATION LINEAIRE

Pour extraire de A une matrice Az de rang n, il n’y a pas beaucoup de
choix :
® Az = —In, ce qui correspond 4 T =0 ;
e A;z ala1,...,a,] pour premiére ligne et n — 1 lignes prises dans —1, ;
ceci revient, pour T, & avoir n — 1 composantes nulles (mettons, toutes sauf
la j¢) et ajx; = by (relation qui vient de (a,z) = by).
3°) Les points extrémaux de C, solutions de (P), sont ceux de la forme
0,...,0, (579,0,...,0), ol M = max; %; supposons qu’il y en ait k.
0

(IJO
Par conséquent, la face-solution de (P) est I'enveloppe convexe de ces k points

extrémaux.

4°) Siay =ag =...=a, = by =1, les points extrémaux de
n
C:=<cz=(x1,...,2p) ER"\Z:U]- <1, ; >20pour tout j =1,...,n
j=1

sont 0 et les n vecteurs de base canonique eq,...,e,.
Pour n = 3, les choix successifs de ¢ conduisent a une face-solution de (P)
qui est :

— le sommet (0,0, 1) lorsque ¢; = (0,0,1);

— laréte de C' joignant (0,0,1) a (0,1,0) lorsque ¢3 = (0,1,1);

— la facette de C' enveloppe convexe de (0,0,1), (0,1,0) et (0,0,1) lorsque
3 =(1,1,1).

Ty

FIGURE 11.
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** Exercice V.15. Soient n réels fixés x1,...,x, et considérons n coefficients
réels aq, ..., a, vérifiant :

n
(1) 0<a; <lpourtouti=1,...,net Zai:m,

oll m est un entier compris entre 1 et n.
Désignons par z;,,...,x;,, les m plus grands nombres parmi les x1,...,Zy.

1°) Montrer par un calcul direct que
Z oy < Ty + ...+, (5.25)

2°) Soit II,, le polyédre convexe compact de R™ constitué de tous les a =
(a1, .., ) vérifiant (7).

a) Déterminer les points extrémaux (ou sommets) de II,,
b) En déduire (5.25) .

Solution : 1°) Quitte a changer l'indexation, on suppose z; > z9 > ... >
T 2 Tl 2 - 2 T

Sim =mn, il n’y a rien & démontrer. Supposons donc m < n.

m n
Comme ) (1—ao;) = > «;, nous avons :
i i=m+1
n n m m
Z ;T < Z o | zm = Z (1 — )z, < Z (1 — o) z;.
i=m+1 i=m+1 i=1 i=1
D’ou

n
Zaixz Zam + Z o < Zazxz + Z 1—oy)z; = sz
i=1

i=m+1

2°) a) Les points extrémaux de I, sont de la forme (ay,...,a@,) avec :
toutes les coordonnées @; sont nulles sauf m d’entre elles qui sont égales a 1
(d’accord 7).

Illustration pour n = 3.
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FIGURE 12.

I1; de sommets (0,0,1), (0,1,0), (0,0,1)

Iy de sommets (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0)

s = {(1,1,1)}.

b) Appelons &, 'ensemble des points extrémaux de II,, et (x,-) la forme

n

linéaire sur R™ définie par (x, (o, ...,a,)) = > a;z;. Le maximum de (z,-)
i=1

est le méme sur I, et sur &, :

max (z,a) = max (x,a) .
a€ll,y, aclnm,
Au vu de l'expression des @ € &,, ce dernier maximum est la somme des

m plus grands nombres parmi les x1,...,x,.

** Exercice V.16. Soit C' un polyédre convexe fermé de R™. Pour tout d € R™,
on note F(d) la face de C' exposée par d, c’est-a-dire

F(d) = {f € C'| (7,d) = max <x,d)} .

1°) Soit d € R™. Montrer qu’il existe un voisinage V de d tel que

F(d) C F(d) pour tout d € V.

2°) On considére le programme linéaire suivant :

=

Quelle conséquence pour la résolution de (P) peut-on tirer du résultat de la
1%¢ question ?

195



CHAPITRE V. POLYEDRES CONVEXES FERMES. OPTIMISATION A DONNEES AFFINES...

Indication. Pour répondre a la 1"° question on pourra
ratsonner par [’absurde,

— utiliser dans le raisonnement le fait que C' a un nombre fini de faces.
Solution : 1°) Raisonnons par I’absurde. Supposer le contraire de 1’assertion
que I'on veut prouver revient a supposer qu’il existe une suite (dy) convergeant

vers d telle que :

Vk, F (dy) n’est pas inclus dans F(d). (5.26)

Puisque C' a un nombre fini de faces, il existe une sous-suite de (dy) , notée
(dg, )1, et une face F' de C telles que

F(dy,) = F pour tout .

Soit y quelconque dans F. Alors, pour tout [ :

(y,dr,) > (x,dy,) pour tout = € C.

Un passage a la limite sur [ (I — +00) conduit a :
<y,a> > <:L‘,E> pour tout x € C,

soit encore : y € F(d).
Nous avons donc prouvé que F' C F(d), ce qui entre en contradiction avec
(5.26) .

2°) Soit (dj,) convergeant vers d et soit (Py) le programme linéaire suivant :

z e C.

() {Max (x,dg)
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Du résultat de la 1*¢ question, il vient ceci : pour k£ suffisamment grand,
I'ensemble des solutions de (Py) est contenu dans I’ensemble des solutions (P).

FIGURE 13.

#* Exercice V.17. Soit C le polyédre convexe compact de R* décrit comme suit :

.%'14—%.%’24—21’3:%
:U2+3x3:%
1 +xo+x3+ws =1

1'120,...,.%420.

1°) Lister les points extrémaux de C.

2°) Résoudre

P Min 3z + 29 + 23 + 24
(xlaanx3>x4) € C

3°) Pour € > 0 suffisamment petit (disons 0 < ¢ < %), on remplace 4 par

3
% — e dans la 1"¢ équation définissant C, ce qui donne un nouveau polyédre Ck..
Résoudre a présent

P Min 3z + 22 + x3 + 24
: (1'1,1'2,.%'3,.%'4) S CE'

Conclusions ?
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Solution : 1°) C est décrit sous la forme : Az =b, x > 0, avec A € M3 4(R)
de rang 3; les éléments de base admissibles (et donc les points extrémaux de C')
sont :

1
(O, Z, e 0) correspondant a la base {2,3,4},

2°) T = (0,2,1,0) est la seule solution de (P), et val(P) = 1.

,0, ,0) correspondant a la base {1,3,4}.

DN | —
DN | —

3°) On a introduit une légére perturbation dans un des coefficients de A,
par exemple % est remplacé par 1,333333. Il s’ensuit par des calculs similaires
a ceux de la question précédente que la (seule) solution de (P.) est a présent
T, = (%, 0, %, 0) , et la valeur optimale correspondante val(P.) = 2.

Il n’y a donc pas, en général, de « continuité » de la valeur optimale ou

: . . Min (c, z) o
de l'ensemble-solution d’un programme linéaire considérés
Ar =0, 2 >0
comme fonctions des coefficients de A.
#* Exercice V.18. Etant donnés ai,...,a, dans R, by,..., b, dans R, et le
systéme d’équations
<a1, I) - b1 =0
<a2, I) — b2 =0

(S) oo
(@m, ) — by =0,

on cherche le (ou les) point(s) minimisant

r — f(z) := maxj=1,_m |{a;,x) — b;| sur R" (probléme appelé (P;) dans
la suite).

1°) Que représente géométriquement |(a;,x) — b;| lorsque || a; || =17
Quelle est la signification géométrique du probléme posé ci-dessus lorsque
tous les a; sont de norme égale & 17

2°) Formaliser (P;) comme un probléme de programmation linéaire, et en
tirer toutes les conséquences.
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Solution : 1°) Lorsque || a; || = 1, |{a;,z) — b;| représente la distance (eucli-
dienne) du point x a 'hyperplan H; d’équation (a;, x) — b; = 0.

Lorsque tous les a; sont des vecteurs unitaires, le probléme posé revient
donc & chercher les points z de R™ minimisant la plus grande des distances de
x aux hyperplans H;.

2°) Etant donné que |{a;, z) — b;| = max ({a;, z) — b;, b; — (a;, x)), chercher
x € R" rendant max; |(a;,z) — b;| le plus petit possible revient a chercher
(z,y) € R™ x R vérifiant

P <
;y pour tout ¢ =1,...,m,
XY

avec y le plus petit possible.

Considérons donc le programme linéaire suivant, posé dans R™ x R :

( Min y
1 1] [ by ]
A :
(P) -1 < b )
1 : —b
Al Ty :
1| Ly] L0ml

\

ou A € My, ,(R) est la matrice dont les vecteurs-lignes sont les a;.

Une solution (Z,y) de (P) fournit une solution T de (P;) et sa valeur op-

timale min max|<az, x) —by| = max|<az, Z) — bl .
TzER™

L’ensemble-contrainte de (P) n’est pas vide (il suffit de prendre z € R”
quelconque et y = max; |(a;,x) — b;|), et tout y de cet ensemble-contrainte
est > 0.

La fonction-objectif (linéaire) est bornée inférieurement sur le polyédre-
contrainte, donc elle y atteint sa borne inférieure : (P) — et donc (P1) — a une
solution.

Pour résoudre numériquement (P7), une possibilité intéressante est donc
de résoudre le programme linéaire (P) associé.
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*¥ Probléme V.19. Dans tout le probléme, C' désigne un polyédre convexe fermé
non vide de R™.

1"¢ partie. On suppose ici que C' est représenté de la maniére suivante :
C:={reR"| Az < b}, ou A € M, ,(R) et b R™. (5.27)
1°) a) Montrer que le cone asymptote Co, de C' est
Coo ={deR" | Ad < 0}.

b) En déduire que C' est borné si, et seulement si, le systéme d’inéquations
Ad < 0 n’a que la solution d = 0.

2°) Montrer I’équivalence des deux assertions suivantes :
(1) {deR" [ Ad <0} = {0} ;
(i) Pour tout ¢ € R™, le systéme d’équations A"y = ¢ a une solution 3 > 0.

2¢ partie. On suppose que C' a la représentation suivante :

C:=Co+K+L, (5.28)
ou
Cop = conv{uy,...,us} est un convexe compact (de R"),
K = cone{vy,...,v,} un cone convexe fermé,
L = vect {wy,...,wp} un sous-espace vectoriel.

On considére le programme linéaire suivant :

P Minimiser (c,z),
reC
oll ¢ € R™ est donné.

1°) Montrer que la fonction f : x — f(z) := (¢, x) est bornée inférieurement
sur C' si, et seulement si,

© (c,v;) = 0 pour tout i =1,...,7r et
(c,wj) =0 pour tout j =1,...,p.
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2°) Montrer que sous la condition (C), I’ensemble II des solutions de (P) est

décrit comme suit :

—{xeC\x—ZazuerZﬁ Uj""zf)/kwkv
i€l Jj€J2
=0y =1 5>
i€l

ou Iy := {z | {(c,u;) = ?}, Jo :={j | (c,vj) =0}, fi=infec f(2)
) On suppose K = L = {0}, c’est-a-dire C' = Cp borné, et Il # C
(e, ws) = f, ou dyy désigne la fonction-distance a IT

On pose alors : « := min
P ¢l dn(uz)
(5.29)

Montrer que : Va € Cp, di(x) < <c’xff

(on pourra utiliser la convexité de la fonction dry)
On admettra pour la suite que le résultat de cette question est encore valable

pour un C' décrit en (5.28) (non nécessairement borné), et que tout C' décrit
comme en (5.27) peut étre représenté sous la forme (5.28) .

3¢ partie. On revient & la représentation (5.27) de C, et on considére le
programme linéaire suivant (dans R™ x R x R™) :

(

m
Minimiser Zti
i=1
(PL) (aj, ) —b;=t; —z;pouri=1,....,m
(les a; désignent les vecteurs-lignes de A)
t; >0, 220 pour +=1,...,m
T(b— Az)T) est

1°) Vérifier que pour tout = € R™, le vecteur (x, (Az — b)

admissible pour (PL).
) Etablir que toute solution de (PL) est de la forme (z,0,b — Ax)

xzel.
En déduire, a ’aide du résultat de la 3° question de la 2° partie, qu’il existe
(5.30)

Q

a > 0 tel que :
1m
Vo €R", de(x) < =Y ({ai,z) — bi)
=1
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Solution : 1"¢ partie

1°) a) Soit zy quelconque dans C. On rappelle :
(d € Cx) < (o +td € C pour tout t > 0).

Dans le cas présent, d € C si et seulement si Azy + tAd < b pour tout
t>0.

De facon évidente, (Ad < 0) = (d € Cw). Réciproquement, soit d € Cy et
supposons (Ad)i0 > 0 pour un certain ig. Alors

(Azo + td); = (Axo),, +t (Ad);, < b pour tout t >0
est contredit.

b) (C borné) < (Cx = {0}). Pour obtenir le résultat annoncé, il suffit de
traduire ceci avec 'expression de C'y, obtenue précédemment.

2°) Soient ay, ..., a, les vecteurs-lignes de A. Dire que « ATy = ¢ a, pour
tout ¢ € R™, une solution y > 0», revient a dire que « cone{ay, ..., an,} = R"».
Grace au lemme de Minkowski-Farkas, cela équivaut a

{d € R" | (a;,d) < 0 pour tout i =1,...,m} = {0}.

2€ partie. Soit x € C,

S T p
T = ZO%U@' + Zﬂjvj + Z’kaka
i=1 j=1 k=1

avec :
o =
>

0 our tout 7, ag +... +as=1;
. P ! : (5.31)

=)

j pour tout j ; v € R pour tout k.

1°) Puisque (c,z) = > a;(c,u;) + >0 (c,v5) + D vk (c,wg) avec les
i J k
contraintes sur o et 3; énoncées ci-dessus, il vient facilement :

(c,vj) = 0 pour tout j =1,...,7r
¢,r) > f pour tout z € C) < e
({(c,z) = f pour tout z € C) t

(c,wg) = 0 pour tout k =1,...,p

Ceci est une maniére de dire que —c doit se trouver dans le cdne normal &
K et dans le sous-espace orthogonal & L.

2°) On suppose que la condition (C) est vérifiée. Le probléeme (P) a alors
des solutions; il est, en effet, clair que tout T € II est solution de (P) car

(e,@) = Y @;{c,u;) = f.
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Réciproquement, soit T = > au; + ijj + > 7wy une solution de (P);

on a :
ZO"' (c,u;) +Zﬁj (c,v5) = Z@i (c,uq) +ZBJ‘ (c,v5) = I
i J i J

pour tout (aq,..., ) et (B, ..., [s) vérifiant les conditions décrites en (5.31) .
Avoir Bj > 0 et (c,v;) > 0 est impossible car cela contredirait le caractére
optimal de T (on construirait facilement un & € C' qui ferait « mieux » que 7,
{¢,Z) < f).
Ensuite, sachant que (c,v;) > f pour tout 7, 'égalité > @; [(c,u;) — f] =0
2

ne souffre pas qu’on puisse avoir simultanément @; > 0 et (c,u;) — f > 0.
Donc ¥ est bien dans II.

3°) Ici C = Cy = conv{uy,...,us}. Puisque II # C, il existe un ¢ pour
S

lequel {(c,u;) > f. De par la convexité de II, lorsque z = >_ a;u; € Co,
i=1

dr (i Oéﬂh') = iaidﬂ (u) -
il =l

Nous avons deux cas possibles :
i € I, ce qui revient & u; € II, auquel cas dp (u;) = 0 ;
i ¢ Iy, auquel cas dp (u;) < W
En conséquence,

dH(SL‘) gzal«C’ui_?g <C7$>_f'

. «
¢l

3¢ partie
Le programme linéaire (PL) est posé dans R™ x R™ x R™ en les variables
TBilg 000 o dBms Vilgooo o Umny Zilyo oo o Zme

1°) Pour x quelconque dans R™, posons pour i = 1,...,m
ti = ({os, @) — b)", 2z = (b — {as, )" .
Le vecteur
(xl,...,xn,(<a1,a:> —b1)+,...,(<am,az> —bm)Jr,
(bl — (aq, ac))Jr yeens (b — (am,:v>)+)
est admissible pour (PL).
2°) On a par définition méme de C': (z € C) < ((Az —b)T =0).
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Siz e C,iesit:=(Azx —b)t =0et 2z := b— Az, le point (z,0,b — Az) est
solution de (PL) puisque la valeur de la fonction-objectif (toujours positive)
en ce point est nulle. Réciproquement, en une solution (f, t, E) de (PL), on
doit avoir (a;,T) —b; =% — % (= ((a;, &) — b;)" — (b — (a;,7))") pour tout
i=1,...,m;si (a;,T) — b; > 0 pour un certain ¢, on pourrait faire « mieux »
que ( t ) en prenant Z € C et le point (Z,% := 0, 7 := b— AZ) correspondant.
Doncz € C en fait et t =0, z = b — A7.

La valeur du programme (PL) est 0 et la valeur de sa fonction-objectif en
un point (z,(Az —b)", (b — Az)"), z € R, est Z ((as, z) — b;) " . Tl résulte

alors de la 3° question de la 2° partie, 'existence de a > 0 tel que :

Vz € R, do(w) < dn (z,(Az —b)", (b — Az)™)

** Exercice V.20. Soit C := {x € R"| Az <b, z > 0} un polyédre convexe
que 'on suppose borné. On considére le probléme d’optimisation fractionnaire
suivant :

Min (&P Y

(P) (d,x)+0,

xeC
ou ¢ et d sont des vecteurs de R", ~ et & des réels, et ol on suppose que
(d,z) 4+ 6 > 0 pour tout x € C.

On se propose de résoudre (P) par l'intermédiaire du programme linéaire

(en la variable (¢, z) € R™ x R) suivant :

Min (¢, y) + vz

(75> Ay —2b <0
(dyy) + 0z =1

>0, z>0.

1°) Montrer que si (y, z) est admissible pour (P), alors z > 0 nécessairement.

2°) Démontrer que si (7,%) est une solution de (P), alors T := 7/ est une
solution de (P).
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Solution : 1°) Soit (y, z) admissible pour (P); (y,2) # (0,0) en raison de la
contrainte (d,y) + dz = 1; donc si on suppose z = 0, alors y # 0. Mais alors
on aurait un y # 0 vérifiant y > 0 et Ay < 0, c¢’est-a-dire une direction non
nulle dans le cone asymptote de C. Ce qui contredit le caractére borné de C.

2°) Si (7,%) est une solution de (P), T :=7/Z > 0 et AT < b. Donc T € C.
Montrons que T est effectivement une solution de (P).

Considérons « € C'; alors le couple (M;CW’W) est admissible

pour (P), et comme (7,%) est une solution de (P),

B - " y _Aex) + v
e3) +97 < <C’ <d,x>+5> a2y +5 (dayto

Divisons le membre de gauche par 1 = (d,y) + dz pour obtenir

v, o A +vZ {e,T) +
<Qm+ﬂ%_<¢m+ﬂz_<¢®+ﬁ'

D’ou le résultat annoncé.

* Exercice V.21. Considérons le programme linéaire (P) suivant dans R :

4
Max (c, ) 21100 5 8
(P) ¢Az<b ,o0uA=|(12010]|,c=]|0],b=1T7
x>0 01001 0 3
0

Quel est le probléeme dual (D) de (P)
Vérifier que T = (3,2,0,0,1) et 7

respectivement.

9
(1,2,0) sont solutions de (P) et (D)

Solution : Le probléme dual (D) de (P) s’ecrit :
Min (b, y)
(D) ATy >c
y = 0.
On constate que les T et ¥ proposés sont admissibles pour (P) et (D) res-

pectivement, avec, de plus, 'égalité (c,z) = (b,y) = 22. En conséquence, T et
y sont solutions de (P) et (D) respectivement.
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* Exercice V.22. Montrer que si le programme linéaire

P) Max (¢, )
Ar =0, 2 >0

a une valeur optimale finie, alors T = 0 est certainement solution de (P).

Solution : L’ensemble-contrainte de (P) n’est pas vide (il contient 0) et, par
hypothése, val(P) < +oo.
Le probléme dual de (P) s’écrit :

et donc 0 = val(D) = val(P).
Par conséquent, T = 0 est une solution de (P).

#* Exercice V.23. Soit le programme linéaire suivant dans R? :

Min 3xz1 + 4ao + x3 + 24
T+ To+ a3 — x4 = 2
—2x1 + 29+ 2x3+ 74 > @
1 20,...,24 20

, Oll v est un parameétre réel.

(Pa)

1°) Ecrire le probléme dual (D,) de (P,).

2°) Résoudre (D,,) suivant les valeurs de «; en déduire les solutions de (P,).

Solution : 1°) (D,) se formule comme suit :

Max 2y; + ays

y1 —2y2 < 3, y1 + 2y2 < 4,
y1t+y2 <1, —y1+y2<1
y1 20, y2 2 0.

)
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2°) (D,) est un programme lindaire dans R?; il se résout graphiquement :

Valeur du paramétre Solutions Valeur optimale
a <2 7= (1,0) 2
a=2 W=w,1-y)|0<y <1} 2
a>2 y=1(0,1) o

On est dans une situation ot val(P,) = val (D).

Les deux premiéres contraintes de (D,) sont inactives en ¥ solution de
(Dy) ; donc T1 = Ty = 0 nécessairement pour toute solution T = (T1, Ta, T3, T4)
de (Py).

Sachant cela et connaissant val(P, ), on détermine T3 et Ty.
e o < 2. On cherche T3 et T4 tels que

T3 +Ty =2, T3 — T4 2 2,

T3 +7T4 2 «

z3 >0, T4 > 0.

Il s’ensuit T3 = 2 et Ty = 0. La seule solution de (P,) est donc
z=(0,0,2,0).

e o« > 2. Les solutions T de (P,) sont de la forme

f:(0,0,5,04—6),%(30 1+%<ﬁ<a.

C’est donc une aréte du polyéedre des contraintes, qui se réduit & un sommet
pour o = 2.

** Exercice V.24. On considére le programme linéaire suivant :

Minimiser x1 + 229 + 3x3 + ... + nx,

(P) 121, 2z +a0>2 w1 +xota3 =3, 0122+ ...+ 3, =N,
z; 20 pourtout ¢ =1,2,...,n.

1°) Décrire d’une maniére détaillée le probléme dual (D) de (P).

2°) Montrer que tout élément admissible y = (y1,...,y,) de (D) (et donc

toute solution de (D)) vérifie

Yk +Ykt1+ ... +yn <k pourtout k=2 ..., n.
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Déduire de ce qui précéde et des relations liant les solutions de (P) et de
(D) les valeurs T, T3, ..., T, de toute solution T = (T1,To,...,T,) de (P).

3°) Résoudre complétement (P).

Solution : Commengons par visualiser le cas ou n = 2.

)

N\
~

c=(12)

FIGURE 14.

(P) consiste a minimiser (¢, z) sous les contraintes Az > b, = > 0, ou

(100 ... ...°
; ; 110 ...
Il ot A—| 1110
” ” 111 .1

1°) Le probléme dual de (P) consiste & maximiser (b, y) sous les contraintes
ATy <cety >0, soit :

Maximiser y; + 2y2 + ... + ny,
y1+y2+...+y, <1
Yo+ ... +yn <2
(D) Y3+ ...+ yn <3

Yn SN
y; > 0 pour tout i =1,2,...,n.
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(1,1,...,1) est admissible pour (P), (0,...,0) est admissible pour (D) :
donc
val(P) = val(D) € R.

2°) Soit y = (y1,- - ., yn) admissible pour (D). Pour k > 2,

Yk + Y+l + -+ Yn <Y1+ ...+ yn (puisque tous les y; sont > 0)
(d’aprés la 1™ contrainte de

<
st type inégalité dans (D).)

< k.

D’apres les relations de complémentarité liant les solutions du probleme
primal (P) et celles du dual (D), on a :

et

Z = (T1,...,Ty) solution de (P) (
7= (Yy,---,Y,) solution de (D)

(a5 — cal -7 =0 )

pour tout k=1,...,n

Or, ici, (a},,J) = Yk + Yk41 + ... + Yn < k = ¢} pour tout k =2,...,n. En
conséquence, T = 0 pour tout k = 2,...,n.

3°) Si T est solution de (P), (¢,T) = 1. Résoudre (P) revient donc a mi-
nimiser x; sous les contraintes x1 > 1, z1 > 2,...,21 > n et x; > 0; dou
1 = n.

La solution de (P) est donc T = (n,0,...,0), et val(P) = val(D) = n.

#¥* Exercice V.25. On considére le programme linéaire suivant
Minimiser (¢, z)
(P) Az =b , onceR" beR™et Ae My ,(R),
x>0
et son probléme dual

Maximiser (b, y)
(D) { o
y<sc

présenté sous la forme standard dans R™ x R™ :

Maximiser (b, y)
(D) ATy+u=c (y e R™ ueR").
u>=0
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On suppose que les ensembles-contraintes de (P) et de (D) ne sont pas vides
(hypothése qui sera renforcée par la suite) et que A est de rang m.

1°) Vérifier que si T est admissible pour (P) et si (y,u) est admissible
pour (D), alors :
(T,m) >0,

et
((Z,7) = 0) < (T est solution de (P) et (7, ) est solution de (D)).

En déduire la caractérisation suivante des solutions de (P) et de (D) :

T est solution de (P) AZ=b,T20
et s |ATg+u=cu=0|. (SO)
(7,7) est solution de (D) (T,uy=0

Désignons par C' P’association des ensembles-contraintes de (P) et de (D), i.e.
C:= {(x,y,u)eR”mexR"\A:v:b, >0, Aly+u=c, u}O},

et par (PD) le couplage des problémes (P) et (D) suivant :

(appelé probléme primal-dual).

. Minimiser (z, u)
(PD
(z,y,u) € C

Pour toute la suite on fait les hypothéses que voici : A est de rang m et il existe
(x,y,u) € C tel que x > 0 et u >0 (v > 0 dans R” signifie que toutes les
composantes v; de v sont > 0).

Etant donné o > 0, on propose une approximation de (7715) par pénalisation
intérieure (ou addition d’une fonction-barriére) définie comme suit :

(PP Minimiser f,(z,y,u)
(:U,y,u) € 007
ouCy:={(z,y,u) e Clz>0et u>0}et f,:(z,y,u) € Co— folz,y,u) =

(x,u) — o Z In(z;u;).
1=1

2°) Montrer que (PD), a au plus une solution et que cette solution est
caractérisée comme suit :

_ _ _ Az(o) =0
(izl(;)l;i(dl ?(g; eSt> & | A'Y(o) +ulo) =c . (SO),
Z(0);u(o); = o pour tout i
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On admettra que, sous les hypothéses qui ont été faites, (7325)0 a effective-
ment une solution (Z(0),y(0),u(0)) et que (Z(0),y(0),u(0)) a une limite quand
o — 0, limite qui sera notée (z*,y*, u*).

3°) Montrer que (z*,y*,u*) est solution de (PD) et que, de plus :

« Pour tout ¢ = 1,...,n, 'une des deux composantes du couple (x,u}) est
nulle tandis que 'autre est strictement positive » .

4°) Illustration. Considérons le programme linéaire suivant dans (R?) :

Minimiser x1 4+ zo + T3
—I1 + Tro — 0
(P)
xr3 — 1
.%'120, $2>07 $3>0
Illustrer sur cet exemple les résultats obtenus dans les questions précédentes
en déterminant (Z(0),7y(o),u(o)) ainsi que (z*,y*, u*).

Solution :  On rappelle au préalable le lien qui existe entre les solutions de
(D) et celles de (D) :
(7 est solution de (D)) = ((7,c — AT%) est solution de (D)) ;
((7,@) est solution de (D)) = (T =c— A'F et 7 est solution de (D)).

Notons aussi qu'en raison du caractére injectif de AT (d au fait que A est
surjective),

(9,1, u) solution de (D)

et = @1 = 52) .

(y2, 1) solution de (D)

1°) Soit T admissible pour (P) et (7,%) admissible pour (D). Alors
T =c— A"y de sorte que
<E7 E) = <f70 - AT?> = <fv C> - <AE5 y)
=(T,c) — (b,7).

Mais puisque g est admissible pour (D), (¢,z) > (b,7), d’ou (z,u) > 0.

Avoir (Z,w) = 0 équivaut & avoir (¢,Z) = (b,7) . Ceci traduit le fait que T
est solution de (P) et ¥ est solution de (D) (soit encore (7,7 = ¢ — A'7%) est
solution de (D)).
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La caractérisation (SO) des solutions de (P) et de (D) n’est autre que la
formulation synthétique de ce qui vient d’étre démontré.

2°) Les problémes (PD) et (PD), ne sont plus linéaires car les fonctions-
objectifs ne le sont pas. Les « vraies » variables y sont x et u car, comme cela
a déja éteé dit, la connaissance de u induit celle de y.

On a (z,u) = (¢, z) — (b, y) lorsque (z,y,u) € Cp (cf. 1'® question si néces-
saire) de sorte que

folz,y,u) = (c,x) — (byy) — o <Zln z; + Zln ul> .
i=1 i=1

La stricte concavité de la fonction In fait donc que f, est strictement convexe
sur Cy. Ainsi le probléme de minimisation convexe (Pﬁ)g a au plus une solu-
tion.

Au point (Z(c),7(0),T(c)) solution de (PD),, on a T(o) > 0 et w(a) > 0,
de sorte que seules les deux contraintes du type égalité (affine) Az = b et
ATy 4+ u = ¢ sont & prendre en compte dans l’expression de la condition né-
cessaire et suffisante de minimalité. A cet effet :

Z1 LTy S>—~— Uy Un,

Vfo(z,y,u) = <u1—i,...,un—l, 0,...,0, xl—i,...,xn—i>.

€ R"” e R™ e R"

L’ensemble-contrainte (utile) de (PD), s’écrit sous la forme A(z,y,u) =
(b, c), ou

n m n

A 0 0 m
A=

0 AT I n

La condition nécessaire et suffisante de minimalité

V fo(a,y,u) € ImA"
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se décompose en :

(ul— f—l,...,un— %) eImAT
et (5.32)
(xl — u%,...,xn— %) € Ker A.

Pour alléger 1’écriture, notons

= % le vecteur de R™ de composantes =% — %,

K3
z _ L6 vecteur de R” de composantes £ — L
o u o u;

w le vecteur de R™ de composantes /*L*.
Soit A := diag (1 /%, SB0ne /ﬁ—z) . De simples calculs font observer que

o -2) oo (5-3)

g x g u

Au vu de (5.32), il vient alors
1 1
w——eIm(AAT) et w — — € Ker (AA).
w w

Mais comme (AA)T = AAT, les deux sous-espaces Im(AAT) et Ker(AA) sont
orthogonaux, d’ott w — % = 0, c’est-a-dire z;u; = o pour tout i = 1,...,n.
3°) Aprés un passage a la limite (o — 0), on obtient que

Az* =b, >0
Ay +u*=c, y* 20 (5.33)
(x*,u*) =0,
cest-a-dire (z*,y*,u*) est solution de (PD) (ou encore, z* est solution de (P)

et (y*,u*) est solution de (D)).
En combinant (SO), et (5.33), on obtient

A@() = %) = 0 et AT (7o) = y") = u* — (o),
d’ou
0= (A@(0) - ), 5(0) — ") = (F(o) — 2", A" (o) —y"))  (5:34)

= (T(o) — 2", u* — (o)) .

Par ailleurs

(T(0) — 2", (o) —u’) = (T(0),u(0)) — ({«",u(0)) + (Z(0),u")),
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ce qui conduit, puisque (T(0),u(0)) = no et (T(o) —z*,u(c) —u*) = 0
(cf. (5.34)), a:

Divisons les deux membres de la derniére égalité ci-dessus par o (= Z(0);u(0);
pour tout i = 1,...,n); il s’ensuit

; [;T) - EELT)} = (5.35)

Comme z* > 0, u* > 0 et (z*,u*) = 0, on a zju; = 0 pour tout ¢, de sorte
que (5.35) se réécrit en

4y i g (5.36)
25 2o
oul:={i|zf>0}etJ:={i|u’ >0} (et Jsont disjoints). Mais
i1 : L
UHOT(U)i_lsIZEI ot ;ﬁ%ﬂ(g)i_lsllgl’

ce qui, avec (5.36), donne bien le résultat escompté.

4°) Le programme dual (D) de (P) est un programme linéaire dans R?, a

savoir :
Maximiser yo

-y <1
Y1
Y2

/

(D)

1
1.

IN N

(P) et (D) peuvent étre résolus graphiquement : 7 = (0,0, 1) est la seule solu-
tion de (P) tandis que {(y1,1) | =1 < y1 < 1} est 'ensemble-solution de (D).
(SO), devient ici :

—x14+ 12 =0, z3 =1, (.%'1>0, $‘2>0)

—y1+ur =1,
Y1 +ug =1, (U1>0, ug > 0, U3>0)
y2+U3:1,

T1U] = TQU9 = X3U3z = 0.
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La résolution de ce systéme d’équations (dont une est non linéaire) fournit
Z(o) = (0,0,1), y(o) = (0,1 — o), u(o) =(1,1,0).

Par suite
z* =(0,0,1), y* =(0,1), u* = (1,1,0).

Notons que la solution y* de (D) obtenue par ce procédé est le milieu du
segment-solution de (D).

Commentaire : — Voir I’'Exercice 4.12 pour une approche analogue dans la résolu-
tion d’un probléme de minimisation convexe différentiable (moyennant le change-
ment de paramétre a = 1/0). Comme ici, 0 — Z(0) (resp. o — (y(0),u(0)) est
appelé « chemin central » conduisant & une solution de (P) (resp. a une solution
de (D)).

— Prolongement de l'exercice : Démontrer que, sous les hypothéses qui ont
été faites, I'ensemble {(z,y,u) € Cy | f5(z,y,u) < 1} est borné pour tout r € R.
Cette propriété, combinée a la continuité de f,, déclenche le résultat d’existence
admis a la 2° question.

— La propriété particuliere de la solution 2% = (z7,...,2;) de (P) et des
variables d’écart uj,...,u) de (D), mise en évidence dans la 3° question, est
appelée « de Goldman et Tucker ».
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V1

ENSEMBLES ET FONCTIONS CONVEXES.
PROJECTION SUR UN CONVEXE FERME

Rappels

VI.1. Ensembles convexes

Bien des notions et propriétés rappelées ci-aprés ont déja été vues a propos
des polyedres convezes fermés (rappels du Chapitre 5) ; seuls sont soulignés ici les
aspects qui en différent.

— C C R™ est dit conveze (ou est un convexe) lorsque oz + (1 — )2’ € C dés
que z et 2’ sont dans C et a € |0, 1].

— Stabilité de la convexité par certaines opérations sur les ensembles :

— Si 4 et (5 sont des convexes de R"”, il en est de méme de Cy + C5 ;

— Si C7 est un convexe de R? et Cs un convexe de RY, alors C7 x Cy est
un convexe de RP x RY ;

— 8i (Cj);¢; est une collection de convexes, ﬂI C; est encore convexe.
ic
VI.1.1. Ensembles convexes associés a un convexe donné

— Le plus petit sous-espace affine de R™ contenant un convexe C' de R" s’appelle
le sous-espace affine engendré par C, et est noté aff C'; on appelle dimension de
C' la dimension de ce sous-espace affine engendré (notation : dim C'). L’intérieur
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de C' dans le sous-espace affine engendré par C' est appelé ['intérieur relatif de C';
il est noté ir C' (ou int, C).

Chose extraordinaire : ir C' # ¢ dés que (le convexe) C' # ¢.

— Une partie convexe F' de C est appelée face (ou partie extrémale) de C
lorsque la propriété suivante est vérifiée :

(x1,m2) € C x C et

= |x1,22| C F.
Ja €]0,1] tel que 04:61+(1—04):U2€F} 21, 2]

Les faces exposées de C (cf. Chapitre 5) sont les exemples les plus importants
de faces de C'; toutefois une face de C' n’est pas nécessairement une face exposée
de C.

Le cas « minimal » de face F est lorsque dim F' = 0; alors F' = {Z} et on parle
plutét de point extrémal Z. En d’autres termes, T € C est appelé point extrémal'")
de C ¢'il n’est pas possible d’avoir T = ay + (1 — a)z avec y et z deux points
distincts de C' et v € ]0,1[. On note ext C 'ensemble des points extrémaux de C.

Propriété : Si C' est un convexe compact de R™, alors ext C' # ¢.

VI1.1.2. Enveloppe convexe, enveloppe convexe fermée

218

Soit S C R™. On appelle enveloppe convexe de S, et on note conv.S (tradi-
tionnellement co S), le plus petit ensemble convexe (au sens de 'inclusion) conte-
nant S. Il y a deux maniéres de construire conv S :

conv S = intersection de tous les convexes C' contenant S ;
conv S = ensemble de toutes les combinaisons convexes d’éléments de S.

Deux théorémes importants :

Théoreme (C. Carathéodory). Tout élément x de convS, ot S C R™, peut étre
représenté sous forme de combinaison convexe d’au plus n+ 1 éléments de S.

Théoreme (H. Minkowski). Si C' est un convexe compact de R™, alors C =
conv(ext C').

On appelle enveloppe convexe fermée de S, et on note conv .S, le plus petit
ensemble convexe fermé contenant S. Il y a déja deux maniéres de voir conv S :

conv S = intersection de tous les convexes fermés C' contenant S ;

conv S = adhérence de conv S (autrement dit, pour avoir conv .S on com-
mence par convexifier S, puis on ferme ’ensemble conv .S ainsi
obtenu).

(UDans le cas non polyédral, le vocable sommet de C' est plutot réservé a un point extrémal Z de
C tel que N(C,T) soit de dimension n (N(C,T) désigne le cone normal & C' en T ; ¢f. Chapitre 3).
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VI1.1.3. Hyperplan d’appui, fonction d’appui

Un hyperplan affine de R", d’équation (s, z) = r, est appelé hyperplan d’appui
au convexe C' en T € C lorsque

(s,T) =ret (s,z) <r pourtout =€ C.

Résultat important : Si C' est convexe et si T € frC, alors il y a (au moins) un
hyperplan d’appui & C' en 7.

Soit ¢ # S C R™. On appelle fonction d’appui de S, et on note og, la fonction
og: R" — RU{+oo} définie de la maniére suivante :

d e R" — og(d) :=sup (s,d) .
seS

og est partout finie sur R" si, et seulement si, S est borné.
Une fonction d’appui ne sait pas distinguer S de son enveloppe convexe fer-
mée : 0s = Oeonv S-
On peut voir conv S a partir de S — ou plutdt a partir de og — de la maniére
suivante :
(s econv S) < ((s,d) < og(d) pour tout d € R").

Ceci est la version « fonctionnelle » du résultat « ensembliste » de description de
conv S suivant : conv S est intersection de tous les demi-espaces affines fermés
contenant S.

Une régle de calcul (parmi d’autres) concernant les fonctions d’appui : Si Sy
et S2 sont deux parties non vides de R", alors og,4+5, = 05, + 0s,.

VI.1.4. Théorémes de séparation par un hyperplan affine

Théoreme de séparation (au sens large). Si Cy et Cy sont deux convezes disjoints
de R™, 1l existe un hyperplan affine qui les sépare, i.e. un vecteur s # 0 de R™ tel
que :

(s,z1) < (s,x2) pour tout x1 € C1 et tout xzo € Cs.

Théoreme de séparation (au sens strict). Si Cy est un convexe fermé et Co un
convexe compact de R™, et s’ils sont disjoints, il existe un hyperplan affine qui
les sépare strictement, i.e. un vecteur s # 0 de R™ et r € R tels que :

(s,z1) <r pour tout z € C;
et
(s,x9) > 1 pour tout z9 € Cs.
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VI1.2. Projection sur un convexe fermé

Soit C' un convexe fermé non vide de R™. Pour tout € R, il existe un et un
seul élément dans C' a distance (euclidienne) minimale de x ; cet élément s’appelle
la projection de x sur C et est noté po(x) :

{pc(:v) eC,

lpc(z) — z|| < ||c — z|| pour tout ¢ e C.
Caractérisation de po(x) (¢f. Chapitre 3) : T € C est po(z) si, et seulement si,
(x —Z,c—7) <0 pour tout ¢ € C.

Dans le cas ou C est un cone convexe fermé, la caractérisation ci-dessus se
simplifie quelque peu : Soit K un cone convexe fermé de R™ et K° son cone
polaire; alors T € K est pi(x) si, et seulement si,

r—z€ K°et (x—7,T) =0.
Une propriété fondamentale de I'application po : R® — C C R” est comme
suit :
Ipc (1) — pe(x2)|1? < (pe(@1) — po(2), 21 — 2)

pour tout 1 et xo dans R"™.
Il en découle notamment :

lpc(z1) — po(z2)|| < ||x1 — z2|| pour tout z1 et zo dans R".

V1.3. Fonctions convexes

Soit C' un convexe de R" et f: C' — R les définitions de « f est convexe sur
C » et de « f est strictement convexe sur C' » ont été rappelées au Chapitre 1.
Quelques rappels supplémentaires :

— Inégalité de Jensen

Soient C' C R™ convexe et f : C — R convexe. Alors, pour toute collection
{z1,..., 2} de points de C et tout a« = (av,...,qx) dans le simplexe-unité de
R*, on a l'inégalité suivante :

k k
S <Z Oéixz‘) <Y aif(w).
i=1 =1
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— Stabilité de la convexité par certaines opérations sur les fonctions :
— Si fy et fy sont convexes sur C, il en est de méme de f1 + fo ;

— Si (fi)ier est une collection de fonctions convexes sur C, alors sup;c; fi
est encore convexe sur C.

— Exemples de fonctions convexes :

—Si || - || est une norme sur R™ et C' un convexe de R™, alors la fonction-
distance
do:x € R" — do(z) :=inf{||z —c|,c € C}

est convexe sur R".

~Si f:ax e RS — f(z) est convexe sur R%, il en est de méme de la
fonction

1
g:x€RF— g(x) ::xf<—>.
x
Références. Chapitres 11T et IV de [12].
* Exercice VI.1. Soit S C R" vérifiant la propriété de « demi-somme » suivante :

(mS,;;eS):s(%eS).

1°) S est-il convexe ?

2°) Méme question si 'on suppose S fermé.

Solution :  1°) Non. Il suffit pour le voir de prendre pour S 'ensemble des
rationnels compris entre 0 et 1.

2°) Oui si S est fermé.

Prenons z; et xy dans S et considérons x € [z1,x2] := {(1 — t)z1 + tae |
0<t<1}.

On prend des deux segments [xl, %] , [ml—m

2
1) (2 Lo S .
et on le note [xg ), a:é )} . On réitere le processus de maniére a obtenir :

,xg] celui qui contient x,

T E... [xgk),xgk)} C...Clz1,29],

lim :ng) = lim xék) = x.
k——4o0 k——4o00

Mais grace a la propriété de « demi-somme » de S, toutes les extrémités
28 (k)
il o3y

dans S.

sont dans S. Le caractére fermé de S fait qu’ensuite la limite x est
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* Exercice VI.2. Soient Ay, Ai,...,A,, dans S, (R) et

m
A(z) := Ao+ inAi pour tout x = (r1,...,%,) € R™.
i=1

On pose C' := {x € R™ | A(x) est semi-définie positive}. Montrer que C' est
convexe fermé.

Solution : — Vérification directe : toute combinaison convexe d’éléments de
C est dans C'; toute limite de suite d’éléments de C' est encore dans C.

— Autre maniére de faire. L’application

= (x1,...,Zm) € R™ +— A(x) :Ao-f—Z:ciAi € S, (R)
i=1

est affine, et C' n’est autre que I'image inverse par cette application du céne
convexe fermé P, (R).

Commentaire :

— Contrairement & ce qu’on peut imaginer au premier abord, C' n’est pas
polyédrique. On peut aussi décrire C' par la conjonction d’inégalités polynomiales
en x (tous les mineurs principaux d’ordre k de A(x), k = 1,...,n, doivent étre
positifs).

— Le probléme d’optimisation

P) {Min (¢, )

A(z) semi-définie positive (z € C)

est un probléme-modéle trés général ; s’y raménent des problémes classiques d’op-
timisation (optimisation quadratique, de valeurs propres, etc.) ou d’ingénierie
(théorie et commande des systémes).

#* Exercice VI.3. Soient C' un convexe compact de R™ et H un hyperplan
d’appui & C. Montrer que H contient nécessairement des points extrémaux
de C.
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Solution : C N H est un convexe compact ; il a donc des points extrémaux.
Mais si T est un point extrémal de C'N H, il est aussi point extrémal de C. En
effet, supposons que T = ay + (1 — a)z avec y, z dans C et a € ]0, 1[. Puisque
H est un hyperplan d’appui a C en ¥, mettons d’équation (s,x) =r, on a :

(s, Ty =1, (s,y) <1, (8,2) <1
Par suite,
O0=7r—(57) =afr—(s,9)] + (1 =) [r = (s,2)],

d’ou (s,y) = (s,z) = r. Ainsi y et z se trouvent aussi dans H. Mais alors le
caractére extrémal de  dans C'N H fait que T = y = 2. Le point T est donc
extrémal dans C.

En conclusion, C' N H contient bien des points extrémaux de C.

** Exercice VI.4. Soit C' le convexe défini comme étant ’enveloppe convexe
de S : C' = conv S.
Montrer que tout point extrémal de C' est nécessairement dans S.

Solution : Soit x un point extrémal de C' et supposons qu’il ne soit pas dans S.

Comme C' = conv S, il existe une représentation de z sous la forme
k
x = Y. ;T avec xi,...,T, dans S et (ai,...,a ) dans le simplexe-unité
i=1
de R*.

Puisque = ¢ S, on a nécessairement k& > 2. On peut supposer, sans perte
de généralité, que 0 < ap < 1. Ainsi

k—1
o
Tz =0z + (1 — « 85
KTk + ( k)z T
i=1
k=1
ouly:=uxpetz:= ), 1%% x; sont des éléments de C' différents (différents car,
i=1

sinon, x = x, ce qui est impossible vu que = ¢ S). La représentation de x
sous la forme

r=aory+ (1 —ax)z, avec y et z dans C, y # z et 0 < ay < 1,

entre alors en contradiction avec le caractére extrémal de z.
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A titre d’exemple, soit S = {x1,...,x;}. Alors tout point extrémal du
polyédre convexe compact C' := conv S est nécessairement 'un des points z;.
Ce cas particulier a déja été vu a I’Exercice V.7.

Le résultat de l'exercice est important et sera utilisé & plusieurs reprises
par la suite.

#* Exercice VI.5. Soit C un convexe. Montrer que z € C' est un point extrémal
de C si, et seulement si, C'\ {x} est convexe.
A-t-on une caractérisation similaire pour une face de C' 7

Solution : Soit x un point extrémal de C. Considérons deux points distincts
y et zde C'\{z} et @ €0, 1]; nous devons montrer que u :=ay + (1 —a)z €

Par la convexité de C', le point u est dans C' ; mais il est différent de = car
ueC,u=z=ay+ (1 —a)zavec yet zdans C, y # z, et a €]0,1]

viendrait & contredire le caractére extrémal de x dans C. Donc u est bien dans
Réciproquement, supposons C'\ {z} convexe et montrons que x est un point
extrémal de C. Supposons qu’on puisse écrire z sous la forme

1
P = §(y+z) avec y et z dans C, y # z. (6.1)

Alors y et z sont différents de = nécessairement ; mais par la convexité de
C\ {z}, cela entraine que 3y + 35z € C'\ {z}. Dot contradiction avec (6.1).

En conséquence, une décomposition de z comme dans (6.1) est impossible :
x est un point extrémal de C.

En ce qui concerne les faces de C, I'implication suivante est une générali-
sation naturelle de ce qui a été établi pour les points extrémaux de C :

(F face de C) = (C'\ F est convexe).

Mais la réciproque est fausse. Pour voir cela, prendre par exemple un tri-
angle C' de R? et considérer une moitié F de C.
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*#* Exercice VI.6. On considére dans R™ les deux boules suivantes :
n
By = {ﬂf:(ﬂ?h...,l‘n) € R” ‘ Z|SUZ‘ < 1},
i=1

By = {.%' = (xla ce axn) eR" | maxi=1,...,n |$z| < 1} .
Quels sont les points extrémaux de By 7 de By 7

Solution : Désignons par ey, ..., e, les n éléments de la base canonique de R".

L’ensemble By peut étre vu comme ’enveloppe convexe des 2n éléments
€1,—€1,...,€,—€;,...,6,, —€,; de plus chacun de ces e; ou —e; est un point
extrémal de By (d’accord?). En somme, les points extrémaux (ou sommets)
de B; sont exactement : ey, —eq,...,€e,, —€,.

La structure de produit cartésien de Bo, = [—1,+1]" facilite la détermina-
tion de ses points extrémaux. En effet, il résulte de la définition méme de point
extrémal que ext(C] x Co) = (extCy) x (extCy). En conséquence, les points
extrémaux de By, sont les 2" points T = (T1,...,Ty), ou T; € {—1,+1} pour
tout i =1,...,n.

Il y a donc une différence notable entre B et By, différence qui ne se
voit pas pour n = 1 ou 2. Lorsque n croit, le nombre de points extrémaux
de Bj croit de maniére linéaire (en passant de R™ a R™*! on ajoute en fait
2 nouveaux points extrémaux), tandis que le nombre de points extrémaux de
By croit exponentiellement (en passant de R™ & R"*! on reproduit 2 copies
des points extrémaux précédents).

1

dans R?, reproduits dans R® - dans R?,

e ajout dans R3 e dans R3, 2 copies de -
FIGURE 15.

** Exercice VI.7. Soit C' un convexe de R™ et A : R™ — R™ une application
affine. Quelle relation y a-t-il entre les points extrémaux de A(C') et 'image par
A de I'ensemble des points extrémaux de C' ?

225



CHAPITRE VI. ENSEMBLES ET FONCTIONS CONVEXES. PROJECTION...

Solution : Aucune en général.

Dans l’exemple ci-contre, A est
€ ) lopérateur de projection sur l’axe
des z. On note que

A(ext C') est tout le segment [a,b]
tandis que

ext (A(C)) = {a, b}.

FIGURE 16.

Si, & présent, C est la bande [a,b] x R de R%, on a toujours A(C) = [a, b]
et donc ext(A(C)) = {a,b}, mais ext C' = ¢.

Toutefois, si A est injective et si  est un point extrémal de C, alors
y = A(x) est un point extrémal de A(C). En effet, avoir

A(z) = aA(z1) + (1 — a)A(xa) avec
r1,x9 € C, A(.’El) =£ A(.’L‘Q) et o € ]O, 1[
est impossible puisque aA(z1) + (1 — ) A(z2) = A(az; + (1 — a)x2) = A(z)

implique x = ax; + (1 — a)xa, et que cette derniére décomposition contredit
le caractére extrémal de x dans C.

** Exercice VI.8. Soient k éléments a1, ..., ar de R™ et K un céne convexe fermé
de R™.

1°) Montrer ’équivalence des deux affirmations ci-dessous :

(7) 11 existe dp € K tel que (a;,do) <0 pour tout i=1,...,k;

(i7) conv{ay,...,ar} N (—=K°) = 0.

2°) Applications :

Traduire I'équivalence démontrée dans les cas particuliers suivants :

(a) K=R";

(8) K ={d € R"| (v;,d) =0 pour tout i = 1,...,m}, ott vy,..., vy, sont m
vecteurs donnés de R™.

Indication. Dans la 1'° question on montrera successivement
[(i) = (ii)] et [non(i) = non(ii)] ; pour cette deuziéme implication, on pourra
séparer (au sens large) les convexes {((d,ay), ..., (d,az)) | d € K} et (Ry)*.
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Solution : 1°) [(4) = (éi)]. Considérons un élément quelconque de
k
conv{ai,...,ax}, c’est-a-dire un élément de la forme > aj;a;, ot (g, ..., ar) €
i=1

A}, (simplexe-unité de R¥). Il découle de (i) : dy € K et

z
<_Zaiaiad0> Zaz (@i, do)) >0 ;
i=1

k
donc — > «aja; n’est pas dans K°.
i=1
[non(i) = mnon(ii)]. Puisque K est convexe et que lapplication
d € R* — ((d,a1),...,{d,a)) € RF est linéaire, 'ensemble Co :=
{({d,a1),...,{d,ar)) | d € K} est un convexe de R¥.
Ce quexprime non(i) est exactement (R7)*¥ N Cy = . Si tel est le

cas, il existe un hyperplan affine qui sépare (Ry )k et Cy, i.e. un vecteur
s=(s1,...5;) # 0 de RF tel que :

(s,21) < (s,22) pour tout z; € (R;)* et tout x5 € Cs. (S)

Puisque (R™)* est I'adhérence de (R;)¥, I'inégalité (S) reste vraie pour tout
z1 € (R7)¥ et tout x5 € Cy. Prenons x5 = 0 (qui est dans Cy) dans cette
inégalité, il s’ensuit :

(s,21) < 0 pour tout z; € (R7)*,

d’ott s € (RT)* (d’accord ?). Ainsi s; > 0 pour tout i = 1,. .., k.
Faisons z1 = 0 dans l'inégalité (S) (prolongée); on a alors :

(s, z2) Zsz (dya;) = <Zszaz, > > 0 pour tout d € K,

k
autrement dit : — ) s;a; € K°.
i=1

En résumé : si (7) n’a pas lieu, il existe des réels s; > 0, ..., s, > 0 non tous
k k
nuls tels que — 3 s;a; € K°. En posant «; := s;/(Y_ s;) pour tout i = 1,...,k,
=1 i=1
de maniére & avoir (aq,...,a) € Ay, on obtient que

k
Z@iai € conv{ay,...,ap} N(—K°).
i=1
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2°) (a) Si K = R", alors K° = {0}; on a donc I’équivalence des énoncés
suivants :
(1) 3 dp € R™ tel que (a;,dyp) < 0 pour tout i =1,...,k ;
(73) 0 ¢ conv{ai,...,ax}.
(B) Si K = {deR"| (vi,d) =0 pour tout i =1,...,m}, alors K° =
K+ = vect {v1,...,un}. Il y a donc équivalence des énoncés suivants :

(7) 3 dyp € R™ tel que (v;,dy) = 0 pour tout ¢ = 1,...,m et {(a;,dy) <0
pour tout i =1,...,k ;
(17) conv{al, . ,ak} N vect{vy,...,vm} = 0.

Commentaire : — L’équivalence provenant de I'application («) de la 2° question
constitue le lemme de Gordan (1873); ce lemme appartient au « royaume des
polyédres convexes » et peut étre démontré avec les résultats et techniques du
Chapitre 5; il sera « revisité » dans I’Exercice VII.1.

— L’équivalence provenant de l'application () de la 2° question montre bien
la différence entre les conditions de qualification de contraintes (QC)z et (QC)w
utilisées dans les problémes de minimisation avec contraintes décrites avec des
egalites et inégalités (¢f. Chapitre 3). En particulier elle indique clairement que

(QC); implique (QC)z.

##% Exercice VI.9. Soient A et B deux éléments de S,,(R),n > 3, On suppose
que B n’est pas définie négative. Montrer 1’équivalence des deux assertions sui-
vantes :

(1) ((Bx,z) =2 0et z #0) = ((Az,x) > 0) ;
(73) Il existe p > 0 tel que A — pB soit définie positive.

Commentaire : Résultat a rapprocher du résultat de I’Exercice 1.16 qu’il étend.

Indication. On admettra que l’ensemble C := {((Ax,z),(Bx,z)) | || z || =1} est
un conveze de R?. Pour [(i) = (ii)], penser a séparer strictement C de R~ x R,

Solution : [(i1) = (7)]. Immédiat.
[(i) = (ii)]. L’ensemble C défini ci-dessus est un convexe compact de R2.
Observons que C ne rencontre pas R~ x RT. En effet, avoir

(Az,z) <0 et (Bx,z) > 0 pour un certain = de norme 1

est impossible d’apreés (i).
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On peut donc séparer strictement le convexe compact C' du convexe fermé
R~ x R : il existe s = (s1,s2) # (0,0), r € R, tels que

(s,z) = s121 + Soxe > 1 pour tout z = (x1,x9) € C (6.2)

el
5121 + 8929 < 7 pour tout = (z1,22) € R™ x RT. (6.3)

En faisant (z1,x2) = (0,0) dans (6.3), il vient que r > 0. De plus, comme
(tz1,txe) € R™ x RT dés que (w1,22) € R™ x R et avec t > 0 arbitrairement
grand, il résulte de (6.3) : s1 > 0, s2 < 0.

(5152

SNy Eglg =¥

FIGURE 17.

On ne peut avoir s; = 0. En effet, si tel était le cas, s serait < 0 et (6.2)
impliquerait

”
(Bz,z) < — pour tout x de norme 1,
52

ce qui est contraire & I’hypothése faite sur B.
Par suite,

s r
1 + —21’2 > — pour tout (x1,z9) € C,
S1 S1

soit encore

(Az,x) + i—j (Bx,z) > i pour tout = de norme 1.

L’assertion (i7) est ainsi démontrée.
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Remarque :

— Curieusement, ’équivalence ne s’étend pas au cas de plus de deux matrices
symétriques. Soient A, By, ..., By, des éléments de S, (R) : alors

(1) ((Biz,x) =20,...,(Bpz,x) 20et x # 0) = ((Az,x) > 0)

et

(73) 11 existe pg = 0,..., 1y = 0 tels que A — p1 By ... — By, soit définie
positive

ne sont pas des assertions équivalentes ; seule [(i7) = (i)] a lieu.

— Par une technique similaire a celle utilisée dans 1’Exercice (on sépare (au
sens large) C et (R;)?), on démontre le résultat parent suivant : Soient A et B
deux éléments de S, (R) ; alors

(1) max {(Azx,x), (Bz,z)} > 0 pour tout z € R"

équivaut a

(73) 11 existe p1 = 0 et py = 0, non tous deux nuls, tels que uy A + ps B soit
semi-définie positive.

1 *Exercice VI.10. Montrer que conv(A X B) = (convA) x (convB).

Solution : A C convA, B C convB, et (convA) X (convB) est convexe (pro-
duit cartésien de deux convexes). Par conséquent, conv(A x B) C (convA) x
(convB).

Démontrons l'inclusion réciproque. Soient u € convA et v € convB ; alors
il existe

— des entiers non nuls p et g,

— des éléments aq,...,a, de A et des éléments by,...,b, de B,

6.4
— (A1,...,Ap) dans le simplexe-unité de RP, (64)
— ({1, . .., tg) dans le simplexe unité de RY,
tels que :

q

p
u = Z )\iai, v = Zujbj. (6.5)
=1 J)

1

D’ou

(u,v) = Z

=l g

/\i,uj(ai, bj). (6.6)

q
S
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Mais (a;,b;) € A x B pour tout (i,j) et (Aip1,...,Aipg, Aapt,

ce s A2fgs -y Aphl, -, Apltg) est dans le simplexe-unité de RPY (en effet tous
j2 q
les coefficients \;uu; sont positifs et Y>> Ajpj = (Z )\i> Yop | =1).
1<i<p i=1 g=Ii
1<j<q

Il résulte donc de (6.6) que (u,v) est bien dans conv(A x B).

*# Exercice VI.11. Soient A et B deux parties (non vides) de R™. Montrer que :
(i) conv(A + B) = convA + convB ;
(73) conv (A + B) = (conv A + conv B).

Solution : (i) A C convA, B C convB, et convA + convB est convexe
(somme de deux convexes). Par suite, conv(A + B) C convA + convB.

Démontrons inclusion réciproque. Soient u € convA et v € convB ; alors
il existe une expression de u et v comme en (6.5). D’ou

p q
utv=> Na;+ Y pbj. (6.7)
i=1 j=1
p q
Comme ) A\; = > p; =1, il vient de la relation ci-dessus
i=1 j=1

i=1 j=1

Mais a; +b; € A+ B pour tout (i,7) et (Aift5); <, <, est dans le simplexe-
1<j<q
unité de RPY. Il en résulte avec (6.8) que u + v est bien dans conv(A + B).

(7i) Dés qu’il y a une enveloppe convexe fermée en jeu, il faut penser a
I'outil « fonction d’appui ».
conv(A + B) est un convexe fermé dont la fonction d’appui est celle de
A + B, soit
deR"— o44p(d) = sup (a+b,d). (6.9)

a€ A
beB
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(convA + convB) est un convexe fermé dont la fonction d’appui est la
somme des fonctions d’appui de A et de B, soit

d e R" — (04 + op)(d) = sup (a,d) + sup (b,d) . (6.10)
acA beB

De l'égalité des fonctions de (6.9) et (6.10) découle 'égalité des convexes
fermés dont elles sont les fonctions d’appui.

Commentaire : Prolongement du (i) de l'exercice : Si S C R" et U : R — R™
est une application affine, alors conv U(S) = U(conv S). Ceci, combiné au résultat
de I’Exercice 6.10 permet de retrouver ().

** Exercice VI.12. Dans S,,(R) structuré en espace euclidien grace au produit
scalaire ((-,-)) (rappel : ((A, B)) := tr(AB)), on considére I’ensemble suivant
O :={M € P,(R) | trM = 1}.
1°) Montrer que €2 est un convexe compact de S, (R).

2°) Montrer que les points extrémaux de €2; sont exactement les matrices
de la forme zz ", ou z est un vecteur unitaire de R™.

Solution : 1°) Q; est par définition I'intersection du céne convexe fermé P, (R)
avec I'hyperplan affine d’équation ((M, I,,)) = 1 : c’est donc un convexe fermé.
Par ailleurs, si M € S,(R) et si A1,...,\, désignent ses valeurs propres

| M ||* := tr(M?) = ZA? (d’accord ?).
i=1

Si a présent M € ), ses valeurs propres \; sont toutes positives (puisque

n
M € P,(R)) et inférieures a 1 (puisque », \; = trM = 1). Par conséquent
i=1

| M ||> < n pour tout M € Q.
21 est donc borné : c’est un convexe compact de S, (R).

T

2°) Montrons que 25 est 'enveloppe convexe des zz ', ot x est de norme 1 :

Q1 = conv {mT z ]| = 1} . (6.11)
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Toute matrice de la forme zz ", avec |2 || = 1, est symétrique semi-définie

positive et de trace 1 (car tr(zz') = || 2 ||?) ; par conséquent, toute combinai-
son convexe de telles matrices est dans €.

Réciproquement, soit M € ;. Par décomposition spectrale, on peut ex-
primer M sous la forme

M= Nz, (6.12)
=1

ol les x; sont des vecteurs unitaires de R™ et les \; les valeurs propres de M.
Mais ces valeurs propres sont positives et de somme égale a 1; ce qu’ex-
prime (6.12) est donc que M est une combinaison convexe d’éléments de
{z2” || =]l =1}.
Visualisation géométrique de (6.11)

=1
/_ —r ;

FIGURE 18.

D’apres I'expression (6.11) de Qq, les points extrémaux de € figurent né-
cessairement parmi les matrices de la forme zz ", ou || z || = 1.

Réciproquement, soit zz' avec || # || = 1 et montrons qu’il s’agit d'un
point extrémal de £27. Supposons que 'on ait la décomposition

zz! =aM + (1 —a)N,
a€]0,1], (6.13)
M et N dans €,

et montrons que cela conduit nécessairement & zx' = M = N.

En faisant le produit scalaire < -,- > avec xz | dans chaque membre de
la 1% ligne de (6.13), on obtient

l=a{Mz,z)+ (1 —a)(Nz,z). (6.14)
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Comme (Mz,z) < A(M) < 1 (A (M) désignant la plus grande va-
leur propre de M) et (Nz,z) < A(N) < 1, il vient de (6.14) que
M (M) =X (N)=1.

Puisque les valeurs propres de M (et de N) sont positives et de somme
égale a 1, la seule possibilité pour M (et N) est d’étre de rang 1, M = uu'
avec | u || =1 (et N=wvv', avec || v | = 1). Avec la 1*¢ ligne de (6.13), on
conclut ensuite & x| = uu' =wvv'.

Commentaire :

— On aurait pu aussi démontrer que 2; est ’ensemble des matrices de la forme
Udiag(A1, ..., \)U T, ot U est orthogonale et (A1, ..., \,) dans le simplexe-unité
A,, de R™. La recherche des points extrémaux de §2; revient alors & celle des points
extrémaux de A,,.

— Conséquence sur la formulation variationnelle usuelle de la plus grande valeur
propre d’une matrice symétrique réelle : Soient A € S,,(R) et \;(A) sa plus grande
valeur propre; alors

M(A) = max {(Az,z) | || z || =1} (classique, cf. Exercice 111.4)

- max{<<A,xxT>> |z = 1}

= max {((A, M)) | M € Q1}.

Prendre le maz de ((A,-)) sur {zz" | || 2 || = 1} ou sur € revient au méme;
A1 est en fait la fonction d’appui de €2;. En somme, la formulation classique de
Rayleigh (1™ expression au-dessus) nous cache des choses (le plus grand ensemble
sur lequel le max de ((A,-)) est A\;(A) est ©1), mais dit I'essentiel (on prend le
max sur les points extrémaux de ).

— Prolongement de 'exercice avec la généralisation que voici.

Soit m un entier compris entre 1 et n, et soit

Qp :={M € Pp(R) | trM =m et \y(M) < 1}.

Dans la définition de €21, il n’était pas nécessaire de faire apparaitre la
contrainte A;(M) < 1 car elle était automatiquement vérifice. Evidemment
Q, = {I,} . Résultat général : £2,,, est un convexe compact de S, (R) ; c’est 'enve-
loppe convexe des XX T, X parcourant I’ensemble des matrices de format n x m
telles que X ' X = I,,,, ces derniéres étant les points extrémaux de €,,. En d’autres
termes : ’enveloppe convexe des matrices de projections orthogonales de rang m
est exactement I’ensemble des matrices symétriques dont les valeurs propres sont
entre 0 et 1 et dont la trace vaut m.
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Pour démontrer ce résultat, on commence par montrer que §2,, est l'en-
semble des matrices de la forme Udiag(\y,..., \,)U ", ot U est orthogonale et
(A,...,A,) dans le polyédre convexe compact II,, suivant :

I, := {(Al,...,)\n)ER” 0< A\ <lpourtouti=1,...,n

et zn:)\l :m}

=1

La détermination des points extrémaux de II,, (c¢f Exercice V.15) conduit
alors au résultat annoncé.
La fonction d’appui o, de Q,,

A€ 8u(R) — op(A) = max (M, 4))

se trouve étre
A+— 0,,(A) = somme des m plus grandes valeurs propres de A.

Cette formulation variationnelle est due a Ky Fan (1949).

*#% Exercice VI.13. Soit IC(R™) I'ensemble des compacts non vides de R".

1°) Soient A, B,C dans IC(R™). Montrer que :
(A+B=A+C) = (conv B = conv ().

2°) Soit B arbitraire dans IC(R™). Montrer que :
n(conv B) + B = n(conv B) + conv B.

Montrer sur un exemple que ce résultat ne saurait étre vrai avec, au lieu de
n, un coefficient strictement inférieur a n.

3°) Déduire de ce qui précede : Si B et C sont dans IC(R™),
VA € K(R™), - B et C sont
(A+B=A+C)=(B=0C) convexes |

Solution :  1°) Les fonctions d’appui 4,05 et oo de A, B et C sont des
fonctions convexes partout finies sur R™; I'égalité A+ B = A + C implique en
termes de fonctions d’appui :

OA+ 0B =04+ 0c,
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d’ott op = o¢ et, par conséquent, conv B = convC (rappelons que lorsque
S € IK(R™), conv S est compact donc fermé).

2°) Ce qu'il faut démontrer est l'inclusion :
n(conv B) + conv B C n(conv B) + B.

Soit C' := convB et désignons par ext C' I’ensemble des points extrémaux de
C. Comme C := conv(extC) et C C R", tout ¢ € C peut s’écrire comme
combinaison convexe de n + 1 éléments de ext C :
n+1
c= > oz, avec (ag,...,an11) € Apy1 (simplexe-unité de R, z; €
i=1
ext C et a; = 0 pour tout <.

L’un des «; est nécessairement supérieur ou égal a n%rl; sans perte de

généralité, on peut supposer qu'il s’agit de a;. Alors :

1 1 n+1
Cc = n+1fE1+ <O[1 - n——|—1) $1+ZZ2OZZ(EZ
n+1

1 n .
— + n——i—liz:;ﬂixi’ ott (B1,---,0n+1) € Ang1.

Par conséquent,

n+1

(n+1)c=z1+n (Zﬁz%) €ext C' + nC.

i=1

Mais tout point extrémal de C' = convB est nécessairement dans B (cf.
Exercice VI.4); donc, finalement, (n + 1)c € B 4+ n(convB).

Comme (n + 1)convB = n(convB) + convB (cela est di & la convexité de
convB), on a bien démontré I'inclusion n(convB)+ convB C n( convB) + B.

Considérons B := {0,e1,...,e,}, ou e; est le i™® vecteur de la base cano-
nique de R", de sorte que

n
conv B = {(al,,,,,an) e R" | Zai < 1 et a; > 0 pour tout z}
i=1

Alors, pour k < n, k(convB) + B est strictement contenu dans (k + 1)convB.
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3°) D’apres la 1™ question, si B et C' sont convexes,
(A+B=A+C)= (B=0),

et ce quel que soit A € KL(R™).

Réciproquement, si B ou C' n’est pas convexe — disons B — on peut avoir
A+ B = A+ C sans avoir B = C'; il suffit pour cela, d’aprés la 2° question,
de considérer A = n(convB).

*#% Probleme VI.14. Soit C' un convexe (non vide) de R™ et zyp € C. On note
Kc(zp) le cone engendré par C' — xg (c’est-a-dire Ko (zg) = RT(C — x)) et
Le(xo) le plus grand sous-espace vectoriel contenu dans K¢ (zp). On appelle
Lo (z) le sous-espace facial de xq relatif a C. L’ensemble

Fo(zo) := [zo + Le(xo)|NC
est appelé face de xy dans C.
1°) Veérifier que
Lo(xg) ={d e R" |3 e>0tel que xg+ Ad € C pour | A\ | < e}.

En déduire que Fo(xg) est la réunion de tous les segments [a,b] contenus
dans C' et ayant zg dans leur intérieur relatif.

2°) Montrer que z( est un point extrémal de C' si et seulement si Lo(zp) se
réduit a {0} (ou, ce qui revient au méme, Fr (o) se réduit a {zo}).

3°) Soient D un autre convexe de R™ et zo € C' N D. Etablir
Fonp(wo) = Fo(xo) N Fp(xo),

Lenp(zo) = Le(xo) N Lp(xo).

4°) Vérifier que
aff (Fo(zo)) = zo + Le(wo).

(aff S désigne le sous-espace affine engendré par S) et par conséquent
dim Feo(xo) = dim Lo (xo).

dim Lo (zp) est ce qu’il est convenu d’appeler la dimension faciale de x

relative a C.

237



CHAPITRE VI. ENSEMBLES ET FONCTIONS CONVEXES. PROJECTION...

238

5°) Soient A : RP — R? une application affine et C' un convexe compact non
vide de RP.

a) On considére yo € A(C). Indiquer pourquoi A~1(yg) est convexe et fermé.
b) On prend un point extrémal x¢ de A~1(y9) NC (Pourquoi en existe-t-il ?).
Soit z un élément de Lo (o).

— Montrer que A(xo + 2) —yo € La(c)(vo)-

— Etablir que A(zo + 2) = yo implique z = 0.

— En déduire que A : aff(Fo(20)) — aff(Fyc)(yo)) ainsi que

A Fo(wo) — Fac)(yo) sont injectives, et que

dim Lo (zp) < dim LA(C) (%o)-

On a ainsi démontré que pour tout yo € A(C), il existe zg € A~ (yo) NC tel
que la dimension faciale de xq relative a C soit inférieure a la dimension faciale
de yo relative a A(C).

6°) Soient Ay, ..., A, k compacts non vides de R" et
C :=conv Ay X conv Ay X ... X conv Ay.

On considére A : R™ — R™ définie par

k
x=(x1,...,25) ER" x ... x R" — A(x) ::Zazi.
i=1
a) Rappeler pourquoi A(C) = conv(A; + ...+ Ag).
k
b) Soit y = Y x; avec x; € convA; pour tout ¢ = 1,..., k. Montrer que :

i=1

k
dim Lo(x) = Zdim Leony 4, ().
i=1
Montrer qu’un point extrémal de convA; appartient nécessairement a Aj;.
k
Déduire du résultat de la 5¢ question qu'il existe une représentation y = > T;

=1
avec .

T; € convA; pour tout 7,

Card{i | T; ¢ A;} < n (c’est le théoréme de Shapley et Folkman).

On suppose que T;, € int(convA;,) pour un certain ig. Que peut-on dire des
autres ;7
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7°) Soit, Ay, le simplexe-unité (ou simplexe élémentaire) de R, c’est-a-dire

k
Ay = {)\:(Al,...,)\k) | A\; = 0 pour tout i, Z)\izl}.
i=1

Pour tout A € A, on note n(\) := Card{i | \; > 0} .
a) Montrer que la dimension faciale de A relative & Ay est n(\) — 1.
b) Soit B un sous-ensemble de R™ et considérons y € convB. Il existe donc
A= (A1,..., ) € Ak, by,..., b, dans B tels que y = Zkl)\ibi.
i=

Considérons A : RF — R™ définie par

k
a=(o,...,00) € R¥ — A(a) = Z%’bi-
i=1
k. _ _
Déduire de la 5° question qu’il existe une représentation y = > A\;b;, A\ =
i=1

(AL, -5 Ak) € Ay, telle que dim Ly, (A) < n. Quel résultat classique d’Analyse
convexe retrouve-t-on ainsi?

8°) On suppose que 'état (k) d’un systéme a l'instant k € {0,1,..., T+ 1}
est décrit de la maniére suivante :

x(0) = x( [état initial| ;
(E) Vk e {0,1,....T}, z(k+1) = A(k)xz(k) + B(k)u(k)

(loi d’évolution du systéme),

ou A(k) est une matrice réelle (n,n), B(k) une matrice (n,m) et
u(0),u(1),...,u(T) une suite de vecteurs de R™ appelés contriles (ou com-
mandes). Les contrdles u(k) sont assujettis aux contraintes

(Aq) u(k) € U(k) pour tout k=0,1,....T,

ou U(0),U(1),...,U(T) sont des convexes compacts non vides de R™.

A chaque suite u := (u(0),...,u(T)) de controles admissibles (i.e., vérifiant
(Ay)) est associée par (E) une suite d’états (4,(0), x4 (1), ..., 24 (T), x, (T +1)).
On dit que I'état

2y (T + 1) est atteint en utilisant la suite u de controles.

Soit y € R™ un élément qui peut étre atteint par une suite u de controles.
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Montrer que y peut aussi étre atteint en utilisant une suite w
(w(0),...,u(T)) de controles admissibles pour laquelle

Card {k | u(k) n’est pas extrémal dans U(k)} < n.
On utilisera pour cela le résultat de la 5¢ question avec
UO0)x...xU(T)=:C
et A : R™MT+D _ R™ définie par
u=(u(0),...,u(T)) — A(u) := z,(T + 1).

Solution :  1°) Le plus grand sous-espace vectoriel contenu dans (le cone

convexe) K¢ (xg) est Ko(xo) N —Ke(zo) = Lo(xo).
Pour les différentes notions proposées, il est recommandé de faire des des-
sins pour visualiser les choses; considérer notamment des polyédres de R?

et R3.
Comme K¢ (x0) = Uyso@(C —20) et Lo(zo) = Ko (xo) N =Ko (o), on a :

Ja>0telquex =20+ < €C, et
de L e ’ :
(d€ C(xo))ﬁ<Elo/>()telquex’:x0—%60

C étant convexe, le segment [z, 2] joignant x a =’ est contenu dans C. Par

conséquent, en prenant 0 < £ < min (é, i), on aura

xo+Ad € C dés que |\ |<e. (6.15)

Réciproquement, si I’on considére d vérifiant (6.15) pour un certain € > 0,

il est immédiat que d et —d appartiennent a K¢ (xp).
Par construction, Fo(xg) est un convexe contenu dans C' et contenant z.

Tout élément x de Fo(xg) est un élément de C' qui peut s’écrire sous la forme
x =1x9+d avec d € Lo(xp).

Puisque d € Lo (xg), il existe 1 > & > 0 tel que
[xg —&d,z¢ + &d] C [xg —&d,zo + d] C C.
C e
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Ainsi, x = o + d appartient a un segment [a,b] C C' tel que

xo € |a,b] = ir ([a,b]) lorsque d # 0,
xo € {zo} =ir ({xo}) lorsque d = 0.

Réciproquement, si x appartient & un segment contenu dans C' et ayant xg
dans son intérieur relatif, il est évident que = — xp € Lo (x0).

2°) Par définition, xg est extrémal s’il n’est pas intérieur a un segment
contenu dans C. Dire ceci est exactement dire que Fo(zg) = {zo} (ou, d'une
maniére équivalente, Lo (xg) = {0}).

3°) Soit x € Fonp(wo), * # xo : il existe alors T € CN D et p € |0,1]
tels que g = pT + (1 — p)x; on en déduit immédiatement que = appartient a
Fo(zg) et & Fp(z).

Inversement, si x € Fo(xg) N Fp(zg), * # xo, on a la situation suivante :

o = p1Z1 + (1 — p1)z pour un certain 7, € C et un p; € ]0,1] ;

xo = p2T2 + (1 — p2)z pour un certain Ty € D et un po € |0, 1].

Comme zyp € C N D, on a nécessairement [T;,z] C C N D ou bien
[T2,2] C CN D, donc z € Fonp(zo)-

La deuxiéme assertion, Lonp(xg) = Leo(zo) N Lp(zp), se démontre de la
méme maniére.

4°) L’enveloppe affine aff(F(zg)) de Fo(zg) est, par définition, le plus
petit sous-espace affine de R™ contenant Fr(zg). C’est I'ensemble de tous les

m
vecteurs = de la forme x = > p;z;, avec m > 1, z; € Fo(xp) pour tout i et
i=1

m
Y. pi=1
i=1

xo + Lo () est un sous-espace affine, d’ot aff(Fe(zg)) C zg + Lo(zo)-
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Pour l'inclusion inverse, considérons d # 0 dans Lc(zp). Il existe alors
g€ > 0 tel que T := xg + &d appartienne & C et par conséquent a Fg(xg). Le
point x := xy + d se trouvant sur la droite déterminée par xy et ¥ est donc
dans aff(F(zp)). La dimension de Fo(xg) est celle de aff(F(xg)); c’est par
conséquent la dimension de Lo (zp).

5°) a) A=Y(yg) est convexe fermé comme image réciproque de {yo} par
I'application affine (et donc) continue A.

b) C étant compact, il en est de méme de A~!(yo) N C. Puisque yo a été
choisi dans A(C), A~1(yo) N C n’est pas vide. A~1(yg) N C étant un convexe
compact non vide de R?, il posséde un point extrémal.

Soit z € Lo (xp) (si, de plus, zg + 2 € C, on a = := z9 + z € Fe(xo))-
Rappelons que

Az + Az) = yo + AAp(z) pour tout A € R, (6.16)
ou Ag désigne 'application linéaire de RP dans R? associée a A.
— Considérons € > 0 vérifiant
xo+Az€eCdésque || <e.
La relation (6.16) indique immédiatement que yo + AAg(z) € A(C) lorsque
| A| <e;donc A(zo + 2) — yo = Ao(2) € La(c)(yo). En somme :
(z € Le(20)) = (Ao(2) € Laey(¥o)) ;
(x =20+ 2 € Fo(z0)) = (A(z) = yo + Ao(2) € Fac)(y0))-
— Si z est tel que A(xg + z) = yp, il résulte facilement de (6.16) que
FAIS LA_l(yo)(xO)' Ainsi,
z €Lc(20) N L a-1(y5) (%0) = La-1(y9)nc (o) = {0}
(puisque g est extrémal dans A~ (yg) N C).

— Soient z1 et zo deux éléments de Leo(xg) pour lesquels A(xg + 21) =
A(ﬂ?o ar 2’2).
Pour | A | suffisamment petit, disons | A\ | <&, on a :

zo 4+ AM(21 — 22) € C, A(zo + (21 — 22)) = 0.

Par conséquent, zg+ A(z1 — 22) € Fo(zg) et, d’aprés ce qui a été démontré
précédemment, z; — 25 = 0 nécessairement.
L’application

A aff (Fe(wo)) — aff(Fa(c)(10))
(= zo + Lc(20)) (= w0+ Lac)(vo))
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ou encore
A Fo(zo) — Fao)(yo)
est injective et, par conséquent, la dimension de L¢(zg) est inférieure a la

dimension de L 4(¢)(yo)-
Illustration : A est la projection orthogonale de R? sur R2.

FIGURE 19.

6°) a) C' := conv A; x ... xconv A, = conv (A1 X ... x A) (& redémontrer
si nécessaire; cf. Exercice VI.10).

L’image par I’application linéaire A de I’enveloppe convexe de A1 X ... X Ay
k

est > conv A; ; c’est aussi 'enveloppe convexe de I'image par A de Ay x...x Ag,
i=1
k
c’est-a-dire conv(z Al-) . On peut aussi démontrer directement que
i=1

k k
conv (Z Ai> = Z conv A;.
i=1 i=1

(cf. Exercice VI.11).

b) Si z = (z1,...,x) € C = conv Ay X ... x conv Ay, les « perturbations
sur x peuvent avoir lieu indépendamment sur chaque coordonnée x; », de sorte
que

LC(x) = (LconvAl (xl)) X (LCOI’IVA2 (ﬁg)) XX (LconvA;c (xk))
et

k
dim Leo(z) = Z dim Leonya, ().
i=1

243



CHAPITRE VI. ENSEMBLES ET FONCTIONS CONVEXES. PROJECTION...

Soit y € A(C); d’aprés le résultat de la 5° question, il existe T =
(Z1,...,Tk) dans C tel que :

k
Yy = Zfzy
i=1

k
> " dim Leonya, (Fi) < dim A(C) < n. (6.17)
i=1
Par suite,
Card {i | dim Leonva,(T;) = 1} < n. (6.18)

Si T; est un point extrémal de convA;, il appartient nécessairement & A;
(résultat classique sur les points extrémaux de l'enveloppe convexe d’un en-
semble ; ¢f. Exercice VI.4).

D’ou

{i | 5 ¢ Az} C {Z | dim LconvAi(fi) > 1}
et le résultat annoncé découle alors de (6.18).

Si lon sait que T;, € int(convA;,) pour un certain indice igp, alors

dim Leony4,, (Tiy) = n et V'inégalité (6.17) implique

dim Lconv4, (T;) = 0 pour tout ¢ # i,

ce qui implique
T; € A; pour tout i # ig.

niA =2

ni=1

FIGURE 20.
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7°) a) Solent A € Ay et d = (d1,...,d;) un vecteur de Ly, (A). Il existe
e > 0 tel que

k
D (Ai+ad) =1pour || <e, (6.19)
=1

Ai +ad; > 0 pour tout i =1,... k. (6.20)

S’il existe i tel que A\; = 1, A est alors un point extrémal de Ay et le résultat
escompté est vrai avec n(A) = 1.
Supposons donc A; < 1 pour tout . Il résulte de (6.19) et (6.20) que d;
k

n’est non nul que lorsque \; > 0. De plus, I'égalité (6.19) induit que ) d; = 0.
i=1
En bref, '
d; = 0 pour tout ¢ tel que A\; = 0,
k
S di =0
i=1

L’implication inverse est facile a vérifier. En définitive, Ly, (A) est le sous-

(d=(di,...,dx) € Ly, (N) =

espace vectoriel d’équation

d; = 0 pour tout i tel que \; = 0,
di+...+dp =0,

ce qui implique
dim L, (A) =n(A) — 1.
k
b) On prend C = Aj. Avec A : RF — R"™ définie par A()\) := > \ib;,
i=1

on a A(C) = conv{by,...,b;}. D'aprés le résultat de la 5° question, il existe
A= (A1,..., ) € Ak tel que

k
W= lebl et dim Ly, (X) < dim LA(C’) (y).
i=1
Comme dim Ly, (A) = n()\) — 1 et que dim L 4c)(y) < n, on en déduit
Card{izl,...,k\xi>0} <n+ 1.

On a démontré que y pouvait s’écrire comme combinaison convexe d’au plus
n + 1 points de B; c’est le fameux théoréme de Carathéodory.

8°) On pose C = U(0) x ... x U(T) et on définit A : R™T+D — R par
u=(u(0),...,u(T)) — A(u) := z,(T + 1).

A est une application affine (c’est facile a vérifier).
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Soit y un état qui peut étre atteint en utilisant une séquence de controles
admissibles. D’apres le résultat de la 5¢ question, il existe w = (w(0), ..., u(T"))
dans U(0) x ... x U(T) tel que

dim Ly (oyx...xv(r) (@) < dim Lyc)(y),

soit
T
> " dim Ly (u(k)) < n.
k=0

Par conséquent,

Card {k | u(k) n’est pas extrémal dans U(k)} < n.

## Exercice VI.15. Etant donné un convexe fermé non vide D de (R",(-,-)), on

note pp opérateur de projection sur D.
Soient C' un convexe fermé non vide de R™ et f : R® — R une fonction

convexe différentiable. Soit T € C'; montrer I’équivalence des assertions sui-

vantes :

Solution :  On rappelle la caractérisation suivante de I’élément pp(x) :
(z=pp(r)) @ (€ Det (x—2,y—2) <0 pour tout y € D).
Dans le cas particulier ot 'on projette sur un céone convexe fermé K,
(Z=pr(x) e (r—2€ K et (x—2,2)=0).

[(i) < (ii)]. De la définition méme de Vf(Z) et de linégalité f(z) >
f@) + (Vf(Z),z —T) valable pour tout € R", il vient :

Z € C minimise f sur C < (Vf(Z),xr —T) > 0 pour tout z € C.  (6.21)
Cette derniére inégalité a lieu si et seulement si

(Vf(Z),d) >0 pour tout d € R*(C —7) =T(C, %), (6.22)
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soit encore

~-Vf(@) e [T(C,z)]° = N(C,7). (6.23)

[(i1) < (ii7)]. Etant donné ¢ > 0, dire que T = po(T — tV f(T)) équivaut
(d’aprés la caractérisation de @ = pco(u) rappelée au-dessus) a :

(x —7,(x —tVf(T)) —T) < 0 pour tout = € C,

c’est-a-dire
—t(r -7, Vf(T)) < 0 pour tout = € C,
ce qui n’est autre que (7).

[(iv) & (ii)]. T(C,T) étant un cone convexe fermé de R, utilisons la
caractérisation de @ = px(u) rappelée au-dessus ; ainsi :

0 =prcz)(~VF@) & V@) € [T(C,7)]°.
D’ou I’équivalence de (iv) et (i7) via (6.23)—(6.22)—(6.21).
[(iv) < (v)]. Toujours d’aprés la caractérisation de pr(cz)(u), on a :
(u— prcz) (W), prcz)(u)) =0,

soit
(u, prcz) (W) = | prem @) I (6.24)

Ce que dit (v) est exactement
(=VI@),prca)(-VI@)) <0,
c’est-a-dire, d’aprés (6.24),

| prca)(~Vi@) [°=0,

ce qui équivaut a (iv).

** Exercice VI.16. Soit C' un convexe fermé non vide de (R”, (-, -)). La maniére
usuelle de caractériser I’élément ¢, projection de x sur C' est la suivante :

(1) (cz = po(z)) < (¢ € C et (x — ¢y, c— ¢z) <0 pour tout c € ).
Montrer qu'une autre caractérisation de po(x) est comme suit :

(i1) (cz =pc(z)) & (¢ € C et (c— cy,x —¢) <0 pour tout ¢ € C).
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Solution : 1l s’agit de montrer 1’équivalence des deux inéquations variation-
nelles figurant dans les caractérisations (i) et (i7).

FIGURE 21.

[(7) = (i7)]. Observons que pour tout ¢ € C':
(c—cp,x—c)=—|lc—cy |+ {x — carc—cz) .

L’implication voulue s’ensuit.
[(i7) = (7)]. Pour ¢t €]0,1] soit
Pp)) 5= Gz AF M@= ) -
observant que ¢(t) € C, on a :
t{c—cpt—cg) —t2||c—cs |2 <O,
En divisant par ¢, puis en faisant tendre ¢ vers 0, on trouve l'inégalité

de (7).

*#* Exercice VI.17. Soit C' un convexe fermé non vide de (R", (-, -)).

1°) Montrer que la fonction f := d% (carré de la fonction-distance euclidienne
a C) est différentiable sur R™ avec

Vf(z)=2(x — pc(x)) pour tout z € R"™.
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2°) Déduire de ce qui précéde les primitives sur R™ de l'application pc,
c’est-a-dire les fonctions g : R™ — R différentiables telles que

Vg(z) = pc(x) pour tout x € R"™.

Solution : 1°) Considérons A(h) := d4(z + h) — d%(z).
Puisque d%(z) < ||  — po(x + h) ||?, nous avons

Ah) = |z +h—po(z+h) > = ||z —pclz+h) |*=
| h H2+2<x—pc(:v+h),h>.

En intervertissant les roles de x et « + h, on obtient de la méme maniére
AR < z+h—pe(@) | = [z —po@) > = [ A |*+ 2(z — pc(=). h) .

Comme || pc(u) — pc(v) || < || w — v || pour tout (u,v) € R™ x R™ on en

déduit
A(h) = 2(x —po(z), k) +o([| A ).

Par conséquent, f := dZ est différentiable en z avec V f(z) = 2(z —pc(z)).

2°) Soit go : @ € R" — go(z) := 3[|| z ||> — dZ(z)]. D’apres ce qui précede,
cette fonction est différentiable sur R™ et

Vgo(z) = pc(x) pour tout =z € R".

Ainsi, les fonctions g primitives de I'application po sont les fonctions de la

forme suivante :
g=go+m rER.

*Exercice VI.18. Soit f : R™ — R convexe et différentiable, soit C' un convexe
fermé de R™. On rappelle que les points T € C' minimisant f sur C' sont exacte-

ment ceux pour lesquels :
(Vf(T),c—7) > 0 pour tout c € C. (6.25)
On définit alors F': R® — R" de la maniére suivante :
Vo € R", F(2) := — (Vf(po(@)) - po(r))
1°) F est-elle continue ? différentiable ?

2°) Montrer que si x est un point fixe de F', alors sa projection T sur C

minimise f sur C.

249



CHAPITRE VI. ENSEMBLES ET FONCTIONS CONVEXES. PROJECTION...

Solution : 1°) f étant convexe, Vf : R"™ — R" est localement lipschitzienne
sur R"™.

Comme pc : R™ — R" est lipschitzienne sur R”, il s’ensuit que F' est non
seulement continue, mais localement lipschitzienne sur R".

Meéme si f est deux fois différentiable sur R™ (c’est-a-dire si V f est diffé-
rentiable), la non-différentiabilité de po (notamment en les points T € fr(C))
fait qu’on ne peut conclure a la différentiabilité de F.

2°) Soient x un point fixe de F et T := pc(z). Puisque V f(pc(z))—pco(z) =
x, Vf(T) — x = po(x) et la caractérisation de 1'élément po(x) conduit & :

(x — (Vf(T) —x),c—7T) < 0 pour tout ¢ € C.

Ceci n’est autre que (6.25) .

Commentaire :
— Plus généralement, si A : R™ — R"™ est un opérateur (pas nécessairement un
gradient), la recherche de T € C' vérifiant

(A(Z),c —T) > 0 pour tout c € C

(inéquation variationnelle) peut étre faite via la recherche de points fixes de F :=

—(Aopc —pc)-
— Le résultat de I'exercice est a rapprocher de celui de ’Exercice I11.17.

** Exercice VI.19. Soient S C R™ et x ¢ S. On désigne par Ps(x) I'ensemble
des T € S tels que | x — T || = dg(z) (Ps(x) est 'ensemble des points de S a
distance euclidienne minimale de z).

1°) Montrer ’équivalence des assertions suivantes :

(i) T € Ps(x) ;

(i) T € Set (x—T,c—T) <3| c—7|* pour tout ¢ € S ;

(i7i) T € Ps(T + t(x — T)) pour tout ¢t € [0,1].

2°) Vérifier que si T € Pg(x), alors pour tout ¢ € [0,1], Pg(T + t(z — T)) est
le singleton {7}, c’est-a-dire T est le seul point de S & distance minimale de z.

3°) Commenter les différences avec la caractérisation de T = pg(x) lorsque
S est convexe.

250



VI1.3. FONCTIONS CONVEXES

Solution : 1°) On a :

zeS
T € Psg(r) e | et

lz—Z|?<|z—c||®> pourtout ce S

En développant || x —c |2 = || # = Z + 7 — ¢ ||?, 'inégalité ci-dessus est

équivalente a
2z -T,c~T) < |l e—T|*.

Dot (i) < ().

(ii) peut encore s’écrire : T € S et

1
2{(x —T,c—T) < i |c—Z ||*> pour tout c € Settec]o,1]. (6.26)

Reformulons (6.26) comme suit :
2{EZ+tx—7)]-F,c—T) < || ¢c—T ||* pour tout c € S ettel0,1].

D’aprés I'équivalence de (i) et (i) déja vue, nous venons de démontrer que (i)
équivaut a (uii).

FIGURE 22.

2°) Soit Z € Pg(T + t(x —T)), 0 <t < 1, et montrons que T = T nécessai-
rement.
D’aprés la caractérisation (i7) de la 1™ question,

1
(T+tx—=)—F,c—3F) < S | ¢ =& ||> pour tout ¢ € S.
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En particulier, pour ¢ =, cela donne :

N =
8|
|
R

1Z-2 [P +t(z-7,7-3) <
Or T € Ps(x), d’ou

(t—T,c—Z)< = || c—T | pour tout ¢ € S,

| =

et par conséquent (r —T,T — T) < % lz2-%|?.

En définitive, S50 || & — 7 |2 <0, dot & = 7.

La signification géométrique de ce résultat est claire : si z; := T+ t(x — T)
est un point du segment [T, z[, I'intersection de S et de la boule fermée centrée
en x; et de rayon || xy — T || est réduite & {T}.

3°) Contrairement au cas convexe, l'angle de x — T et ¢ — T, ¢ € S, n’est
pas nécessairement obtus : on a simplement une majoration de (x — T, ¢ — T)
par % | ¢ —7 ||> . De plus, lorsque t > 1, z; := T + t(x — T) ne se projette
pas nécessairement en T. En clair, on ne peut laisser ¢ — +oo dans 'inéga-

lité (6.26) .

Commentaire :

— Les résultats ci-dessus s’étendent sans difficulté au cadre hilbertien. La
grande différence est que lorsque S est un fermé de 'espace de Hilbert de di-
mension infinie H, on n’est pas assuré d’avoir Ps(x) # ¢. Notons toutefois les
résultats suivants :

{z € H| Ps(x) # ¢} est dense dans H,

{z € H | Ps(x) est un singleton} est dense dans H.
— Depuis Bunt (1934), on sait que si S est un fermé de R" tel que Pg(x) soit

un singleton pour tout x € R™, alors S est convexe. La méme question, posée
dans un cadre hilbertien général, reste sans réponse compléte a ce jour.

*#* Exercice VI.20. Soient {C}} une suite décroissante de convexes fermés de R"
et C' := [ C supposé non vide. Montrer que pour tout =z € R™ :
k

pe, () — pe(r)
et quand k — +o0.
dey (x) T do(x)

(T est une notation pour signifier la convergence en croissant.)
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Solution : Puisque C C Cj, pc,(x) est élément du compact B :=
{ul | u—2 | <do@)}.

Considérons une sous-suite de {pc, (z)} qui converge vers @ € B, donc telle
que |7 — 2 | < do(a).

Nous disons que u € C} pour tout k. En effet, si ce n’était pas le cas, si
u ¢ Cy, pour un certain kg, alors, en raison de la décroissance de {Cy}, u ne
pourrait pas étre limite d'une sous-suite de {pc, (z)}. Donc @ € (Cj, = C, de

k

sorte que || @ —z || = do(z).

Enrésumé, ue Cet | u—z | =do(x):u=pc(x).

Le raisonnement ci-dessus étant valable pour toute sous-suite convergente
de la suite (bornée) {pc,(x)}, on en déduit que (toute) la suite {pc, (z)}
converge vers pc(x).

Comme conséquence, dc, (z) = || z — pe, (z) || T || # — pc(z) || = da(z).

** Exercice VI.21. Soit R™ muni d’un produit scalaire noté (-,-) et de la norme
euclidienne associée notée || - || . On considére un convexe fermé non vide C' de
R™ et T un élément de C.

1"¢ partie
On se propose de démontrer que 'opérateur pc de projection sur C' a en T

une dérivée directionnelle qui est égale a 'opérateur de projection sur T'(C,T)
(cone tangent a C' en T). Soit donc d € R™.

1°) Montrer que

T+td) —7T
w — pe_s(d) pour tout t> 0.
t

2°) a) Vérifier que si 0 < ¢; < ta, on a Ctgf C Ct: .

b) Qu’est-ce que l'adhérence de |J 7(C' — %) ?
7>0

¢) Soit {t;} une suite de réels strictement positifs de limite 0; on pose

8|

Vg ‘= pPc-= (Cl)

g

(1) Veérifier que la suite {v} est bornée.
(73) Soit w la limite d’une sous-suite convergente de {vy}. Montrer que w
est nécessairement la projection de d sur T(C,T).

d) Déduire de ce qui précede :

po(T+td) — T

; — pr(cz)(d) quand t — 0.
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2¢ partie
Soit f : R™ — R contintiment différentiable.

1°) Rappeler, sous ses différentes formes équivalentes, la condition de mini-
malité du 1°" ordre nécessairement vérifiée en T lorsque T est un minimum local

de f sur C.

2°) Considérons gz : RT — R définie par gz(t) := f[pc(T — tV f(T))].
(7) Montrer que la dérivée a droite de gz en 0 existe et vaut
I prca(~VI@) I
(71) Vérifier que la dérivée a droite de gz en 0 est strictement négative
lorsque T ne vérifie pas la condition de minimalité du 1" ordre rappelée a la 1™
question.

3°) On propose l'algorithme suivant (dit du gradient projeté) :

o € C, Tht1 := pc(xk — thf(Ik)),

ou t, est choisi minimisant g, : t € R —— gy, (¢) := flpo(xr — tV f(xk))] sur
R* (on suppose qu'un tel t;, existe).

Démontrer que toute limite d’une sous-suite convergente de {zj} est un
point T de C' vérifiant la condition nécessaire de minimalité du 1€ ordre.

Solution : 1" partie

1°) D’apreés la caractérisation de © = pp(u) pour différents D et u (qui est,
rappelons-le : w € D et (0 — u,u —u) < 0 pour tout § € D), on a :

_ . C—-7
T+tveClie ve ; et

(T+tv=pc(T+td)) & < (T+td) — (T +tv),c— (T+tv)) <0
pour tout ¢ € C'

(i.e.,t? <d— v, % — v> < 0 pour tout ¢ € O) ;

(Uch-a(d))@ <veCt—x et <d—v,¥—v><0pourtou‘cc€0>.

po(T+td)—=
P

(d)-

2°)a)Si0 <t <tgety e C, %:yltziavecy’:: (1—%)E+%y60.

Par conséquent, (C'—x)/ty C (C —T)/t;.

8|
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b) U r(C —7) = T(C, 7).

>0
¢) (i) vh = pes (d) = ,
la propriété de Lipschitz de po (sur R”, avec la constante 1) fait que || vy || <
Il
(73) Soit w la limite d’une sous-suite convergente de {vy} (sous-suite notée
encore {vy}); il nous faut démontrer que w = prc z)(d).

W ; sachant que T € C, et donc po(T) =T

Puisque vy € Ct;j et que vy »w,ona:we |J7(C—-7)=T(C,T).
7>0
Soit maintenant v € |J 7(C —7%), i.e., u € 7(C' — ) pour un certain 7 > 0.

7>0

Pour k suffisamment grand, i < 7, de sorte que 7(C' — ) C -z

tk

; d’out :
(d — vk, u —vE) < 0 (puisque vy, = po_z(d)).
tk

En passant a la limite (sur k) ci-dessus, on obtient : (d — w,u — w) < 0.
Par suite, (d — w,u —w) < 0 pour tout uw € |J 7(C —7) = T(C,7). Ceci
7>0
caractérise le fait que w = pr(cz)(d).

d) Puisque toute sous-suite convergente de la suite (bornée) {vy} a pour
limite le méme w = py(cz)(d), c’est que toute la suite {vy} est convergente et
a pour limite pr(c z)(d).

Le résultat précédent étant acquis pour toute suite {t;} C R de limite 0,
on a bien : w — prcz)(d) quand t — 0.

Notons qu’en raison du caractére lipschitzien de pc, on a aussi :

po(T +tv) —

, — prcz)(d) quand t — 0% et v — d.

2°¢ partie
1°) Si T est un minimum local de f sur C, on a nécessairement :
(Vf(T),z —T) > 0 pour tout = € C,
ou, d’'une maniére équivalente,
Prca)(~V (@) = 0, ou bien T = pc(Z — V(7).
ou encore (V f(T), prcz)(—Vf(T))) =0 (¢f. Exercice VI1.15).

2°) (i) f étant de classe C', pc ayant une dérivée directionnelle en Z, la
fonction composée f o pc a une dérivée directionnelle en T et :

(f o pc) (@ + td) — (f ° po)(T)
t

Vd € R™, —10t (VF(T), prcz)(d)) -
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En particulier pour d = -V f(7),
flpe(@ —tVf@)] - f(@)
t

—t—0t <Vf(f)apT(C,f)(_vf(f))> c

Lorsque I'on projette sur un cone convexe fermé K (comme c’est le cas ici
avec T'(C,T)), on a la propriété suivante :
(u=pr(u)=(ue Ket (u—1u,u) =0).

(v, @) = | @ |*)
Dans le cas qui nous concerne

(92)+(0) = (Vf(@), pr(ca)(-VI @) = — | prca (V@) |I* -

(7i) Lorsque T ne vérifie pas 'une des conditions équivalentes du 1°), on a
(92)'.(0) < 0 comme cela est clair d’aprés I'expression de (gz)’, (0) ci-dessus.

3°) Par construction : xy € C et f(xp4+1) < f(z) pour tout k.

Soit {zg, }, extraite de {x}, convergeant vers T (T € C nécessairement).
Raisonnons par 'absurde et supposons que — || prcz) (=V.f(Z)) [|* < 0.

Si ¢ minimise ¢t — gz(t) := flpc(T — tV f(Z))] sur RT, £ > 0 nécessaire-
ment et gz(t) < gz(0) = f(T).

Ainsi, pour n assez grand,

f[pc(l‘kn = sz(l‘kn))] < f(f) (6.27)

Comme {f(z)} est décroissante (toute la suite!) et f continue, f(xp) —
f(T) quand k — 400 (convergence de toute la suite {f(zx)}).
Mais
f@) < f(ah,11) = flpe(er, = th, V[ (24,))]
< flpo(zg, — tV f(xg,))] (daprés la définition méme de ty,,)

< f(z) (d’aprées (6.27)).

D’ou la contradiction.

Donc prcz (=Vf(T)) = 0, ce qui est une des formes de la condition du
1°" ordre nécessairement vérifiée par un minimum local = de f sur C.
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** Exercice VI.22. Décomposition de Moreau

Soient (H, (-,-)) un espace euclidien et K un cone convexe fermé non vide
de H.
On désigne par K° le cone polaire de K, c¢’est-a-dire I’ensemble

K°={x € H | (z,y) <0 pour tout y € K'}.

Le théoréme de décomposition de Moreau affirme que les propriétés (1) et (2)
suivantes sont équivalentes :

(1) s—aty vek, ye K° et (w,y)=0;

(2) r =pk(z), ¥ =pre(2).

La décomposition figurant en (1) s’appelle la décomposition de Moreau de z
sutwant K et K°.

Dans chacun des deux exemples qui suivent, déterminer le céne polaire de
K et la décomposition de Moreau de ’élément de H proposé.

1°) H = R™ muni de son produit scalaire usuel ; K est orthant positif (R*)"
de R™; I’'élément & décomposer est un élément quelconque de R™.

2°) H = S,,(R) muni du produit scalaire ((A, B)) := trace de AB ; K est le
cone des matrices (symétriques) semi-définies positives ; 'élément a décomposer
est un élément quelconque de S, (R).

Solution : 1°) K° = —K ; la décomposition de Moreau de z = (z1,...,2) €
R™ suivant K et K° est 2 = 2T + 27, out 2t = (2f,...,25) et 27 =
(21 .-+, %, ). Ici u™ signifie max(—wu,0).

2°) K° = —K, c’est-a-dire le cone des matrices (symétriques) semi-définies

négatives (revoir I'Exercice 1.10, 2°), si nécessaire). Etant donné Z € H, soit
() une matrice orthogonale telle que

T . (matrice diagonale dont les éléments diago-
Q' ZO = diag(A1, ..., \n)
naux sont les valeurs propres (réelles) de 7).

De fagon naturelle, on pose
X :=Qdiag (\|,...,AN)QT, V= Qdiag(\[,...,A\,)Q .

n

Alors Z = X + Y est la décomposition de Moreau cherchée.
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Commentaire : L’opération de projection sur un convexe fermé ainsi que la dé-
composition de Moreau, dont quelques propriétés ou exemples font 'objet des
exercices précédents, prennent toute leur importance dans le contexte des espaces
de Hilbert réels (espaces fonctionnels de référence dans I’étude de problémes va-
riationnels).

** Exercice VI.23. Soit C' := [0, 1]".

1°) Quels sont les points extrémaux de C' 7

2°) Soit T = (T1,...,Tn) € {0,1}". On se propose de déterminer le cone
normal N(C,Z) a C en T. Pour cela on pose [y(Z) := {i | T; =0} et [1(T) :=
{i ‘ T; = 1} .

Démontrer 1’équivalence des énoncés suivants :

u=(ug,...,u,) € N(C,T) ; (6.28)
Z wiz; + Z wi(x; < 0 pour tout = = (x1,...,z,) € [0,1]" ; (6.29)
i€l () ich(z
Z Wil + Z ui(Z; —1) < 0 pour tout & = (Z1,...,7,) € {0,1}" ; (6.30)
ZEI()( ) ZEIl( )
Zu+2u:; (6.31)
1€1p(T) 1€l1(T)
<0sii€ lh(T) et u; = 0sii € [1(T). (6.32)
3°) Soit & minimiser sur C' une fonction convexe différentiable f. Comment
caractériser T = (T1,...,%,) € {0,1}" minimum de f sur C ?
Solution :  1°) L’ensemble ext C' des points extrémaux de C est extC =

{0,1}"
2°) — Par définition, u € N(C,7) signifie : (u,x —Z) < 0 pour tout z € C.
Cela se traduit par :

Z wU; T; + Z i (x4 < 0 pour tout z € C.
1€1o(T) €11 (T)

Donc (6.28) < (6.29) .

— Comme ext C' = {0,1}" et que C = conv(ext C), avoir (u,z —T) < 0
pour tout x € C équivaut a avoir (u,Z —T) < 0 pour tout Z € ext C. D’ou
I'équivalence de (6.29) et (6.30) .
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— Puisque uj et u; sont toujours positifs ou nuls, avoir (6.31) signifie :

uj = 0 pour tout i € Io(T) et u; = 0 pour tout i € ,(T); cest-a-
dire (6.32) .
— [(6.32) = (6.30)] est évident ; démontrons [(6.30) = (6.32)].
1sijy =1,
Si i € Iy(T), posons T = (&1,...,%y,) défini par T; := < 1si j € [1(T),
0 sinon.
Alors > wi@i+ >, ui(Z —1) =wu; <0 d’aprés (6.30) .
1€lo(T) 1€l (T)

De maniére similaire, si i € [;(T), posons & défini par
_Josije{i}Ul(z),

i“j : .
1 sinon.
D’aprés (6.30), —u; < 0.
Il est bon de visualiser ces résultats avec les points extrémaux de [0, 1]2 ou
[0,1]3.
3°) T € C est un minimum de f sur C si, et seulement si, 'opposé de
Vf(Z) est dans N(C,Z). Dans le cas ou T € {0,1}", cela se traduit donc par :

gg{ (Z) = 0 pour tout i € Iy(T)

et 8f
8331‘

(Z) < 0 pour tout i € I (T).

* Exercice VI.24. Soient f : R" — R une fonction strictement convexe et C' un
convexe compact non vide de R"”. Montrer qu’un point maximisant f sur C' est

nécessairement un point extrémal de C.

Solution : La fonction f, puisque supposée convexe sur R", y est continue ;
C' est supposé compact : il existe donc T € C' maximisant f sur C.
Supposons que T ne soit pas un point extrémal de C': il existe a € 0, 1], z1
et xo dans C, différents, tels que T = ax; + (1 —a)zs. Mais, f étant strictement
convexe,
f@) <af(r)+ 1 —a)f(z2)
< af(@ + (1 - a)f(@) = f(2),

d’ou la contradiction.
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Commentaire :

— Un exemple typique est avec f: 2 +—— || 2 —a ||, ot || - || désigne la norme
euclidienne usuelle de R™ et ¢ € R"; alors le point de C' le plus éloigné de a est
nécessairement un point extrémal de C.

— Prolongement. Soit C' un compact non vide de R™ (que l'on peut prendre
convexe sans perte de généralité) ; on suppose que pour tout @ € R”, il n’y a qu'un
point qui soit le plus éloigné de a dans C'. Montrer que C' est nécessairement réduit
a un point. Hé hé...

** Exercice VI.25. Soient C' un convexe de R" et f: C — R. On dit que f est
quasi-convexe sur C' lorsque

<£L’1,£L’2 eC

aelo 1] ) = (f(az1 + (1 — a)xs) < max {f(z1), f(z2)}). (6.33)

1°) Montrer que f est quasi-convexe sur C' si et seulement si :
VreR, {x € C| f(z) <r} est convexe.

2°) Soit f quasi-convexe sur C.

(1) Montrer que tout minimum local strict de f (sur C) est un minimum
global.

(74) Montrer que tout maximum local strict de f est nécessairement un point
extrémal de C (et se trouve donc sur la frontiére de C).

Solution : 1°) Soit f wvérifiant (6.33) et considérons S,(f) =
reC | f@) <r}.

Si x1 et xo sont pris dans S, (f) et « dans |0,1], f(azy + (1 —a)zs) <7
d’apreés (6.33) et donc az; + (1 — a)za € S,(f). L’ensemble S, (f) est bien
convexe.

Réciproquement, étant donnés z; et zo dans C et « dans ]0,1[, po-
sons r := max{f(x1), f(z2)}. Les points z; et zo sont dans S.(f) et la
convexité de S,(f) fait alors que azq + (1 — a)z2 est aussi dans S,.(f). D’ou
flazi + (1 —a)za) < 7.

2°) (4) Soit T un minimum local strict de f sur C'; soit n > 0 tel que

le=z0 <) @) > 1)
zeC,z#7T '

Prenons z € C, ||z — T || > 7, et posons ¢ := ”xzf”, zt = (1 — )T + tz.
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D’une maniére claire, xz; € C, || 2y — T || = n et ¥y # Z. Si on avait
f(z) < f(T), on aurait
f(@) < f(z) <max{f(T), f(x)} = f (@),
d’ou la contradiction. Donc on a bien f(x) > f(T).
(74) Soit T un maximum local strict de f sur C. Si T n’était pas un point
extrémal de ', on pourrait trouver u # 0 tel que
T—ueC . f@—u) < f(z)
e
zT+ueC f@+u) < f(z).

Par suite, sachant que T = $[(Z — u) + (T + u)], la quasi-convexité de f ferait
)

" f(@) < max {£(7 —u), fF +w)} < £(),
d’ou la contradiction.

* Exercice VI.26. Soit Q := {x = (z1,...,2,) € R" | 2; > 0 pour tout i} . On
dit que f : © — R est de la forme (G) lorsqu’elle s’exprime de la maniére
suivante :

P
= (x1,...,2y) € Vr— f(x) = chx‘fl’cxg% LTk
k=1

ou les ¢ sont des réels positifs et les a;; des réels quelconques (éventuellement
<0).

Des problémes d’ingénierie, de génie chimique notamment, conduisent & des
problémes de minimisation du type :

Min fo(z)
(P) x € (0 réel >0)
fi(x) <6 pour i =1,...,m,
ou les fonctions fo, fi,..., fm sont du type (G).

Montrer que, grace & un changement de variables adéquat, (P) peut étre
transformé en un probléme de minimisation convexe qui lui est équivalent.

Solution : Posons y; =In x; (i =1,...,n), de maniére qu'une fonction f de
la forme (G) se transforme en .
Y= (W1, .- Yn) ER"— g(y) := f(e¥,..., &%) = che<ak’y>,
k=1

avec ay = (Q1k, A2k, - - -, Ank)-
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. ag,y ,
Les fonctions y —— ") sont convexes sur R” (d’accord ?), les réels ¢y
sont positifs, donc la fonction g est convexe. (P) est alors équivalent au pro-
bléme de minimisation convexe suivant :

(75) Min go(y)
9i(y) <60 pour i=1,...,m.

#¥ Exercice VI.27. Soient S un compact non vide de R et g, h : § — R deux
fonctions continues. On suppose : h(x) > 0 pour tout x € S, et on considére
le probléme d’optimisation (dit fractionnaire) suivant :
S 9(x)
Minimiser f(z):= =
(P) h(z)
xes.

A (P) on associe le probléme d’optimisation suivant, paramétré par o € R :

) {ZII\C/[iEni;liser g(z) — ah(x)

1°) Montrer que la fonction o — 6(«) := mingeg {g(z) — ah(x)} est
concave, continue, strictement décroissante, et que 'équation #(a) = 0 a une
seule solution.

2°) Montrer :

— 81 T est solution de (P), alors @ := f() vérifie f(@) =0 ;

—si f(a) =0, alors tout T € S tel que f(T) = @ est solution de (P).

3°) On suppose : S convexe, g convexe positive sur S, h concave sur S.
Quelles méthodes peut-on préconiser pour approcher d’une maniére itérative la
valeur optimale dans (P)?

Solution : 1°) La fonction € est I'infimum de la famille de fonctions affines
az 1 a € R+— g(z) — ah(z), indexée par z € S; elle est donc concave sur R.
La fonction (o, z) — ¢(a,z) := g(x) — ah(z) étant continue et S com-
pact, la fonction o — 60(c) = mingeg p(a,z) est continue (ceci est aisé a
vérifier).
Prenons a; < ay et considérons une solution 7 de (P,, ) ; alors

9(041) = g(fl) = Otlh(fl) > g(fl) = Otgh(fl) (car h(fl) > 0)
> min (g(z) — ash(@)} = (2).
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Soit g € S et prenons les réels a— et oy vérifiant : oy < mingeg % et
7

9(zo)

h(zo)

Il existe donc un seul @ tel que (@) = 0.

< a_; il s’ensuit que O(a_) < 0 et O(as) > 0.

2°) Soit T une solution de (P). On a :

9(z) _ 9(@) _ _
Vzxebs, %2%—-05’
d’ott
min {g(z) — @h(z)} > 0, g(z) - @h(z) =0,
soit f(a) = 0.

Réciproquement, soit @ € R tel que f(a@) = minges {g(z) — @h(x)} =0 et
considérons T € S tel que g(T) —@h(T) =0, i.e. @ = f(T). Alors :

Ve € S, g(x) —ah(z) > g(T) —ah(z) =0,

soit encore : () @
gz —__ gz
Ve e, —< >a="2=,
h(z) = h(z)
c’est-a-dire que T est solution de (P).
3°) La premiére observation est que f = g/h est a présent quasi-convexe
sur S.
En effet :

Vr >0, {xe S| f(x)<r}={zxeS|glx)—rh(z) <0} est convexe.

On peut donc penser a approcher la valeur optimale dans (P) par une méthode
de minimisation d’une fonction quasi-convexe sur un convexe.

Au vu du résultat de la 2° question, une deuxiéme méthode consiste a ré-
soudre I’équation (dans R) #(a) = 0 par une méthode itérative; 1'évaluation
0(ay) résulte de la minimisation de la fonction g — aih qui est convexe sur S.

** Exercice VI.28. Soit ¢ : Rf — R convexe. On définit I, : (R})"x(R})" — R
par

(p=P1,---,pn), 4= ( ""an))’—>I<p(, )= 3 i Pi )
p= (1, 0n); 4= (@1 q p,q ;qgo(%)
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1°) Vérifier que I, est convexe. En déduire I'inégalité suivante :

n

n ‘zjlpi
Io(p,q) > (Z Cﬁ) e | S
=1

Z qi
i=1

2°) On définit ¢° : R — R par ¢°(x) := 5U90(%)

(1) ¢° est-elle convexe?

(#4) Comment se comparent I, et Ipo ?

3°) Domnner les expressions de ¢° et I, dans les cas suivants : ¢(t) =
thnt, (1—vt)?2 tYaveca >1, (t—1)2 |t—1].
Solution : 1°) Soit f : (Rf) x (R}) — R définie par f(z,y) := yo (%) i
nous suffit de vérifier que f est convexe. A cet effet, prenons (z,y) et (u,v)
dans (R%) x (R%) et 0 < A < 1. En notant A = 1 — A, la convexité de ¢

implique
<)\x+Xu> ( Ay oz v u)
pl—=)=¢ == ==
Ay + v Ay+Ay  Ay+ v

N <£>+Lv (%)
\/\y+vaSO Y Ay + v 4 v/’

Aprés multiplication par Ay + v, on obtient
_ Az + Au T\ ~ (u
S T (| 202N = i [ T (—)
(Ay )(P<)\y+>\v> yw(y) v (5
ce qui est l'inégalité de convexité (sur f) cherchée.
n n
Dans linégalité de Jensen ¢ <Z tixi) < Y tip(w;), faisons t; =
i=1

i=1
L xz; = 2. On en déduit immédiatement I'inégalité demandée.

“
2 ‘

2°) (2) Oui. C’est un résultat classique sur les fonctions convexes de la va-
riable réelle (rappelé en début de chapitre), mais qui est aussi une conséquence
de ce qui a été démontré au-dessus.

(1) Ipo(p,q) = Lp(q,p)-
3°) I,(p, q) est une sorte de mesure de proximité entre p et ¢; elle joue un

role important lorsque p = (p1,...,pn) €t ¢ = (q1,...,qy) sont des distribu-
tions de probabilité (> p; = > ¢; = 1) notamment.
i i
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n
— () =tln t. Alors ¢°(t) =—Int, I,(p,q) = > piln 2’_?_
i=1 ¢

Mz

—ot) =1 -V Id ¢° =9, I,({p,q9) = (VP — V&)*

i

(i) (gi)' ™.

M:&

— p(t) =t Alors ¢°(t) = t17°, I,(p,q) =

=1

—p(t) = (t—1)2 Alors @°(t) =t + 1 —2, L(p,q) = 3 =2

n
() =[t=1]. Alors ¢° =, I,(p,q) = Z\ i =i | -
** Exercice VI.29. Sur espérance mathématique de linverse d’une matrice
aléatoire

Si X est une variable aléatoire strictement positive, E (%) > ﬁ pourvu

que E(X) et E (%) existent. Dans cet exercice, on propose une généralisation
de cette propriété au cas matriciel.

On désigne par matrice aléatoire une matrice A dont les coefficients a;;
sont des variables aléatoires. Lorsque les a;; sont intégrables, on dira que A est
intégrable et on posera E(A) := [E(a;)]1<ij<n-

Soit A une matrice carrée aléatoire telle que, presque stirement, A(w) =
[aij(w)]i<i,j<n soit réelle, symétrique et définie positive; on suppose que A et
A~1 sont intégrables. On se propose de démontrer que E(A™1) = [E(A)] L.

1"¢ approche

1°) Soient U et V deux matrices réelles symétriques définies positives de
taille n, et ¢ un élément de R"”. On définit f : [0,1] — R comme suit :

vt e [0,1), f(t) = {([(1 -tU +tV] 'c,c).

Montrer que f est continue sur |0,1] et deux fois dérivable sur |0,1|. En déduire
que f est convexe.

2°) En déduire :
vte [0,1], [1 -t U +tV]' < (1 -ty U +tv L

3°) Montrer alors, a Iaide de 'inégalité de Jensen,

E (<A710, c>) > <[E(A)]*1c, c> )
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2¢ approche
4°) On pose A(w) := A(w) — E(A). Etablir

E(A™) = [E(A)] " + [E(A)]E(AATA)E(A4)]

5°) Vérifier que [E(A)]"'E(AATA)[E(A)]~! est semi-définie positive. En
déduire I'inégalité E(A™1) = [E(A)] 7L

Solution : 1"¢ approche

o
1°) On désigne par P,(R) 'ouvert (c’est en fait un cone convexe ouvert)
des matrices réelles symétriques définies positives de taille n.
[}

Puisque U et V sont dans P, (R),
I:= {teR | (1=t U +tV e P, (R)}
est un intervalle ouvert de R contenant |0,1].
On peut voir f comme la composée des applications suivantes :
te I oi(t) = (1 — U +tV
M €P, (R) 2 po(M) := M~?
A eP, (R) 2 p3(A) := (Ac,c) .

1 est une fonction affine, donc de classe C™, et ¢/ (t) =V — U pour tout
tel.

9 est également une fonction de classe C'°; et sa différentielle premiére
en M est donnée par

H+— Dpo(M)(H) = -M"*HM™!.

3 est linéaire (continue), donc de classe C™°, et Dys(A) = ¢3 en tout A.
Par suite, f = p30¢30p; est C sur I D [0, 1] et, pour tout ¢ € I,
F)=—([(1=tU + V][V = U][(1 =) U +tV] 'e,c),
) =2{([(Q -t U +tV] 'V = UJ[(1 — )U + tV]"'[V = U]
[(1-t)U +tV] le,c).
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Posons u := [(1 —t)U +tV] e et v := [V — Ulu. D’aprés ce qui précéde et
en raison de la symétrie des matrices en jeu,
') =2([V =UJ[(L = )U + tV]'[V — Ulu,u)
=2([(1 = )U + tV] 1v,v).

D’ou f”(t) = 0 puisque [(1 — t)U + tV]~! est symétrique définie positive.
f est bien convexe sur I.

2°) L’inégalité de convexité (de base) relative & f conduit a :
vt e [0,1], ([(1 —tU +tV]e,e) < ({1 =) U +tV e e),

et ce pour tout ¢ € R™. D’ou 'inégalité annoncée.

3°) De par les résultats des questions précédentes, l'application F' :
o

Pn (R) — R qui a A associe F(A) := <A*10, c> est convexe. Par application
de I'inégalité de Jensen :

E[F(A(w))] = F[E(A)],

E (A (w)e, )] > ([E(A)]e,c),

soit

d’ou le résultat escompté puisque E [<A*1(w)c, c>] = <E(A*1)c, c> :

2¢ approche

3‘:)\ AW A (W) AW) = Aw) + E(A) A~ (w)E(A) — 2E(A),

et
[E(A)]E[A(W) AT (W) AW)EA)] ™ = —[E(A)] ™ + E(A™).

5°) Comme la matrice M := E[A(w) A~ (w)A(w)] est semi-définie positive,
il en est de méme de [E(A)]"!M[E(A)]~!. D’ott I'inégalité annoncée.

*#% Exercice VI.30. Soit P, (R) le cone convexe ouvert des matrices symétriques
définies positives de taille n. On définit f: R"x P, (R) — R comme suit :
VzeR", VAeP,R), f(z,A) = (A" z,z)

({-,-) étant le produit scalaire usuel sur R™).
L’application f est-elle convexe ?
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Solution : La réponse est oui. Alors que la convexité de z —— <A*1:U,:U>
est facile et celle de A —— <A_133,$> peut étre aisément démontrée, c’est la
convexité de (z,A) — <A*1:U,:U> comme fonction du couple (x,A) qui est
prouvée ici.

— Soit tout d’abord A := diag(ay,...,a,), B := diag(b,...,b,), avec les
a; et b; strictement positifs et a € |0, 1[. Alors :

flaz+ (1 —a)y,cd+(1-a)B) =) 0;99 11—_03)1;62)
=1
" 2
= = _Oly—i — ol —a)(b;x; — a;vy;
- zz; |:<aai +{ )bz) (1 )(biw; zy1)2:|
n 562 yz B

— Soient & présent A et B quelconques dans ﬁn(R) On peut trouver )
inversible telle que QAQT et QBQ T soient toutes deux diagonales (réduction
simultanée des formes quadratiques associées & A et B, possible car A est
définie positive). Or

flx, A) = <A_133,$> = <Q_TA_1Q_1Q33,Q$>
= ((QAQT)'Qx,Qr) = £(Qz,QAQT) ;

donc
af(z,A)+ (1 —-a)f(y,B) — flaz + (1 — a)y,aA + (1 — a)B)
=af(Qz,QAQ") + (1 —a)f(Qy,QBQT)
—f(aQz + (1 — @)Qy, aQAQ" + (1 — )QBQT),

> 0 d’apres le résultat du 1" point.

** Exercice VI.31. Soit f : R" — R convexe et de classe C? sur R”, soit C' un
convexe fermé de R".
On suppose qu'’il existe T € C' minimisant f sur C.

1°) Montrer quun point Z € C' minimise f sur C si, et seulement si,

V@), 5 —F) =0 et Vf(F)=VI@). (6.34)
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2°) On suppose que f est quadratique, i.e. f(x) = % (Az,x)+ (b, z) + ¢, avec
A symétrique semi-définie positive, et que C est un polyédre convexe fermé.

Montrer que l’ensemble des points minimisant f sur C' est un polyédre
convexe fermé que l'on exprimera en fonction de C, A, b et x.

Solution : 1°) Soit  un point de C vérifiant la condition (6.34). De part la
convexité de f, on a

f@) = f(2) +(Vf(2),T-2),

d’ou f(Z) > f(Z) a l'aide de (6.3.4) . Ainsi, £ minimise aussi f sur C.
Réciproquement, soit & un point de C' minimisant f sur C. On a alors :

f@) =f@) > @)+ (Vf(@), & -7), dou (V[(T),Z - 7T) <0,
(Vf(T),z—T) >0 (c’est la condition de minimalité),

en définitive (Vf(Z),Z — T) = 0.
En échangeant le role de T et Z, on obtient de méme (Vf(2),7 — ) = 0.

Or

V@) —-Vf(z /V2 (Z+t(T—2))(T —2)dt (6.35)
= H(T— %), ot H := 2f(z +t(x — 2))dt.
= H( ), ou H /OVf( + t( ))dt

Comme

0=(Vf(@-Vf(),7-17)=(HT-1),7-1),

et que H est symétrique semi-définie positive, H(Z — &) = 0 nécessairement.
D’ou Vf(z) — Vf(Z) = 0 d’aprés I’évaluation (6.35) .

2°) L’ensemble des points minimisant f sur C' est

CN{zeR"|(bi)=(bT)et AT = AT}.
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VII

INITIATION AU CALCUL
SOUS-DIFFERENTIEL

ET DE TRANSFORMEES
DE LEGENDRE-FENCHEL

Rappels

Les fonctions f : R" — R U {400} qui seront considérées, qu’elles soient
convexes ou non, vérifieront au minimum les deux propriétés suivantes :

(7.1)

—Il'y a un point au moins en lequel f est finie;
— Il existe une fonction affine minorant f sur R"

Pour de telles fonctions f, on appelle domaine de f I'ensemble des x en
lesquels f prend une valeur finie (dom f := {z € R"| f(z) < +00}), et épi-
graphe de f l'ensemble des (z,7) € R™ x R « au-dessus du graphe de f »
(epi f:={(z,r) € R" x R| f(z) < r}). Si I'inégalité est stricte dans la définition
de epi f, on parlera de I’épigraphe strict de f, et on notera epi, f cet ensemble.

VII.1. La transformation de Legendre-Fenchel

VII.1.1. Définitions

La conjuguée ou transformée de Legendre-Fenchel de f est la fonction f* :
R"™ — R U {400} définie par :

Vs e R", f*(s) := xsgﬂgl {(s,z) — f(z)}. (7.2)
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L’application f +— f* est appelée conjugaison ou transformation de
Legendre-Fenchel.

La définition s’étend sans difficulté aux f définies sur un espace euclidien
(E,(-,-)), auquel cas f* est définie sur E* représenté par E via (-,-) .

Comme conséquence de la définition (7.2), nous avons l'inégalité suivante :

f*(s) + f(x) = (s,z) pour tout (s,z) € R" x R",

appelée inégalité de Fenchel.
Par construction, f* est convexe et semi-continue inférieurement ; cette pro-
priété ajoutée au fait que f vérifie (7.1) entraine que f* vérifie également (7.1).

Exemples :

— Si S est une partie non vide de R™ et si Ig : ¢ € R" +—— Ig(x) := 0 si
x €S, +oo sinon (Ig est la fonction indicatrice de S), alors

(Is)" : s € R — (I5)"(s) = sup s, z)

est la fonction d’appui de S (notée og également).
— Si S est une partie fermée non vide de R"™, posons

1
fs:zeR" — fg(x) = 5 |z |? siz €S, +oo, sinon; (7.3)

alors,

[l s 17 = d3(s)]

NN

(fs)": s € R"— (fs)"(s) =
ou dg désigne la fonction-distance a S.
Notation : I'o(R™) désigne 'ensemble des f : R" — R U {400} qui sont
convexes semi-continues inférieurement sur R"™ et finies en au moins un point
de R™. On a déja signalé que f* € I'o(R™) dés que f vérifie (7.1).
VII.1.2. Quelques propriétés et régles de calcul

— Si f est 1-coercive sur R" (i.e. si f(x)/ ||z || = 400 quand || z || — +00),
alors f* est partout finie sur R" (c’est-a-dire dom f* = R").

— Soit f : R™ — R strictement convexe, différentiable et 1-coercive sur R™;
alors :
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e f* est également partout finie, strictement convexe, différentiable et
1-coercive sur R” ;

e l'application Vf : R™ — R est bijective et
F4(s) = (5, (V)1 (5)) = F((V£)"(s)) pour tout s R, (7.4)

Ceci est la formule de Legendre.

— Etant données deux fonctions fi et fo minorées par une fonction affine
commune, [’inf-convolution (ou somme épigraphique) de f1 et fo est la fonction
notée f1fy définie comme suit :

Ve e R", (A0f2)(z) = inf {fi(z1)+ falz2)}.

xr1+xTo=2

Alors dom( f10f2) = dom(f1) + dom(f2) et epiy(f10f2) = epig(f1) + epig(fa)-
La conjuguée de filf2 est fi+ f5, et ce sans aucune hypothése additionnelle sur
f1et fo

— Soient deux fonctions fi et fo de I'o(R™) telles que les intérieurs relatifs
de leurs domaines se coupent (i.e., ir(dom fi) et ir(dom f2) ont un point en
commun) ; alors la conjuguée de fi + f2 est fff5 et cette inf-convolution est
eracte, c’est-a-dire : si s € domf{If5, il existe (s1,s2) € dom f; x dom f5 tel
que s = s1 + s2 et f[fOf5(s) = fr(s1) + f3(s2).

—Si f € Tp(R™), la fonction f** := (f*)* n’est autre que f. La transformation
f —— f* est en fait une involution de I'o(R"™).

VII.2. Le sous-différentiel d’une fonction

VII.2.1. Définitions

Etant donnés une fonction f et € dom f, un élément s de R™ est appelé
sous-gradient de f en x lorsque

f(@) = f(z) + (5,2 — x) pour tout 2’ € R™. (7.5)

La définition s’étend sans difficulté aux f définies sur un espace euclidien
(E ) <'a >)

L’ensemble des sous-gradients de f en x est appelé sous-différentiel de f en x
et noté par le graphisme 0f(z).

Une caractérisation des s € df(z), venant immédiatement de (7.5), est comme
suit :

(s € 0f(x)) & (f*(s) + f(x) = (s,2) = 0) ;
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il s’ensuit que le calcul sous-différentiel et la transformation de Legendre-Fenchel
sont trés étroitement liés.

VII.2.2. Quelques propriétés et régles de calcul
- Si f € To(R™), alors Of(x) est assurément non vide dés que z est dans
I'intérieur relatif de dom f.

—Si f € To(R") et si z € int(dom f), df(x) est un convexe compact (non
vide) dont la fonction d’appui est

d— f'(,d) = lm L@ =1 (@)

t—0t t ’

appelée dérivée directionnelle de f en x. En conséquence, f € I'o(R"™) est diffé-
rentiable en = € int(dom f) si et seulement si 0f(z) est un singleton (c’est-a-dire
qu’il n’y a qu'un sous-gradient de f en z); auquel cas df(x) = {Vf(z)}.

— Soit f € I'g(R™); alors : (s € df(z)) < (x € f*(s)).
Ceci est résumé symboliquement sous la forme 9f* = (9f) L.

— Soit f : R™ — R strictement convexe, deux fois différentiable et 1-coercive
sur R”™. Supposons de plus que V2f(z) soit définie positive pour tout z € R™.
Alors f* jouit des mémes propriétés et le calcul différentiel sur f* a partir de celui
sur f s’opére comme suit :

-1

Vi) = (V) VA(s) = [V ()] (7.6)

— Soient deux fonctions f1 et fo de T'o(R"™) telles que les intérieurs relatifs de
leurs domaines se coupent ; alors en tout x en lequel f; et fo sont finies,

O(f1 + fo)(z) = 0fr(z) + O fa(z). (7.7)

(Dans le membre de droite il s’agit d’'une somme vectorielle de deux convexes
fermés; cette régle généralise donc la régle de calcul différentiel usuelle V(f1 +

fo)(@) = Vfi(z) + Vfa(x).)

— Soient deux fonctions fi et fo de I'o(R™) et € dom(f1f2) pour lequel il
existe (x1,x9) € dom fixdom fy tels que (f10f2)(z) = f1(z1) + fa(z2) (c'est-a-
dire I'inf-convolution de fi et fo est exacte en x1 + x9) ; alors :

O(f10f2)(x) = 0f1(21) N Of2(w2).
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— Soient des fonctions fi,..., fr € I'o(R™) et 2 un point intérieur a tous les
dom f;, i = 1,...,k (par exemple x est quelconque si les f; sont partout finies
sur R™). Alors :

O max, fi)(x) = conv U afitx) ¢, (7.8)
i€l (x)
ou I(x) := {i|fi(x)=f(x)}. En d’autres termes, un sous-gradient de

max;—1, .k fi; en x est une combinaison convexe de sous-gradients de f; en x, ol
I'on ne retient que les indices i pour lesquels f;(x) = f(z) («1a ou ¢a touche »). La
régle de calcul (7.8), sans équivalent dans le monde des fonctions différentiables,
est sans doute la plus importante du royaume des fonctions convexes.

VII.3. La convexification d’une fonction

Etant donnée une fonction f (toujours vérifiant (7.1)), on se pose la ques-
tion de construire I'enveloppe convexe de f, c’est-a-dire la plus grande fonction
convexe minorant f sur R™; laquelle fonction est notée conv f (ou co f plus tra-
ditionnellement). La construction analytique de conv f est comme suit :

n+1 n+1

(conv f)(z) = inf {Zazf(:m) | z = Zaixi, a; > 0 pour tout @
i=1 i=1

parmi toutes les décompositions possibles de x comme combinaisons convexes
de points z;, on prend l'infimum des combinaisons convexes correspondantes des
valeurs f(z;) de la fonction. (Mais attention! I’épigraphe de conv f peut étre
légérement plus gros que l'enveloppe convexe de epi f.)

Plus utile que conv f est son enveloppe semi-continue inférieure, c’est-a-dire
la fonction obtenue en fermant 1'épigraphe de conv f (ce qui revient in fine a
prendre I'enveloppe convexe fermée de epi f); cette nouvelle fonction est notée
conv f (ou o f plus traditionnellement). Outre la construction « interne » de
conv f évoquée précédemment, il v a une construction « externe » qui s’avére
toute aussi parlante : La fonction conv f est le supremum de toutes les fonctions
affines minorant f sur R”.
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Fort heureusement, il y a une situation, fréquente dans les applications, ou
conv f et conv f ne différent pas :

— Si f est semi-continue et 1-coercive sur R", alors conv f = conv f et, pour
tout x en lequel conv f est finie, il existe des x; € dom f; et des «a; positifs de
somme 1 tels que

n+1 n+1
x = Zaixi et (conv f)(z) = Zazf(:vz)
i=1 1=1
Exemple de telle situation : Soient S un fermé non vide de R" et ¢ : R® — R
une fonction continue telle que lim p(x) = 4o0; alors la fonction
Iz || +oo
resS

fixeR"— f(z):=¢(x) si z € S, +oo sinon, vérifie les hypothéses du ré-
sultat énoncé au-dessus. Voir (7.3) pour un exemple particulier.

Le lien avec la transformation de Legendre-Fenchel s’exprime par la relation
suivante : conv f = f**.

Références. Chapitre VI de [12] et Chapitre X de [13].

#* Exercice VII.1. Soient k éléments sq,...,s; de R™.

1°) (Lemme de Gordan). Montrer I'équivalence des deux propositions sui-

vantes :

(P1) max;—i __(si,x) > 0 pour tout x € R" ;
k
(Py) 1l existe a1 > 0,...,p = 0, non tous nuls, tels que Y «a;s; = 0.
i=1
2°) Comparer les propositions suivantes :

(P3) maxj—i __(s;,x) > 0 pour tout  # 0 de R" ;

k
(Py) Tl existe ay > 0,...,0p > 0, tels que > ays; = 0, et
i=1

vect{sy,...,sp} = R™

Commentaire : Pour « visualiser » ces conditions (F;), il est conseillé de repré-
senter graphiquement la fonction  — max;—; _j (s, z) ainsi que le cone normal
a son épigraphe en l'origine (de R™T1).
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Solution : 1°) Prewve 1. Soit f : o —— f(z) := max;—;__ (s;,x). Ce que
dit (P;) est que la fonction convexe (et méme linéaire par morceaux) f est
minimisée en 0. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi
est donc : 0 € 9f(0). Sachant que 9f(0) = conv{sy,...,si}, 'équivalence de
(Py) et (Py) s’ensuit.

Preuve 2 (directe).

[(P) = (P1)]. Il est clair que (P») implique l'égalité (pour tout x)

k
Z i (si,x) = 0. S'il existait T tel que max;—1 __x (s;,T) < 0, on aurait (sa-
chant que I'un au moins des «; est > 0) > «; (s, T) < 0. D’ou contradiction.

k
[(P1) = (P)]. Soit L : RF — R™ définie par L(ag,...,ox) = — Y. @;5;.

Comme L est linéaire continue, elle transforme le simplexe-unité Ay de R* en
un (polyedre) convexe compact L(Ay) de R™.

Supposons (P») fausse. Alors 0 ¢ L(Ay). Nous allons, sans le dire explici-
tement, séparer strictement {0} et L(Ay). Désignons par pgy la projection de
0 sur L(Ag). D’aprés la caractérisation de la projection d’un élément sur un
convexe fermé,

(¢ — po,0 — po) = (po,po — ¢) < 0 pour tout ¢ € L(A).
C’est notamment le cas pour ¢ = —s;, ¢ =1,..., k. D’ou
(si,p0) < — (po,po) = — || po [I>< 0,
ce qui induit max;—; (55, po) < 0. Dot contradiction avec (Pp).
2°) Les deux propositions (P3) et (Py) sont équivalentes.

[(Ps) = (P3)]. Supposons qu'il existe T # 0 tel que max;—; __j (s;,Z) < 0
et montrons qu’on arrive & une contradiction. Comme

0—<Zazsz, > Zaz i, T

et que tous les a; sont > 0, il s’ensuit :

(si,T) = 0 pour tout i =1,... k.
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Puisque T # 0, il existe s € R" tel que (s,Z) # 0. Or R"” = vect{si,..., sk}

k
par hypothése; il existe donc des réels A; tels que s = > \;s;. Par suite
i=1

k

(5,) =) Xi (56, F)

i=1
est impossible & tenir puisque (s,Z) # 0 et (s;,T) = 0 pour tout i.

[(Ps) = (P1)]. Montrons tout d’abord que (P3) implique que
vect{sy,...,sr} = R™. S’il n’en était pas ainsi, il existerait T # 0 tel que
(s;,T) = 0 pour tout i = 1,...,k (d’accord?). Mais ceci contredirait alors
(Ps).

Au vu du résultat de la 1' question, (P3) implique l'existence de coeffi-

k
cients «; > 0, non tous nuls, tels que Y «a;s; = 0. Reste a prouver (ici) que
i=1
I'on peut prendre les «; tous strictement positifs. Désignons par K le cone
convexe engendré par les vecteurs s;, c¢’est-a-dire

k
= {Ztis”ti >0 pour tout i = 1,...,k}.
i=1

Nous savons que K est fermé (cf. Exercice V.12). Considérons a présent la

k
projection de — > s; sur (le cone convexe fermé) K ; cette projection est de la
i=1
k p— p—
forme > t;s;, avec t; > 0, pour tout 4, et caractérisée par les relations suivantes

=1
(cf. rappels de la Section VI.2) :

( k
— ZSZ Z i8; € K° (cone polaire de K)
i=1 i=1
etl (2
< Z‘S’ Zt81,2t81>—0
=1

Puisque K est engendré par les s;, la 1™ relation ci-dessus implique
k
<— Z(l +fi)si,sj> < 0 pour tout j=1,...,k,
i=1
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d’ot, grace a la 2° relation ci-dessus,

k
<Z(1 —|—Zi)si,sj> =0 pourtout j=1,...,k.

i=1

k
Comme vect{sy,...,sx} = R™ on en déduit > (1 + ¢)s; = 0. D’ou le

i=1
résultat escompté.

Commentaire : — Des exemples simples montrent qu’on ne peut se contenter de

« a; = 0 pour tout ¢ » dans (Py), et qu’on ne peut se dispenser de I’hypothése
«vect{sy,...,s} =R" ».

— Prolongement de lexercice : Montrer que (P;) équivaut aussi a
cone {s1,---,sk} = R"™.
T, A
= 5 WX
LF 8]

T
191

Fiaurge 23. Illustration dans R2.

** Exercice VIL2. Soit f € To(R) telle que f(t) = f(—t) pour tout ¢t € R.
Rassembler toutes les propriétés possibles de f, notamment celles concernant f*

et Of.

Solution : e Le domaine de f est un intervalle symétrique :
si0<tedom f, [-t,+t] C dom f.
e 0 € dom f et minimise f sur R. En effet, puisque f est paire et convexe

[f(t) 4+ f(=t)] = f(t) pour tout t € R.

N =

f(0) <

o [* est également paire.
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e Of(t) = —0f(—t) pour tout t € dom f.
e Si 0 € 9f(ty) pour un certain ¢y, alors f(t) = f(0) sur [—to, +to].

e Si 0 est I'unique minimum de f et si f est dérivable en 0, il en est de
méme pour f*.

** Exercice VIL.3. Soient § € T4(R) paire et f € To(R™) définie par
f@) = 0(]|  []).

Exprimer f* en fonction de 6*.
En déduire I'expression suivante de df(z) :

Of(x) ={s e R"| [[s| cob(|z|)et (s,z)=1s]-[=]}

Solution : e f*(s) =6*(|| s ||).
o sc€f(z) & f(z) + f*(s) = (s,2) & 0([ z |) + 0*(I| s [|) = (s,2)
SO0z D)+o*(lsh=1sl-lzletlsz)=I[s]- ]|

(utiliser I'inégalité de Schwarz, et celle de Fenchel pour 6).

* Exercice VIIL.4. Construire graphiquement la conjuguée de la fonction sui-
vante :

1
xGR'—>f(x)::§x2+ | z |

(graphiquement signifie en déterminant le graphe de df, puis celui de 9f* =
(0f)71, et en en déduisant f*.)

Solution :

.
/ \
£
-1 Vs 1
4
5 -1 1
’ pmraphe praphe
s
, & of* & f*

FIGURE 24.
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D’ou, par intégration de s —— 9f*(s) = {(f*)(s)}, et sachant que
f*(0)=0:

. 0 si —1<s<+1,
f(S): 1 2 o
(s =1)% si [s]|>1.

* Exercice VIL5. Soit A € §,(R) définie positive. Montrer, a ’aide d'un simple
calcul de conjuguée de fonction convexe, I'inégalité suivante

A+ A7 =20,

Solution :  Soit f : z € R" — f(z) := 3 (Az,x). Alors f* : s € R" —
f*(s) = % <A_15,8> .
L’inégalité de Fenchel indique :
Vr € R", Vs e R", (Azx,x) + <A_15, s> > 2(z,s).

En faisant = s, on trouve I'inégalité demandée.

* Exercice VIL.6. On se propose de trouver une primitive de la fonction s ——

Argsh s (notée aussi (sh)~!(s)) par l'intermédiaire de la transformation de
Legendre-Fenchel.

1°) Soit f: 2z € R+ f(x):= chax. Déterminer f*.

2°) Indiquer pourquoi f* est une primitive de la fonction Argsh.

Solution : 1°) Par définition, f*(s) = sup,er {sz — chz} . Le supremum dans
I'expression de f*(s) est atteint en un seul point T(s) = Argsh s. D’ou

[*(s) = s(Argsh s) — ch(Argsh s) = s(Argsh s) — /1 + s2. (7.9)
2°) On a f' = sh, dou (f*) = (f')~!:s € R~ Argsh s. Donc f* est la

primitive de Argsh qui prend en 0 la valeur f*(0) = —infyer f(z) = —1.
Le cas traité ici est une illustration de la formule de Legendre :

Fr(s) = s(f)7'(s) = FIFH T )]
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#* Exercice VIL.7. Pour a > 0 et ¢ > 0 posons
Jac: 2 €ER— foc(z) :=—va?—(x—c)?si|z—c| <a, +oo sinon.

1°) Calculer (fq.c)*, puis fa,,c;0fa,co-

2°) Vérifier sur cet exemple les formules reliant les dérivées premicére et
seconde de f, . a celles de (fq¢)".

Solution : 1°) fx.:s € R fx (s) = av1+ s + cs. Ce calcul permet un
va-et-vient entre les familles de fonctions {f, .} et { f;’c}. En particulier, les
régles de calcul sur les conjuguées conduisent & :

fa1701 Dfa2,c2 = fa1+a2,cl+c2 .

2°) On a :
Vx € e — a,c+ al, a,c(T) = (z — c)[a® — (z — ¢)?]71/2,
fuol@) = a?[a® — (z — )} 732
Vs € R, fr)(s) = as(1+ %)% 4 ¢,

N

Ainsi, application f(;’c est une bijection de |c—a, c+a[ sur R dont la bijec-

tion inverse est (f.)". Pour ce qui est de la dérivée seconde, nous sommes dans
’
"

les conditions ot nous pouvons relier f, . et (
1
Vs € R, (f* )”(8) = —pr—~
o fae(®)
Notons aussi sur cet exemple le comportement suivant :
Lorsque a | 0, fq.c(®) T I{ey(z) pour tout z, et fy .(s) | I}L‘c}(s) = ¢s pour
tout s.

*

o) par la formule suivante :

, ou z=as(l+s)?2+c

#* Exercice VILS. Pour m et o réels posons

1

Im,o T € R— gy o(2) = 3 <

xr—1m

2
) lorsque o # 0,

Gm,0 = I{m} .

Calculer (gm,o)*
En déduire g oUgp o
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_ 12

Solution : g, , : s € R— g, ,(s) = 30°s* +ms.

Par suite,

Qm,UDQm’,cf’ = Qpim! o202

Commentaire : Le résultat ci-dessus doit étre rapproché de la formule correspon-
dante en Probabilités : N'(m, o)« N (m',0’) = N(m+m/,vo? + 0/2), ou * désigne
I'opération de convolution usuelle en Analyse. On peut pousser le paralléle entre
Probabilités et Analyse convexe et dresser le tableau de correspondance suivant :

Probabilités Analyse conveze
addition de réels infimum de réels
multiplication de réels addition de réels
lois normales A (m, o) fonctions quadratiques ¢, »
convolution inf-convolution
transformation de Fourier transformation de Legendre-Fenchel
(fonctions caractéristiques) | (fonctions conjuguées)

** Exercice VIL9. Soit f € I'o(R) définie de la facon suivante :

f(x) azlnaz—k—‘”;—x si x>0 (avec 0 In 0 =0)
) —
400 si x <0.

Ici f*(s) ne peut étre exprimée analytiquement & l'aide des fonctions
usuelles.

Considérons la fonction [ : RT™ — RT, dite de Lambert, définie comme
I'inverse de la fonction z —— ze” (c’est-a-dire : pour tout u > 0, = = [(u) est
I'unique solution de ze® = u).

Exprimer f* & l'aide de [ et des fonctions usuelles.

Solution : Puisque f(x)/ | x | — +o0 quand | | — +00, on sait déja que f*
sera partout finie sur R.
Soit s € R. Par définition

2
f*(s) = sup st—zlng—— +xb.
x>0 2
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La fonction strictement concave z > 0 — 0s(x) := sz —x In z — % +x
s’annule en 0, elle est dérivable sur R et 0/(z) = s — Inz — x pour tout z > 0.
Comme 6/, s’annule en 1'unique point Z(s) = [(e*), le supremum de 65 sur Rt
est atteint en Z(s). Ainsi :

s\12
£() = si(e”) — 1e")fs 1) — LI 4 y(er)
1 S S
= 2 ()P +1(e).
En définitive :
VseR, f*(s)= % ()2 + 1(e”).

* Exercice VIL.10. Soit f € I'g(R™) majorée sur R™. Que peut-on dire d’une
telle fonction ?

Solution : Elle est nécessairement constante. En effet, de 'inégalité
f(z) < M pour tout x € R",

on tire f* > Ijgy — M (fonction qui vaut partout +oo sauf en 0 ou elle vaut

—M).

Par conséquent, f* = Ity — C pour un certain C € R, d’ou f = f* =C.

** Exercice VII.11. Soient f et g dans I'o(R"™) telles que f+ g soit une fonction
| affine sur R"™. Montrer que f et g sont nécessairement affines sur R™.

Indication. Calculer (f + g)*.

Solution : Soient s € R™ et r € R tels que f+ g = (s,-) + 1. De cette égalité,
il vient que f et g sont partout finies sur R"™ et donc continues sur R™. Par
conjugaison, il s’ensuit :

(f+9)=f0g =1 —r

Comme dom (f*Og*) = dom f*+ dom g* et epis(f*Og*) = epis f*+ episg™,
la seule possibilité pour vérifier la relation au-dessus est d’avoir :

f*:[{51}_7"1, g*:I{SQ}_T27 8281+827 7«:,’,1_‘_,’,‘2'

D’ott f=(f*) = (s1,) —r1 et g=(g%)" = (s2,") —ra.
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*#% Exercice VIL.12. Soit R™ muni du produit scalaire usuel noté (-,-) et de la
norme euclidienne associée || - ||. La fonction f : 2 € R" — f(2) := 3 || = |
est sa propre conjuguée : f = f*. Est-ce la seule fonction dans ce cas?

Solution : Oui. Pour voir cela, considérons donc une fonction f sur R™ pour
laquelle f = f*. L’inégalité de Fenchel nous dit que
f(z)+ f*(s) = (s,z) pour tout (s,x) € R" x R".

En faisant s = = et sachant que f = f*, il s’ensuit
1
f(z) > 3 | z|* pour tout z € R™.

Prenons la conjuguée membre a membre ci-dessus ; il vient
* 1 2
VARSE R (R

Donc 3 || - ||? est la seule solution de I'équation f = f*.

Commentaire : Dans le méme ordre d’idées, soit f : R” — R convexe, de classe
C?, telle que dét (V2f(z)) = 1 pour tout # € R™. Que peut-on dire d'une telle
fonction ? Réponse : elle est quadratique. Dur dur...
#* Exercice VII.13. Soit f : R™ — R telle que
Of(x) # ¢ pour tout x € R".
Montrer qu'une telle fonction est nécessairement convexe sur R™.

Solution :  1'® démonstration. Soient xg,z1 dans R™ et a € ]0,1[. Posons
Zo = (1 — a)zp + axi. Prenons s, € df(x,); alors :

f(xO) f( )+<5a7330_xa> :f(l'a)'f'a(saaffo_l;l)a

f(@1) 2 f(Za) + (80,71 — Ta) = f(Ta) + (1 — @) (80, T1 — T0) -

2 f(zq
2 f(zq

Multiplions la 1€ inégalité par 1—c, la deuxiéme par «, et faisons la somme
membre & membre; il vient :

(1 = a)f(xo) + af (x1) = f(2a).

2¢ démonstration. Puisque 0f(a) # ¢ pour au moins un a € R", f est mi-
norée sur R"™ par une fonction affine. On fait alors appel au résultat suivant :

0f(x) # ¢) = ((conv f)(z) = f()).

On a donc conv f = f (dans le cas présent).
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##% Exercice VII.14. Soient f : R” — R convexe et C' un convexe fermé sur
lequel f est constante.

1°) Montrer que le sous-différentiel de f est constant sur Uintérieur relatif
de C.

2°) On suppose f différentiable sur C. Montrer que le gradient de f est
constant sur C.

Commentaire : On pourra illustrer cette propriété avec des fonctions f : R? — R
et des segments C' = [A, B] de R

L’hypothése « f constante sur C' » peut étre généralisée facilement & « f est
affine sur C' ».

Solution : 1°) a) Soient x € ir C et d € V := sous-espace vectoriel direction
de aff C. Alors nous disons que (s,d) = 0 pour tout s € df(z). Soit en effet
s € Of (x). Par définition :

flx+td) > f(x) +t(s,d) pour tout t € R.

Sachant qu’il existe o > 0 tel que x + td € C pour tout t € | — a, +qf,
nous avons f(z + td) = f(x) pour de tels t. Divisons 'inégalité qui précede
par t > 0 (resp. par t < 0) et faisons tendre ¢ vers 0T (resp. 0~) pour obtenir
(s,d) <0 (resp. (s,d) > 0).

b) Soit z € ir C, s € df(z) et 2’ € C. 1l vient tout d’abord :
fH () + f(@) = (s,2) = 0.

Or 2/ —x € V, dou (s,2’ —x) = 0 d’apres le résultat du point précédent.
Comme f(z') = f(z), il vient

f(s) + f(@') = (s,2") =0, soit s € df (2').

On a donc démontré que df (x) C df («’). Pour I'inclusion inverse, on consi-
dere 2’ € ir C' et on opére de méme.

2°) Nous avons V f(z) = v pour tout x € ir C. Tout 2’ € C est limite
d’une suite d’éléments z de ir C, et Vf(z) — Vf(2') quand z — 2/. D’ou
Vi) =w.
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#*% Probleme VIL15. Approzimation et régularisation de Moreau- Yosida

Soient R™ muni d’un produit scalaire noté (-,-), || - || la norme associée, et
f:R” - RU{+o0} une fonction convexe, semi-continue inférieurement (s.c.i.)
et finie en au moins un point.

1°) Pour tout r > 0, on considére la fonction f, définie sur R™ par :
z € R" — f.(z):= inf {f(u)—i—g Hx—u||2} (7.10)
u

(fr est appelée régularisée de Moreau-Yosida de f.)

a) Vérifier que la fonction u — f(u) + 5 || @ — u ||? est s.c.i. et 0-coercive
sur R"™.

En déduire que 'infimum est atteint dans la définition de f,(x).

Montrer que cet infimum est atteint en un point unique de R”, point que
I'on notera x, dans toute la suite.

b) Ecrire f, comme I'inf-convolution de deux fonctions convexes.
Vérifier que cette inf-convolution est exacte en tout point z de R".
En déduire que f, est différentiable en tout x € R™ avec :

Vir(x)=r(xr—z); (7.11)
r(z—x,) € 0f (x,). (7.12)

¢) En écrivant les conditions de minimalité pour le probléme de minimisation
définissant f,.(x), montrer que :

I+ %8 f est une multi-application surjective de R™ dans R" ; (7.13)
Vr € R, (I+%6f)_1 () = . '
(I désigne ici 'application identité de R™ dans R™).
2°) Déterminer f,(x) et x, pour tout x € R™ dans les cas suivants :
a) f est une forme affine sur R”, i.e.
ueR" — f(u):=(s,u)+a, oi seR" et ack
b) f est 'indicatrice d'un convexe fermé non vide C' de R™.
c)u€R" — f(u) = % (Au,u) , o A : R™ — R est linéaire autoadjoint.

3°) Montrer que z, peut étre caractérisé par I'une ou lautre des conditions
suivantes :

f(u) — f(zy) +7{(xry —2,u—2x,) >0 pour tout ue R"; (7.14)
fuw)— f(z,)+r{u—2x,u—2x,) >0 pour tout u e R". (7.15)
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Qu’expriment ces conditions dans le cas b) de la question précédente ?
4°) a) Montrer que l'application & — x,. est lipschitzienne de rapport 1.

b) Montrer que I'application x — V f,.(x) = r(x — x,-) est lipschitzienne de
rapport r.

¢) Démontrer 'inégalité

< frly) = fol@) —r iz —apy —a) <r |z —y P (7.16)
valable pour tout z,y dans R".

5°) a) On suppose que f est bornée inférieurement sur R™. Indiquer pourquoi
fr est localement lipschitzienne et bornée inférieurement sur R".
b) Quelle est la conjuguée (de Legendre-Fenchel) de la fonction N, : u ——
AR
En déduire I'expression de la conjuguée f; de f,.
Comparer alors inf,epn f(x) et infyeprn fr.(z).

6°) a) Montrer que

f(z,) < fr(x) < f(x) pour tout = € R™. (7.17)

b) Etablir 'équivalence des assertions suivantes :
(1) « minimise f sur R™ ;
(44) = minimise f, sur R" ;
(7i1) © = x, ;
(iv) f(z) = f(ﬂfr) ;
(v) [f(z) = fr(2).

7°) L’objet de cette question est I'étude du comportement de f,(z) quand
r — +00.

a) Soit x € dom f :={z | f(x) < 400} . Montrer tout d’abord que z, — x
quand r — +o0.

En déduire que {x € R" | 9f(x) # ¢} est dense dans dom f.

En déduire aussi que f,.(z) — f(z) quand r — 4o0.

b) Soit « ¢ dom f. Montrer que f,(z) — 400 quand r — +o00. (On raison-
nera par I’absurde en montrant que ’hypothése « { f,.(z)}, est majorée » conduit
a une contradiction.)

8°) On considére le probléme de minimisation suivant :

(P) Trouver T € R" tel que f(T) = f := leannf( x),
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ou f vérifie en outre ’hypothése suivante :
VAER, {xr e R"| f(x) < A} est borné.

a) Indiquer pourquoi {x eER"| f(z) = 7} est un convexe compact non vide.

b) On considére la suite {x;} de R™ construite a partir de o € R™ de la

maniére suivante :
Tp1 = (L +0f) " (z),

C’est—é—dire $k+1 est l’unique point tel que
X + X X = 1min u) + X u .
k+1 2 kt1 K ueR™ 2 K

Montrer que la suite {f(zy)} est décroissante.
Montrer que la suite {z}} est bornée et que klim | k11 — 2k || = 0.
— 400

En déduire que f(z;) — f quand k — +o0.

Solution : 1°) a) La fonction F, : u € R" — F,(u) := f(u)+5 || 2 —u [|* est
clairement s.c.i. Montrons qu’elle est 0-coercive sur R”. Comme f est convexe
par hypothése, elle posséde une minorante affine : il existe sy € R™ et ag € R

tels que
E f(u) = (sp,u) + ap pour tout u € R™.

Par conséquent,
.
F.(u) > (sp,u) + ag + 3 | z—u|?

T SO 2 T 30 2 T 2
== u+<——x> -zl =2 "+t zslx|”+a
> lut (Z2-2) - 212w 2+ Lz ) + ao

d’ou on déduit :  lim F.(u) = 4o0.

l[uf| =00

Il en résulte qu’il existe bien un point minimisant F;. sur R™.

La fonction F,. étant strictement convexe, comme somme d’une fonction
convexe et d’une fonction strictement convexe, il n’y a qu’un point minimisant

F,. sur R™.
b) Soit N, := % || - ||*; il est clair que f, est I'inf-convolution de f et de
N, : f, = fON,.. De plus, cette inf-convolution est exacte en tout point de R” :
r
vz eR", fi(a) = (fON)(@) = fe) + L llw—a P (718)

On utilise alors la régle de calcul donnant le sous-différentiel d’une inf-
convolution de fonctions pour obtenir

Vz € R", 0f (x) = 0f(x,) NON.(z — ).
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Or ON,(x — x,) = {r(x — z,)}, de sorte que
ofr(z) ={r(z —x,)} et r(z — z,) € Of (z,). (7.19)

La fonction f;. est une fonction convexe de R™ dans R, donc localement lip-
schitzienne sur R" ; alors I'unique élément r(x—zx,) de Jf,(z) définit la différen-
tielle (au sens de Fréchet) de f, en & comme suit : h € R" — (r(z — x,), h) .
Ainsi V fr.(z) = r(z — ).

c¢) Le point x, est caractérisé par la condition suivante :

r
0€d(f+3 1 —=?) (@)
ce qui revient a
0 € 9f(xy) + r(z, — x) (condition déja rencontrée en (7.19)),
ou encore .
x € <I+ ;af) (xr). (7.20)
D’apres ce qui a été vu plus haut, pour tout = € R”, I’élément x,., solution
de I'équation multivoque (7.20), est défini de fagon unique. En conséquence :
— la multi-application I + %6]‘ est surjective (i.e., (I + %6]‘) (R™) =R") ;
— l'inverse de la multi-application I + %8 f est en fait univoque; il définit
x, précisément :
1 —il
Ve e R", x, = <I+ —6f> (z). (7.21)
T
2°) a) On a déja utilisé la décomposition suivante dans 1°) a) :

" Ne—wl2=" (f_)2_f S s’ 2
(sw)+atsfo—ulP=Lllut(2-a) P-T1i-a 2+ Lz )P +a.

Il s’ensuit :

2
S| &
tr=2-2 @) =12 0y 4o

On peut aussi calculer (immédiatement) x, grace a (7.21).
b) fr(z) = infuec {5 || z — u ||*} = 5d%(z), ou dc désigne la fonction-
distance a C.
Quant a x,., ce n’est autre que la projection de = sur C : x, = pc(z).

¢) Comme Of(u) = {Au} pour tout wu, il est aisé de déterminer x,

via (7.21) :
T, = <I+ é) B (z).
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Pour ce qui est de f,.(z),

1
fr(z) = 5 (Azy, x,) +

3°) x; est solution d’un probléme de minimisation ou la fonction-objectif
est de la forme f + g, avec f convexe s.c.i. et g convexe différentiable sur R".
Les solutions u d’un tel probléme sont caractérisées par 1'une ou l'autre des
conditions suivantes (cf. Exercice I1.7) :

Vu € R, (Vo(@),u—T) + f(u) — F(T) >0; (7.22)
Vu € R", (Vg(u),u —a) + f(u) — f(u) > 0. (7.23)
Avec g : u— g(u) = 5 || u — = ||?, elles donnent précisément les condi-
tions (7.14) et (7.15) attendues.
La premiére condition, c’est-a-dire (7.22), a déja été vue puisqu’elle est
équivalente a
=Vyg(z,) = r(z — ) € Of (x/).
Seule la condition (7.15), traduction de (7.23), a un caractére nouveau.
Si l'on considére ’exemple b) de la question précédente, on obtient :
(z —po(r),u — po(r)) < 0 pour tout u € C

o o (7.24)
(caractérisation variationnelle usuelle de po(z)) ;

(u—pc(z),z —u) <0 pour tout u e C
(cf. Exercice 6.16). (7.25)

4°) a) L’inégalité (7.14) écrite successivement pour z, et y, donne :
Vu e R", f(u)— f(xy) 27 {(x —2p,u — 2/p)
Yo eR™, f(v) = flyr) Z 7y —yr,v—uyr).

En faisant v = g, et v = x, et en additionnant, on obtient :
I 2 =y |? < (@ — gz — y), (7.26)
d’ou
lzr —yr | <z -yl
Donc I'application x —— x,- est monotone et lipschitzienne de rapport 1.
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b) On a :

@ —2r) = (= y)I* = |l (= —y) — (@ — ) IP

—Nz—y I+ 2 = g0 I =240 — 4,20 — 32)
< ||z —yl? daprés (7.26).
L’application x —— V f,.(x) = r(z—x,) est ainsi lipschitzienne de rapport 7.

c¢) Puisque r(y — y,) € 9f-(y), on a I'inégalité
fr(@) = fr(y) Z 7y —yr,x = y) -
En retranchant —r (x — z,, x — y) aux deux membres, on obtient :

fr(iv)—fr(y)—r@c—xr,x—y)2—7‘ H:U—yH2—|—r<x—y,xT—yr>
>—r|z-yl?

soit encore

Fr@) = fr(@) =r{z—zpy—a)<rllz—y|*.

Une autre méthode consisterait a utiliser la propriété de Lipschitz de V f
dans un développement de Taylor-Lagrange (ou Taylor avec reste sous forme
d’intégrale) du 1" ordre de f;.

5°) a) Comme cela a déja été dit, f, : R™ — R est convexe, donc localement
lipschitzienne sur R". Comme

fr(@) = fzr) > inf f(z),

zeR”
fr est bornée inférieurement sur R” dés que f l'est.

b) La conjuguée N de N, est s € R" — N (s) = & || s ||
Puisque f, = fUN,, on a f¥ = f*+ N}, c’est-a-dire :

* * 1
Vs €RY, fi(s) = f(s) + o | s [
En particulier

1(0) coincide avec = f7(0)

(=— infyegn fr(®)) (=— inf,epn f(z))

6°) a) De par les définitions mémes :
r
f(zy) + 5 | z -z, ||> = fr(z) < f(zx) pour tout = € R". (7.27)
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b) [(i7) < (di7)]. On sait que f, est convexe et différentiable, avec V f,.(z) =
r(x — x,) en tout x. Par conséquent, z minimise f, sur R™ si et seulement si

Vfr(z) =0.

[(7) < (i17)]. , est caractérisé comme 'unique élément vérifiant

x € <I+ %6f> (7).

I1 est donc clair que z = x, si et seulement si 0 € df(x), ou, d’'une maniére
équivalente, si x minimise f sur R".

[(i13) = (iv) = (v)]. Immédiat & partir de (7.27).

[(v) = (di7)]. Si fr(x) = f(x), cela signifie que la borne inférieure dans la
définition de f,.(z) est atteinte en x, donc = = x;.

7°) a) Soit © —— (sg,x) + ap une minorante affine de f. Avec (7.27) on
obtient : .
£(@) > (s0,20) + a0+ & | o —ar |,

ce qui implique (cf. décomposition du 1°) a) :

f(z)

1 s 1
too> L > g —z+ 2 |2 -
r 2 r

S
sl =zl +
r

1 2 Oéo
5 szl +7

2

De ce fait, || z, — 2 + 22 || tend vers 0 quand r — +o0, et donc || z, — z ||
aussi.

Comme Of(x,) n’est pas vide (car r(z — x,) € df(z,)), z, € domaf =
{z | 0f(z) # ¢} pour tout r > 0; avec ce qui précéde, on a donc démontré
que dom f est contenu dans l'adhérence de dom 0f.

La convergence de x, vers x, combinée avec la semi-continuité inférieure
de f (en x) et l'inégalité f(z,) < fr(x) < f(z), font que f,.(z) — f(x) quand
r — +00.

b) Soit x ¢ dom f, i.e. f(x) = +o0. Il nous faut montrer que f,(x) — +oo
quand r — +o0. La suite {f,(z)}, étant croissante, le contraire de I’énoncé
est : il existe K tel que f,(x) < K pour tout r > 0.

Toujours grace a la minorante (so, ) + ag de f, 'inégalité

K 1 1 r
?>;fr(x):; f(xr)+§||x_xr H2
1 so 0 Nl soll®, {s0,2) | ao
> _ — _ — _
2 | zr =2+ r | 212 i r i r

conduit & nouveau a : x, — x quand r — +oc.
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Ensuite
f(zr) < fr(xz) < K pour tout r > 0,

z, — x quand 7 — +00,
f est semi-continue inférieurement en x,
font que f(x) < K. D’ou la contradiction.

8°) L’hypothése faite sur f revient a sa 0-coercivité :

f(z) = +oo.
llz||—+o0
a) La convexité de f, sa semi-continuité et sa coercivité font que f > —oo
et que {a: | flx)=f } est un convexe compact non vide de R".
b) Par définition méme de x;,1, on a :

1
f(@rq1) + D) | @1 — @k P < fn)-

La suite {f(zx)} est évidemment décroissante (et bornée inférieurement
par f).

Conséquences :
o zxpc{xeR"| f(x)< f(xog)} quiest borné par hypothése ; (7.28)
e f(zx) |l p> fquand k — +oo. '

Posons F(z) := (I+0f) (x). Cette application F : R® — R" (qui est & la
base de la définition de la suite {xy} puisque zp11 = F(z)) vérifie I'inégalité
suivante :

Va,y €R", || F(z)=F(y) I < 2=y |I* = || [F(z)~2]=[F(y)—y] |* (7.29)

qui n’est autre, aprés développement, que l'inégalité (7.26) pour r = 1.
Soit T minimisant f sur R"™. Sachant que F(T) = T et x4 = F(zy), il
vient de (7.29) :

lzrer =T IP < 2w =T P = [ 2per — 2 | (7.30)
Conséquences :
e La suite {|| 2, — Z ||*} est décroissante, donc convergente ;
o zkt1 —Z |2 — || 2k — T [|P—k—t00 O (la suite {|| zxr —Z ||*} étant

convergente) ;
o || p11 — xk || = k—+too O (cela résulte de (7.30)).
Revenons a présent a la suite {f(zy)} .
Comme f est convexe, on a

f =@ > f@r) + [ (@he1, T — Tpg1)- (7.31)
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Puisque 21 minimise u — f(u) + 3 || 2% — u ||%,

f(@rs1, T — Try1) + (@41 — 33, T — Tpy1) 2 0. (7.32)

Sachant que la suite {|| T — zx41 ||} est bornée et que

khm || zx+1 — zk || = 0, un passage a la limite dans (7.32) conduit a
+

Lim inf f'(zp11,T — xpi1) = 0.
—too

D’ou on tire grace a (7.31) : khm f(z) < @r. Ce qui, avec (7.28), nous permet
— 400
de conclure que f(z3) — f quand k — +oo.

On peut en fait démontrer que la suite (toute entiére, pas seulement une
sous-suite) {xj} converge vers un minimum de f sur R".

** Exercice VIL16. Soit f : R® — R convexe et de classe C? sur R™. Mon-
trer que 'application ¢ : R® — R™ définie par c(p) := p + Vf(p) est un C'-
difféomorphisme de R™ sur lui-méme.

Indication. Pour démontrer le caractere bijectif de ¢, on pourra minimiser la fonc-
., n o e £, 1 oo 12 n e o S
tion g:u € R" — g(u) :== f(u) + 5 || u—2 [|*, ot x € R" est donné.

Solution : ¢ est bijective. Pour x donné, considérons
1
grur—gu) = fu)+ 3 u-z|?.
La fonction f étant convexe, elle est minorée par une fonction affine : il

existe sg € R™ et ag € R tels que f(u) > (s, u) + o pour tout u € R™.
Par conséquent,

1
g(u) = (so,u) +ao+ 5 u—z |
1 2
> S lutso—al?— 2 -zl + 120 o,
d’ott on déduit : | ”hm g(u) = +4o0. Par ailleurs, g est (continue et) stric-
U ||—+00

tement convexe sur R™. Il existe donc un unique élément de R™, noté p(x),
minimisant g sur R™; cet élément p(x) est caractérisé par I’équation

Vf(p(x)) + p(zr) —2 =0 (condition nécessaire et suffisante de minimalité),

soit
c(p(z)) = =.
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Caractére C' de ¢™'. La différentielle de c en x est représentée par la ma-
trice jacobienne Je(x) qui vaut ici I,,+ V2 f(x). Comme V2 f(z) est symétrique
semi-définie positive, Jc(z) a un déterminant supérieur a dét [, = 1. D’aprés
le théoréme d’inversion locale, ¢! = p est C! sur R™ avec

Jp(z) = [Je(p(z))]™" pour tout x € R™.
Autrement dit :

Jp(z) = [I, + V*f(p(z))] ~ pour tout = € R

En résumé : ¢ est une bijection de R™ sur lui-méme, ¢ et ¢~ sont de
classe C! sur R” ; c est donc un C'-difféomorphisme de R™ sur lui-méme.

### Exercice VII.17. Soit f : R™ — R convexe et de classe C? sur R™. Pour tout
r > 0, on considére la fonction f, définie sur R™ par :

TR — fi(2) = it {fw)+3 [o—ul?}.

(fr est la régularisée de Moreau-Yosida de f.)

En utilisant les résultats des Exercices VII.15 (1 question) et 7.16, montrer
que f, est de classe C? sur R et exprimer V2f, en fonction de V2f et de
”: 9 : . 1
inverse de I"application p —— p 4 -V f(p).

Solution :  Si p,(x) désigne I'unique élément de R™ minimisant la fonction
ur— f(u)+ % ||z —ul? sur R, on a (cf. Exercice VIL15, 1™ question) :

Vfr(x) = 7“(.7} _pr(x)) = Vf(pr(x))

Par conséquent, f, est deux fois (contintiment) différentiable en x si, et
seulement si, p, est (continiment) différentiable en x; dans ce cas

VEfr(x) = r(In — Jp,(2)) = V2 f(pr(2)) - Tp(2)

Or, lorsque f est C? sur R, I'application p, est de classe C'! sur R”, avec
=il
Jpr(z) = [In - w} (cf. Exercice VIL.16). En définitive, f,. est de

classe C? sur R” avec :
Vi fr(z) =7 (In = I + Teleeed] ) = V2f (pr(2)) [ 1, + TLAD]

pr@) = (L+ %) @)
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** Exercice VIL.18. Soit f : R" — R convexe (mais pas nécessairement différen-
tiable). On désigne par df(z) le sous-différentiel de f en z.

Soient © € R™ et y < f(x); on désigne par (Z,7y) la projection de (z,y) sur
I’épigraphe de f.

— Vérifier que § = f(T) et y < f(T).
— Montrer que

% € 0f(T).

Solution : R™ x R est structuré en espace euclidien grice au produit scalaire

(@), @) gner = (2,2 Yo + 77"

L’épigraphe de f, epi f := {(z,r) € R® x R | f(x) < r}, est ici un convexe
fermé de R™ x R. Il peut étre vu comme ’ensemble de sous-niveau (ou tranche)
de la fonction g : (z,7) — g(z,r) := f(x) — r au niveau 0, i.e.,

epi f={(z,7) e R" xR | g(x,r) < 0}.

Comme ¢ est une fonction convexe (continue) et qu’il existe (xo,79) €
R™ x R tel que g(zg,709) < 0 (hypothése de Slater donc), on a :

int(epi f) = {(x,r) | g(x,r) <0} = epi f\gr f,
fr(epi f) = {(z,7) | g(x,7) = 0} = gr f.

Par hypothése, (z,y) ¢ epi f; la projection (Z,y) de (x,y) sur epi f se
trouve donc sur la frontiére de epi f, d’ou f(T) = 7.

L’élément (T, f(T)), projection de (x,y) sur epi f, est solution de I'inéqua-
tion variationnelle suivante :

(x —Z,u—7T)+ (y — f(Z))(v— f(T)) < 0 pour tout (u,v) € epi f. (7.33)

11 s’ensuit :

e y— f(Z) < 0 (sinon on arrive a une contradiction dans (7.33) en prenant
(u,v+ p) € epi f et en faisant p — 400);

e y < f(T) en fait (sinon, avec y = f(T), l'inégalité (7.33) indique que
(x —%T,u—7T) < 0 pour tout u € R (car f est partout finie sur R"), et donc
x =T ; on aurait alors (z,y) = (T, f(T)) € epi f, ce qui n’est pas le cas).

En divisant par f(Z) — y dans (7.33), on obtient :

<%,U—E> + f(Z) —v <0 pour tout (u,v) € epi f.
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Cette derniére inégalité, écrite pour tous les (u, f(u)), u € R™, conduit a :

Th—"T]

fl@) -y

f(u) >f(f)+< u—f> pour tout u € R",

c’est-a-dire % € 0f (7).

(% f=)

=y

FIGURE 25.

[lustration du fait que (x —Z,y — f(T)) est dans le cone normal a epi f en
(Z, f(T)), soit encore f(xj—*)fy € df ().

** Exercice VII.19. Soit E := S,(R) structuré en espace euclidien a l'aide du
produit scalaire ((-,-)) (rappel : ((A, B)) := tr(AB)); soit f : E — R définie

comme suit :

1 tr X\ 2
VX e B, S0 =X P - (55
n n
On souhaite calculer f*, c’est-a-dire

SeEr— f(5):= )S(lé%{«&X)) - f(X)}

tr X
! I, ||* pour tout X € E. En déduire

19) Veérifier que f(X) = = || X —
que f est convexe sur F. "

2°) a) Montrer que le supremum de la fonction X —— ((S, X)) — f(X) sur
FE est fini et atteint si, et seulement si, tr S = 0.

En déduire f*(S) lorsque tr S = 0.

b) Montrer que f*(S) = 400 si tr S # 0.
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Indication. La décomposition E =V &V ou V={X € E| tr X =0} et V+ =
RI,, peut étre utile dans l’organisation des calculs.

Solution : 1°) En utilisant la régle de calcul
IM-NI?=[M|* + [|N|*-2(MN)),
on obtient

tr X

tr X 2 2
) 1L 2 = 2 e )2
mn mn

n

2
HX— I, =HXH2+<

Comme || I, ||> = ({(In, I,)) = tr(I2) = n, il vient

2 2
—x - (T2
n

D’ou 'expression annoncée de f(X).
L’application X € F +—— X — trTXIn € F est affine, la fonction U € E +——
LU |I> € R est convexe; par conséquent la composée des deux, qui n’est

tr X
n

|x-22,

autre que f, est convexe.

2°) a) La fonction g : X € E — ¢g(X) := ((S, X)) — f(X) est concave et
différentiable sur F, avec

P X
vg(X)zs——<X—tr In>.
n n

Le supremum de g sur E est fini et atteint si, et seulement si, I’équation
Vg(X) = 0 est résoluble; la valeur maximale est alors g(X) ot X est une des
solutions de I’équation en question. Voyons pour quels S cela est possible.

Avoir Vg(X) = 0, i.e. § = 2 (X - “TXIR> implique tr S = 0. Récipro-

quement, si tr.S = 0, I’équation Vg(X) = 0 est résoluble avec X = % En
conséquence, lorsque tr S = 0,

F4(8) = ((S,n8/2)) — f (n5/2) = n/4 tx(S?).
b) Supposons tr.S # 0 et considérons Xy := k(tr S)I,, k € N. Alors
(S, X1)) — f(Xg) = k(tr §)> —» +00 quand k — +oo.

Il s’ensuit que f*(S) = +oco.
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##% Probleme VIL20. Conjugaison et sous-différentiation de fonctions spectrales

Soit E := S,(R) structuré en espace euclidien a l'aide du produit sca-
laire ((-,-)) (rappel : ((A, B)) := tr(AB)). Etant donnée f € I'o(R™) symétrique
(i.e. vérifiant f(z,(1),- .-, To(mn)) = f(21,...,7,) pour tout (z1,...,2,) € R" et
toute permutation o de {1,...,n}), on définit V; : S,(R) = RU {+o0} de la
maniére suivante :

VM € Sp(R), VH(M) = f (M(M),... \(M)), (7.34)

o N\ (M) = Xo(M) > ... = N\ (M) désignent les valeurs propres de M.

De telles fonctions Vy sont appelées fonctions de valeurs propres ou fonctions
spectrales.

L’objet du probléme est de déterminer la conjuguée (resp. le sous-différentiel)
de V; en fonction de la conjuguée (resp. du sous-différentiel) de f.

1°) a) Vérifier que f*(€ I'g(R™)) est également symétrique.

b) Montrer :

Vi(M) = 2161% {tr(MS) — f*(M(S), ..., A (9))}. (7.35)

En déduire que Vi € I'g(E) et (V)* = Vis.

2°) A T'aide de fonctions f € I'g(R™) symétriques, faire une liste d’exemples
de fonctions de valeurs propres V; qui soient convexes.

3°) a) Montrer que S € E est un sous-gradient de Vy en M (i.e., S €
OV¢(M)) si et seulement si :

(AL(S), ..., An(S)) € Of (M (M), ..., \(M))
et il existe

UTMU = diag (\(M),..., \(M))  (7.36)
U orthogonale telle que < et

UTSU = diag (A1(5),...,\(9)).

\

b) On suppose f différentiable en (A1(M),..., A\, (M)). Déduire de ce qui
précede que Vy est différentiable en M, avec :

VVi(M) = U [diag Vf (M (M),...,. \(M)]UT, (7.37)

ot U est une matrice orthogonale (quelconque) telle que UTMU =
diag(A1(M),..., A\ (M)), et diag V f (A1 (M), ..., A\ (M)) désigne la matrice dia-
gonale construite a partir du vecteur V f(A1(M),..., A\ (M)).
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4°) Mlustrer les résultats obtenus dans le probléme sur 'exemple suivant :

- i In(z;) si
i=1

@ = (1, a) € R — [(2) := x; >0 pourtout i =1,...,n

+00 sinon.

Indication. Pour démontrer [inégalité > dans (7.35) et démontrer (7.36), on
pourra utiliser le résultat suivant : pour M et S dans E,

r(SM) Z/\ (SM) <D Ni(S)Ai(M)
=1

avec égalité si, et seulement si, il existe U orthogonale telle que U'MU =
diag(A (M), ..., Ap(M)) et UTSU = diag(A1(S), ..., A (S)) (décomposition spec-

trale simultanée).
Solution : 1°) a) Par définition de f*,

Vs = (s1,...,8,) € R", f*(s)= sup {Zszxz— 1‘1,...,$n)}. (7.38)

(xlv 7mn)

n n
Si o est une permutation de {1,...,n}, > 8% = Y So(5)To(i), f(T1,- -+, Tn) =
i=1 i=1

ey = o o e )y & {(:cg(l), vy Zomy) | (@1, -, 20) € R"} =R"; il est ainsi
clair, a partir de (7.38), que

f*(50(1)7 000 750'(n)) = f*(sla <o 73n)-

Comme cela a été fait a partir de f pour V%, il est donc possible de définir
Vie 18 € Sp(R) ¥ Vi« (S) := f*(A1(S), ..., An(9)).

b) —Inégalité < dans (7.35)

Soit U orthogonale telle que M = U Tdiag(\1 (M), ..., \y(M))U ; ainsi

tr(MS) = tr[diag(A (M), ..., A (M))USUT].
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L’application de E dans E qui & S associe USU " étant bijective et préservant

les valeurs propres, on a :

sup {tl"(MS) = f*()\l(S)a <o 7>‘n(S))} =

SeE
sup {tr(ding(a (M), ... Aa(M))S] = F(a(S), .- An(S)}.

En se restreignant aux matrices diagonales S = diag(si,...,S,), on en

déduit

sup {tr(MS) — f* A (S), ., An(8))} >

SEE
sup {ZAZ(M)SZ_f*(Slaasn)}
=1

(814.--y8n)ER™

L’expression de droite n’est autre que f**(\(M),..., A\ (M)), soit

FAL(M), ..., A (M)) puisque f € To(R™).

— Inégalité > dans (7.35)

Pour tout S € E,

— Conséquences de (7.35)

(7.35) exprime que Vy est la conjuguée de Vy«; donc Vy € I'g(E).
Par ailleurs, f* étant a son tour une fonction de I'o(R™) symétrique,
V= € To(E). Il s’ensuit (Vy)* = (V)™ = V.
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2°)
Fonctions de I'o(R™) Fonctions de valeurs propres Vy
symétriques correspondantes
flz1,...,xn) = max {x1,...,2n}. Vi(M) = plus grande

f(z1,...,x,) = somme des m plus

grandes valeurs dans x1, ..., T.

f(l’l,... 7$’Vl}

,Tp) = max {xy, ...

7xn}-

n
— E In z; si
i=1

x; > 0 pour tout 2

>si

—min {1, ...

f=1, ...

, Tn)

+00 sinon.

(_1/<

n

=1

f(l“l,...

7$n)

| +00 sinon.

3°) a) Nous avons :

S € Vi (M) & ((S,M)) = Vi (M)
V(M)

Or :
e l'inégalité (de Fenchel)

f (A (

est toujours assurée, et

o ((SM))=tr(SM)< 3.

1

1=

9

x; > 0 pour tout 7,

M),..., 2 (M) + f*(Ai(S), ..., An(5))

valeur propre de M.

Vi(M) = somme des m plus

grandes valeurs propres de M.

Vi(M) = X(M) = An(M)
= max; ;) | Mi(M) — A;(M) |
(largeur du spectre deM).

—In(dét M) si M est

Vi(M) = définie positive,
400 sinon.
—1/tr(M~1Y) si M est
Vi(M) = définie positive,
400 sinon.
+(V3)*(5)

+ Vi« (S) (d’aprés la 1% question).

< D N(S)N(M).
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Il s’ensuit :
f()‘l(M)’ ooo 7>‘n(M)) + f*(i‘l(s)’ coo 7>‘n(s))
= Zx\i(M)Ai(S)
SeoViM) & =

et

tr(SM) = zn: A(M)N(S).
=1

La 1'¢ partie de I’assertion de droite exprime que
(A1(9), -5 An(S)) € Of (A(M), ..., An(M)) ;
quant a la 2°; elle n’a lieu que s’il existe U orthogonale telle que
U MU = diag (A (M),..., \y(M)) et UTSU = diag(A1(S), ..., Au(S)).
b) Si f est différentiable en (A1 (M),..., A\, (M)), alors
il s’ensuit avec la régle de calcul établie en (7.36) :

V(M) = {U[diagV f(A\1(M),..., \n(M))JUT | U orthogonale telle
que UTMU = diag(A1(M),..., \(M))}.

Montrons que cet ensemble ne contient qu’'un seul élément, ce qui assurera
la différentiabilité de Vy en M et I'expression annoncée (7.37) de VVy(M).

Tous les éléments du convexe V(M) ont méme norme (|| S ||? = tr(S?) =
| VF(AL(M),..., 2 (M)) ||> pour tout S € dVy(M)), et comme cette norme
| - || sur E (déduite du produit scalaire ((-,-))) est strictement convexe, i.e.

(ISl =1S20=1, 81 # S, a€]0,1))
= (laSi+A-a)Sa || <al S1||+1—-a)l S2 ),

OV¢(M) ne contient qu’un seul élément.

4°) La fonction f proposée donne lieu a
Vi:MeE— V(M) =
—> In(X(M)) = —In(détM) si Ai(M) > 0 pour tout i,
i=1

c’est-a-dire si M est définie positive,
+00 sinon.
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— Détermunation de la conjuguée
Le calcul de f* est aisé, de par la structure « décomposée » de f :

o —Inzsiz>0
la conjuguée de ¢ : x — ) est
400 sinon

:S'_){—l—i—ln(—%) sis <0,

400 sinon ;
d’ou

n
1
—n + In (——) si s; < 0 pour tout 4,
,8n) > 7 (s) = 2 Si l

ts=(s1,... P

+o00 sinon.

Il s’ensuit :

—n —In(—dét S) si S
(VE)*(S) = Vi=(S) = f*(M(S5),..., An(S)) = { est définie négative,
400 sinon.

— Calcul différentiel
f est différentiable en (A (M), ..., Ay (M)) lorsque A;(M) > 0 pour tout i,

c’est-a-dire lorsque M est définie positive. Alors, la régle de calcul établie
en (7.37) conduit a retrouver le résultat

VVi(M)=-M"1.

Commentaire : — Les fonctions de valeurs propres V vérifient

V(M) = V(U MU) quelle que soit U orthogonale (7.39)

il est intéressant de savoir que la réciproque est vraie : toute fonction convexe V'
sur I (vérifiant (7.39) est de la forme V7.

— Pour les fonctions de valeurs propres du type V, le calcul de la conjuguée et
du sous-différentiel reviennent a ceux — plus simples — du calcul de la conjuguée
et du sous-différentiel de f.

— Le résultat (7.37) est quelque peu curieux : l'expression de VVy(M) ne
dépend pas de la matrice orthogonale U ayant servi a diagonaliser M.
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*#* Exercice VIL.21. Soit C' un convexe fermé (non vide) symétrique de R™ (i.e.
tel que (Zy(1),- -+, To(n)) € C pour tout (r1,...,7,) € C et toute permutation
o de {1,...,n}). On définit :

ATHO) = {M € Su(R) | (M(M), ..., Aa(M)) € C}, (7.40)

ot \y(M) = Xo(M) > ... > N\ (M) désignent les valeurs propres de M.
1°) Montrer que A~ (C) est un convexe fermé de S,,(R).

2°) Ilustrations. Déterminer A~1(C) dans les cas suivants :

C={0}, C=(R")", C=A, (simplexe-unité de R").

Indication. Pour répondre a la 1'° question, utiliser le résultat de la 1°° question
du Probléme VII.20.

Solution : 1°) Soit f := I¢ (fonction indicatrice de C') ; de par les hypothéses
faites sur C, f € T'g(R"™) et est symétrique. Qu’est-ce qu’alors la fonction

Vi i M € Sp(R) —s Vi(M) = fFO\ (M), ..., A(M)) ?

Il vient immédiatement : V; = I -1(¢y (fonction indicatrice de A™1(C)).

D’aprés le résultat de la 1™ question du Probléme VII.20, V; est convexe
semi-continue inférieurement sur S, (R); par conséquent, A~1(C) est un
convexe fermé de S, (R) (assurément non vide).

2°) Si C = {0}, seule la matrice nulle est dans A\~1(C).

Si C = (RT)", A71(C) est clairement P,(R) (Pensemble des matrices M
de §,(R) qui sont semi-définies positives).

Si C = A, NYHO) ={M €P,(R)| trM =1} (ensemble noté ; dans
I'Exercice 6.12).

Commentaire : — Les exemples traités dans I'exercice montrent que A~1(C) n’est
pas nécessairement polyédral lorsque C l'est.

— Prolongement de I’exercice : Montrer que M est un point extrémal de A~1(C')
si, et seulement si, (A1(M),..., \,(M)) est un point extrémal de C.
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##% Exercice VIL.22. Soit f : R — R dérivable et minorée par une fonction
affine. Montrer que conv f est dérivable sur R.

Solution :  Comme conv f est convexe et partout finie, il n’y a pas lieu de
distinguer ici conv f et conv f (= f**). Cela dit, conv(epi f) peut étre différent
de conv(epi f) (prendre f(z) = e ®" par exemple).

Supposons qu’il existe un point xg en lequel la fonction g := conv f n’est
pas dérivable, c’est-a-dire en lequel la dérivée a gauche de g différe de la dérivée
a droite.

(o))

FIGURE 26.

Le cone K construit a partir des demi-dérivées de g en g contient
conv(epi f) et, de plus, (zg,g(zp)) € conv(epif). On peut donc approcher
(0, 9(xp)) par une suite d’éléments de conv(epi f), lesquels sont nécessaire-
ment dans K.

Il s’ensuit que f(xg) = g(xo) (d’accord 7). Mais alors f ne serait pas déri-
vable en g, ce qui est contraire a I’hypothése.

Commentaire : Ce résultat est particulier aux fonctions convexes de la variable
réelle.

Considérons en effet f : (z,y) € R? — f(x,y) := Va2 +e ¥ ; c’est une
fonction de classe C* sur R? pour laquelle (conv f) : (z,y) — (conv f)(z,y) =
EXR

*#% Exercice VIL.23. Soient f et g : R — R dérivables et minorées (chacune)
par une fonction affine. On sait d’aprés I'exercice précédent que conv f et conv g
sont également dérivables sur R. La question a présent est : si f' < ¢/, a-t-on
(conv f)' < (comv g’ ?
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Solution : La réponse est oui. Nous démontrons cela en plusieurs étapes.
Etape 1

Considérons h : R — R dérivable, minorée par une fonction affine, et
xo € R. On suppose qu'il existe a > (conv h)’(zg) et b € R tels que

h(z) = a(x — zo) + b pour = > xy.

Alors b < (conv h) (o) nécessairement.
En effet, si b > (conv h)(zg), on aurait alors :

(1) h(z) = a(x—xz¢) +b > a(x — xg) + (conv h)(zg) pour x > ¢ d’une part,
(

(i7) h(x) = (conv h)(z) > (conv h)(xg) + (conv h)' (xo)(z — x0)
> (conv h)(zg) + a(x — xp) si < xg d’autre part.
En somme

h(z) > (conv h)(zo) + a(z — zo) pour tout x € R,
et donc
(conv h)(z) > (conv h)(xg) + a(x — xg) pour tout x € R.

Cette derniére inégalité implique (conv h)'(zp) > a (en fait égalité), d’on
contradiction avec 1’hypothése.

La méme conclusion, a savoir b < (¢onv h)(xp), est obtenue mutatis mu-
tandis en supposant qu’il existe a < (7¢onv h)'(xp) et b € R tels que

h(z) > a(x —xy) + b pour z < zp.

Etape 2

On raméne le probléme a des fonctions coincidant en un point zg € R.

Posons en effet fi(z) := f(x) — f(zo) et gi(x) := g(x) — g(zp). On a
évidemment :

) fi=fletgr=4g;

(2) (conv f1) = (conv ) et (conv g;) = (conv g)’

(car conv f; = conv f — f(xo)).

Etape 3

Sachant que f{ < g}, montrons que (conv f1)’(zo) < (Conv g1)'(xo).
En premier lieu, notons :

—sixz >, file) = [, f{t)dt < [ g (t)dt = gi() ;
—siz <20, g1(x) < f1(2).
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Supposons que (conv f1)(xg) > (conv g1)'(zo) et arrivons a une contradic-
tion. Nous avons :

—six > xo,

g1(z) > fi(z) > (onv f1)(z) > (€onv f1)(zo) + (€o0V f1)'(z0) (2 — z0)
et, d’apres le résultat de la 1*¢ étape (appliqué a h := g1, a := (conv f1)'(z0)
et b:= (conv f1)(xo)), il vient que (conv f1)(xo) < ("conv g1)(zo).

—si x < xo,

fi(@) 2 g1(x) > (onv g1)(x) > (TCOnV g1)(20) + (CONV g1)’ (wo) (x — o)

et, toujours d’aprés le résultat de la 1™ étape (appliqué a h := f1, a =
(conv g1)' () et b := (conv g1)(z0)), il vient que (conv g1 )(zg) < (conv f1)(zo).

** Exercice VIL.24. Soient f :R™ — R convexe et x1,...,x; € R™. On suppose
k k
qu’il existe @; > 0,...,a@; > 0, de somme 1, tels que f (Z Eixi> =Y a;f(x).
i=1

i=1
Montrer que f est alors affine sur conv{zy,...,x}.

Solution :  Soit C := conv{zy,...,x}. On veut montrer que s’il y a un
point de lintérieur relatif de C' en lequel I'inégalité usuelle de convexité

k k
f (Z @-xi) < )@, f(x;) est une égalité, alors f est affine sur C.
i=1 i=1

Posons T := Z a;z; et prenons s € 9f(x). La fonction g : z € R” —

g(x) := f(ZT)+ (s,z — T) est une minorante affine de f, coincidant avec f en Z.

Nous disons que g coincide avec f en tous les x;, i = 1,..., k. Si ce n’était
pas le cas, nous aurions

k k
= Zaig(l‘i) < Zazf(xz) = f(Z),
=1 i=1

d’otl contradiction.
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k
En conséquence, pour tout z € C, disons = = > o5,
i=1

k k
f (Z aixi> < Zaif(asi) (de part la convexité de f)
i=1 i=1

k
Zazg x;) (puisque f(x;) = g(x;) pour tout 7)
i=1

k
<y (Za ) (puisque g est affine)
=1
k
< f (Z az:m) (puisque g minore f),
i=1

d'ou f(z) = g(z).

##%# Exercice VII.25. Soit C' un convexe compact de R”, soit f : C — R une

fonction continue sur C' et C*> sur C'. On prolonge f a tout R™ en posant
[¢]

f(x) =400 siz ¢ C. La fonction conv f est-elle alors différentiable sur C' 7

Solution :  Non. Voici un contre-exemple. Soit C' le polyédre convexe com-
pact de R? de sommets (1,0), (1,2), (0,3), (-1,2) et (-1,0); soit f : (£1,&) €
R? — f(&,8&) =1 — €2 si (£1,&) € O, +oo sinon. Alors conv f n’est pas
différentiable sur le segment L joignant (1,2) a (-1,2).

&

(0.3

g,/ L0 (L2)

FIGURE 27.
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Remarque : La fonction conv f construite & partir d’une fonction f comme dans

[¢]
I'exercice ci-dessus est continue sur C' (puisque conv f est convexe et C' est le
domaine de conv f), mais il peut arriver qu’elle ne soit pas continue en des points
de la frontiere de C.

#* Exercice VII.26. S ¢tant un fermé non vide de R”, on définit fg : R” —
R U {+oc} par fs(z) := 3 || || si 2 € S, +oo sinon. On rappelle que la
conjuguée f§ de fgest f§:s € R — fi(s) =% [|| s [|> — d%(s)].
Rappeler ce que sont dfg(x) et (conv fg)(x) pour x € S, ainsi que If§(s).
Illustrer les formules précédentes sur les exemples suivants :
S={zeR|0<z<1lou2<z<3},

S={r=(&,6)eR*: G+ 26| -2]|&[+120
et [&|+[&] <1}

Solution : On note Ps(x) :={ye€ S|ds(z)=|z—-y]}-
Considérons z € S :

(1) (s€dfs(x)) & (z € Ps(s)) < (ds(s) = [ s —z |]).

En particulier € dfs(x).

Les équivalences annoncées se voient grace a la caractérisation de 0fg(x)
via f§ s € Ofg(x) si, et seulement si, fs(z) + f§(s) = (s,z), ce qui revient
ici & ) .

Is(z)+ 5 ll= I” + 5 s I —d5(s)] = (s,2).

Sachant que Ig(z) = 0, ceci équivaut a ds(s) = || s —z ||, i.e. € Ps(s).

(73) conv fg est une fonction convexe de domaine conv S.
Comme Ofg(x) # ¢ lorsque = € S, conv fs et fs coincident en x; de plus
d(conv fs)(z) = 0fs(z).

(i13) Of&(s) = conv Pg(s).

En effet, (conv fs =) convfs € I'o(R™) de sorte que x € 0f&(s) équivaut
a s € d( conv fg)(z). Or, on est ici dans les conditions ou on peut exprimer
d(conv fg)(x) en fonction de dfs (voir rappels de la Section VIL.3) : il existe

Z1,...,Tnt1 dans S (= dom fg), (a1,...,an+1) € Apt tels que
n+1
® = Zaixi et d(conv fg)(z) = ﬂ Ofs(x;).
=1 a; >0
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Connaissant 1’évaluation de dfg(z;) lorsque xz; € S (c¢f. (ii)), on a bien
traduit « x € 0f%(s) » en « x € conv Pg(s) ».

L I T T gy

[T M
a

1 2

FIGURE 28.
dfs(1) = d(conv f,)(1) = [1,3] = {s se projetant sur S en 1}.

Enz =3, Ps(z) = {1,2} et 9f%(z) = [1,2].
Dans le 2° exemple, 'ensemble S de R? est comme suit :

— 3(co f5)x)

'3’f5("'n) =

FIGURE 29.

f& n'est pas différentiable en zg = (1,1).

Remarque : Dans le cadre plus général ot S est un fermé non vide d’un espace
de Hilbert, on montre facilement I'inclusion Ps(x) C 0f&(x),x € H, de sorte que
conv Pg(z) C 0f&(x). Mais lorsque H est de dimension infinie, cette inclusion peut
étre stricte. Toutefois, bien des propriétés de la multi-application z — Pg(x), la
monotonie par exemple, se déduisent des propriétés de x —— 0 f&(x) grace a cette
inclusion.
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#* Probléeme VII.27. Minimisation de différences de fonctions convexes

Soient g et h deux fonctions convexes de R™ dans R et on considére le
probléme d’optimisation suivant :

(P) Minimiser f(z) := g(z) — h(z) sur R".
1‘3) Comment trouver une décomposition de f sous la forme f =g — h, ou
g et h sont toutes les deux fortement convexes?
2°) Pour cette question et la suivante, on fait I'hypothése (H1) ci-dessous :
(H1) {x € R": g(x) — h(z) < r} est borné pour tout r € R.

a) Indiquer briévement pourquoi le probléme (P) a au moins une solution.
Cette solution est-elle unique ?
b) On dit que T est un point T-critique de (P) lorsque dg(T) N Oh(T) # 0.
Montrer que toute solution de (P) est un point T-critique de (P).
3°) Dans cette question, on suppose de plus
(H2) g et h sont fortement convexes sur R".

On considére alors 'algorithme décrit comme suit :

k=0:z9€R";

k — k+ 1 : on prend un élément quelconque sj de Oh(xy) et on choisit xj1q
de sorte que s, € 0g(Tg4y1)-

a) Montrer que la suite {f(zy) = g(xr) — h(xk)}, est décroissante.

b) Montrer que les suites {xy} et {s;} sont bornées.
+oo
¢) Montrer que Z | Tpy1 — z |2 < 400.
k=0
d) Montrer que si Z est limite d’une suite extraite de la suite {xy}, alors
est un point T-critique de (P).
e) Soit 0 : t — 0(t) = fltwgy1 + (1 — t)zx]. En supposant xp11 # i,
montrer que 6 est strictement décroissante sur [0,1]. En déduire que f(zg41) <
(k).

4°) On considére le probléme (Q) suivant (dans R™*1) :

Q) Minimiser g(z) — y
sous la contrainte : (z,y) € R" x R, h(z) > v.

Etablir les relations existant entre les solutions et valeurs optimales de (P)
et celles de (Q).
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Solution : 1°) La décomposition de f comme différence de fonctions convexes
n’est évidemment pas unique; il suffit d’ajouter a g et A une fonction convexe
¢ pour avoir une nouvelle décomposition : f = (g + ¢) — (b + ). Si ¢ est
fortement convexe, par exemple ¢ : & — p(x) = ||  ||?, il s’ensuivra que
G:=g+ et h:=h+ @ seront fortement convexes.

2°) a) La fonction f est continue (comme différence de fonctions convexes
sur R™, donc continues). Soit rg € R tel que

Sro(f) :i={z € R" | f(z) <ro} # 0.

Syo(f) est compact et, bien entendu, minimiser f sur R” revient a minimiser f
sur Sy, (f). Le probléme (P) a donc une solution ; mais il n’y a aucune raison
pour que cette solution soit unique.

b) Soient T une solution de (P) et s € Oh(Z). On a :

h(z) > h(T) + (s, — T) pour tout z € R" (puisque s € Oh(T));
g(x) — h(x) = g(T) — h(T) pour tout € R"(puisque T minimise
f=g—hsur R").
Par suite,
g(z) = g(T) + (s,z — T) pour tout x € R",
i.e., s € 09(T).
Ainsi on a montré : (¢ #) Oh(T) C 0g(T), et, a fortiori, 0g(T)NOR(T) # ¢.
Remarques :
1. 1l suffit que T soit minimum local de f pour avoir Oh(Z) C dg(T).

2. Si T avait été un maximum local de f, on aurait eu dg(Z) C Oh(T), soit
encore 9g(T) N Oh(T) # ¢.
Autre démonstration de I'implication proposée. Supposons dg(Z)NOh(T) =
¢ et montrons que cela conduit & une contradiction.
Avoir d¢(Z) N Oh(T) =  revient a avoir 0 ¢ Jg(T) — Oh(T). Ceci signifie
exactement :
3d €R", 0gy)(d) + 0_apz)(d) <0 (daccord 7).
Or
o_on@@)(d) = Ton@)(—d) = V' (T, —d) = =N (T, d).
Donc il existe d € R™ tel que ¢'(Z,d)—h'(Z,d) = f'(Z,d) < 0, ce qui contre-
dit la condition (f'(Z,d) > 0 pour tout d € R™) satisfaite en tout minimum
(méme local) de f.

3°) Choisir 41 de sorte que s € dg(zy11) revient a choisir x4 minimi-
sant x — g(x) — (s, x) sur R™.
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a) Puisque s € dg(zk+1) et que g est fortement convexe,
@
9(zk) 2 9(Trt1) + (Sk, Tk — Th1) + 3 | o% — Thgr | (7.41)

(¢ étant un module de forte convexité de g sur R™).
De méme, puisque si € Oh(zy) et h est fortement convexe,

d
h(@re) 2 har) + sk Terr = 2) + 5 [l 2% = 2kt I? (7.42)

(d étant un module de forte convexité de h).
En additionnant (7.41) et (7.42), on obtient :

c+d

— oz P (743)

9(zg) — h(zk) = 9(@k+1) — h(Th41) +

La suite {f(zx) = g(xr) — h(xk)}, est bien décroissante. Elle est minorée

par f :=infycgn f(2).

b) Puisque f(zx) < f(xo) pour tout k et que {z | f(x) < f(x0)} est borné
par hypotheése, la suite {xy} est bornée.

Comme 'image d'un borné par dh est un borné et que sx € dh(zy), la
suite {sy} est également bornée.

c) On tire de (7.43) :

c+d Kl _
< 5 ) Z | 2xr1 — 2 |* < f(zo) — f pour tout K € N*,
k=0

don 33 — |2
ou Y || g1 — xk ||F < +o0.
k=0

d) Considérons {zy,}, telle que x, — & quand [ — +oo. Puisque la suite
{Skz}l est bornée, on peut supposer — quitte a extraire une nouvelle sous-suite
— que s, — 5 quand [ — +o0.

En raison du caractére fermé du graphe de la multi-application z ——
Oh(z), un passage a la limite (sur l) de sg, € Oh(xy,) conduit a 5 € Oh(Z).

Mais xg, 41 — |—+4oo également car xy, 41 — 2k, — 0 quand | — +oo.

Donc, comme précédemment, un passage a la limite sur sz, € dg(xp,41)
conduit & § € 0g(T).

En définitive, § € Oh(Z) N Jg(Z) ; T est bien un point T-critique de (P).

e) 0(t) = (g — h)[txgs1 + (1 — t)xg] par définition. Posons

T1 = 01T + (1 = tl)xk, To = toTp41 + (1 = tg)l‘k, ou t1 < tg et
t1,t2 € [0,1], et choisissons §; € Oh(Z1), S2 € Oh(Z2).
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Il s’ensuit :
~ ~ ~ o~ ~ Cc ~ ~
9(Z1) = g(Z2) + (32,71 — T2) + B | 1 — &2 |7,
- - . - d, . ~ 2
h(Z2) 2 1(@1) + (31,82 — &1) + 5 | &1 — 22 |I%,
d’ou, puisque || &1 — Z2 || = (t2 — t1) || Tx, — Tpyr || > 0,

0(t1) — 0(t2) = g(%1) — h(F1) — 9(T2) + M(T2) > (32 — 51,71 — F2) . (7.44)

Mais
(S2 — 81,21 — T2) = (s — 82,9 — 1) + (81 — S, To — T1) (7.45)
et
To — &1 = (t2 — t1)(Tpt1 — Tk),
Tpp1 — T2 = (1 — t2)(Tp+1 — @),
d’ou :

- - t2—t1( %)
Tog — T = Tht1 — T2),
D L= 7y, @kl = 22
_ s oo~ to —t1, .
T1 —xp =t1(Tke1 — xg), dolt  To— I = » (T1 — xk).
Il vient alors de (7.45) :
.. - o — 11 - ~ lo—t1 . -
(52 = 81,81 = %2) = T — 5 (Sk — 82, Tp1 — T2) + » (81 — Sk, T1 — k) -

Or

(sk € 0g(Trt1), 52 € Og(E2)) = ((sk — 82, Th41 — T2) 2 0),
(Sk S ah(.%'k), S1 € 6h(i‘1)) = (<§1 — Sk, L] — .%'k> > 0) ]

d’ont (59 — 81,1 — T2) = 0, et (7.44) permet de conclure a 0(t2) < 0(t1).
En particulier 8(1) < 6(0), soit f(zr1+1) < f(zk).

4°) (Q) est équivalent a (P) au sens suivant :
—si (T, y) est solution de (Q), alors T est solution de (P) et § = h(ZT) ;
— 81 T est solution de (P), alors (7, h(T)) est solution de (Q).
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Commentaire :
— Un probléme analogue a (Q) est le probléme (R) suivant (toujours dans
R+

(R) Maximiser h(z) —y
sous la contrainte : (z,y) € R" x R, g(z) < y.

Alors, (R) est équivalent & (P) au sens suivant :

—si (7,7) est solution de (R), alors T est solution de (P) et ¥ = g(T) ;

— 81 T est solution de (P), alors (7, g(T)) est solution de (R).

(Q) et (R) ressemblent a des problémes de minimisation convexe, mais 1'une
des convexités (dans la définition de la contrainte ou dans la fonction-objectif)
est « a rebours ».

— L’association de f® := h* —¢* & f = g — h se trouve fort productive
quant & la comparaison de points T-critiques, de valeurs optimales, etc. ; en plus,
différentes décompositions de f en g — h donnent lieu a différents fO.

*#% Exercice VIL28. Soit f € T'g(R"), soit § € I'g(R™) vérifiant les hypothéses
suivantes :

0
0 est finie en 0;  lim b(z) = +o00. (7.46)
lell—+oo ]

On se propose dans cet exercice de donner des formes explicites de solutions
d’équations aux dérivées partielles (dites de Hamilton-Jacobi) suivantes :

F
(?9_15 + 0*(V,F) =0 sur R"x ]0, +o0],

F(x,0) = f(x) pour tout z € R™.

(Dans cette écriture, 0F/0t et V, F' désignent respectivement la dérivée partielle
par rapport a ¢ et le vecteur gradient par rapport a = = (z1,...,x,) de la
fonction F': (z,t) € R"x ]0, 400 F(z,t) € R.)

1°) Préliminaires. a) Soit

f*(y) si 0*(y) +s <0,

. n —
H:(y,s) e R" xR+— H(y,s) := {—i—oo Sinomn.

Vérifier que H € T'p(R™ x R) et déterminer sa conjuguée H*.
b) Posons

infyern {f(u) +t0 (254} sit >0,
F:(x,t) e R" X R+— F(x,t) := ¢ f(z)sit=0,
+oosit <O.
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Vérifier que, pour tout x € R",

2°) Outre les hypothéses de (7.46), on suppose :

(C R™x ]0,+00]) et y vérifie

OF . B
W(w,t) + 0" (Vg F(x,t)) =0.

Hamilton-Jacobi suivantes :

oF 1 )
= 4z Fl? =
5 T3 IVaFII" =0,

lim F(t) = F(-,0) = f.
t—0+

OF 5
— +1/1 F|° =

limy o+ F(,t) = F(-,0) = f.

(Dans ces équations, ||| désigne la norme euclidienne usuelle de R™.)

Solution : 1°) a) Décomposons H en somme de deux fonctions H; et Ha plus
maniables ; soient

Hi:(y,8) € R" xR — Hi(y,s) := [*(y)
Hy: (y,s) € R" x R — H(y,s) := Ig- (0" (y) + s).

Hj ne dépend que de y, dom Hy = (dom f*) x R, et puisque f* € I'o(R") il va
de soi que H; € T'o(R™ x R).

Hj est la composée de la fonction r — Ip—(r) qui est dans I'o(R) et crois-
sante, avec la fonction (y, s) — 0*(y)+s qui est visiblement dans I'o(R"” xR) ;
il s’ensuit aisément que Hy € I'g(R™ x R). De plus, pour tout y € dom f*, le
couple (y, —0*(y)) est a la fois dans le domaine de H; et dans celui de Hs. Pas
de doute : H = Hy + H» est bien une fonction de I'p(R™ x R).
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F(x,t) — f(x) quand t — 0%, (7.47)

0 est différentiable en tout point ou elle admet des sous-gradients.  (7.48)

Montrer qu’alors F' est différentiable en tout point (z,t) de int(domF)

3°) Ezemples. Donner des formes explicites de solutions d’équations de

(7.49)
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Soit (z,t) € R™ x R et calculons
H*(x,1) = sup {(y, ) + st — f*(y)}-
{ y e R"?
0*(y) +s<0
Par « découplage » de l'opération qui consiste a prendre le supremum, nous
avons

H*(z,t) = sup sup {(y,z)+st— f*(y)}. (7.51)
yER™ 0* (y)<—s

Il s’ensuit :
— Sit <0, H*(z,t) = 400 (pour voir cela, faire s — —oo dans (7.51)).
— Sit =0, H*(l‘,t) = SUPyeRrn {<y,l‘> - f*(y)}
= ["(2) = f(x) (car f € To(R")).

— Sit >0, H*(z,t) = supyegn {(y,z) — 10" (y) — f*(y)} = (/" +167)"(z).

Mais la fonction 6 ayant été supposée 1-coercive sur R™ (c’est la deuxiéme
partie de 'hypothése (7.46)), sa conjuguée 6* est partout finie. Nous sommes
donc (largement) dans les hypothéses assurant que

(f* +t0%)* = (f*)*0 (t6")*. (7.52)

Or f** = f et (t0*)* : x € R" — t0** (£) =10 (%) . En conclusion :
—Sit >0, H*(z,t) = [f Ot0(;)](x).

b) Comme cela a été observé en (7.52), on a pour tout ¢ > 0 :
F,)=fO%(5) = (" + 1),
c’est-a-dire :

F(z,t) = seuﬂ%) {{z,y) — f*(y) —t0"(y)} pour tout x € R".
yERN

Il s’ensuit :

F(e,8) < sup {<x,y> ) —t inf 9*<y>}

yER™ yeR™
< f(2) +10(0) (car f* = fet inf 6%(y) = —6"(0) = ~6(0)) ;
Yy

d’ou : limsup,_,o+ F(z,t) < f(z).
D’autre part, on a pour un y quelconque dans R" :

F(a,t) > (z,y) = f(y) = 10" (y),
d’ou : liminf, g+ F(z,t) > (z,y) — f*(y).
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Par suite, lim inft%(]‘*‘ F(.CC, t) > SUPycRrn {<£C, y> o f*(y)} = f(l’)
En conclusion :
lim+ F(t,z) = f(x) pour tout z € R".
t—0
2°) Reprenons la décomposition H = Hy + Hy du 1° a) : H; € To(R” x R)
et dom H; = (dom f*) x R, tandis que Hy € T'o(R" x R) et dom Hy =
{(y,s) e R" xR | 0*(y) + s < 0} . Puisque 6* est partout finie sur R”, les in-
térieurs relatifs de dom H; et de dom Hy se coupent ; cela est suffisant pour
garantir (H;+Hs)* = HfOH; et Uexactitude de cette derniére inf-convolution.
Ainsi, pour (z,t) € dom F, il existe (z,u) € R™ x R tel que

F(z,t) = H{(x — z,t — u) + H5(z,u) ; (7.53)
de plus
OF (z,t) = 0H{(x — z,t —u) N OH;(z,u). (7.54)
Explicitons ces résultats (7.53) et (7.54) . On a par de simples calculs :
Hi(w,r) = f(w) sir =0, +oo sinon; (7.55)
w
H(w,r) =10 <?> sir > 0. (7.56)

On en déduit que u = ¢ dans (7.53) et
OF (z,t) = 0H{ (x — 2,0) N 0H5(z2,t). (7.57)

Précisons les choses en prenant (z,t) € int(dom F') (C R"x |0, 4o00]) :

— La fonction convexe F est continue en (x,t), donc OF (z,t) # 0; il vient
alors avec (7.57) que 0H;(z,t) # 0.

— De par la relation (7.56) liant H3 a 6, et sachant que 6 est différentiable
en tout point ot elle admet des sous-gradients (c’est ’hypothése (7.48)), on a :

i~ (o0 (I < {o () -5 (2) )
— De par la relation (7.55), on a toujours :
OH{(x — 2,0) = 0f(x — z) x R.

Ces informations permettent de conclure avec (7.57) :

— que OF (x,t) est réduit & un seul élément, c’est-a-dire F est différentiable
en (z,t) ;

— que V,F(x,t) = V0 (%) et

Ee=0()-3(0(3).2).
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Dans cette derniéere relation, observons que

()1 (2). =0 (0(3))

F
d’ou finalement : %—t(:v,t) = —0"(V,F(z,1)).

3°) Avec 0* = £ |||, on a 6 = 3 ||| : toutes les hypothéses (7.46) et (7.48)
sont vérifiées ; des solutions de I’équation (7.49) correspondant a la condition
initiale f sont données (sur un ouvert de R™x ]0,4o0[) par :

(z,t) —> inf { f(u)—i—M}. (7.58)

u€R”™ 2t
Avec 6* = /1 + |||, on a
0:2eR”— 0(z) = —1/1—|z||*si ||z|| <1, o0 sinon.

(cf. Exercice VIL.7 et Exercice VII.3 si nécessaire).

Toutes les hypotheéses faites sur § dans l'exercice, notamment (7.48), sont
vérifiées ; des solutions de I’équation (7.50) correspondant a la condition initiale
f sont données (sur un ouvert de R"x ]0,4o00[) par :

(z,t) — inf {f(u)— t2—||33—uH2}. (7.59)

lu—z||<t

Commentaire : L'expression de F(-,t) comme inf-convolution de f et de t (;)
est connue sous le nom de formule de Lax et Oleinik.
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« Certains auteurs, parlant de leurs ouvrages, disent : mon livre, mon
commentaire, mon histoire... ils feraient mieux de dire : notre livre, notre
commentaire, notre histoire, vu que d’ordinaire il y a plus du bien d’autrui que
du leur ».

B. Pascal

Des écrits ou contributions orales de collégues nous ont conduit, partiellement
et parfois indirectement, & la confection de certains exercices; qu’ils en soient
remerciés ici.

1.4 : G. Constans; 1.5 : I. Glazman et Y. Liubitch; 1.6 : H. Wolkowicz; 1.7 :
A. Nemirovsky et Yu. Nesterov; 1.8 : W.W. Hager, L. Amodei (Application 4 de
la 5¢ question) ; 1.10 : R. Fletcher; 1.11 : O. Mangasarian, J.-Y. Ranjeva; 1.16 : P.
Finsler et G. Debreu; 1.18 : J.-M. Exbrayat ; 2.4 : R. Horst, P. Pardalos et Nguyen
V. Thoai; 2.5 : Yu. Ledyaev et E. Giner; 2.6 : Revue de Mathématiques Spéciales
(RMS); 2.7 : I. Ekeland et R. Temam ; 2.9 : J.-P. Dedieu et R. Janin; 2.10 : C. Bés;
2.11 : J. Hall; 3.6 : Pham Dinh Tao; 3.8 : V. Alexéev, E. Galéev et V. Tikhomi-
rov; 3.9 : C. Lemaréchal ; 3.12 : J.-P. Aubin et H. Frankowska ; 3.13 : RMS; 3.17 :
M. Kojima; 3.18-3.19-3.20 : H. Moulin et F. Fogelman-Soulié; 3.21-3.22 : J.-L.
Goffin, S. Boyd et L. Vandenberghe; 3.23 : J. Dennis et J. Moré; 3.25 : R. Flet-
cher; 3.27 : H. Moulin et F. Fogelman-Soulié; 3.28 : J.D. Buys; 3.30 : J. Lasserre
et F. Bonnans; 3.32 : RMS (1° et 2°), P. Huard (3°); 4.1 : A. Auslender; 4.8 : N.
Gaffke et R. Mathar; 4.10-4.11-4.12 : S. Boyd et L. Vandenberghe; 4.13 : R.T.
Rockafellar ; 5.8-5.9 : R.L. Dykstra; 5.11 : A. Badrikian; 5.14 : S. Achmanov ; 5.15
(1°) : P. Thomas; 5.17 : S. Robinson; 5.19 : B.T. Polyak; 5.21 : M. Sakarovitch ;
5.22, 5.24 : S. Achmanov; 5.25 : J.-Ph. Vial; 6.1 : S. Achmanov; 6.8 : M. Volle;
6.9 : L. Vanderberghe; 6.13 : J.M. Borwein et R.C. O’Brien; 6.14 : Z. Artstein;
6.18 : S. Robinson; 6.19 : F. Clarke et Ph. Loewen; 6.25 : J.-P. Crouzeix et J.E.
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Martinez-Legaz; 6.27 : W. Dinkelbach ; 6.28 : I. Csiszar et A. Ben-Tal, A. Ben-
Israel et M. Teboulle; 6.29 (2°) : S. K. Mitra; 6.30 : G. Letac; 6.31 : O.L. Man-
gasarian; 7.1 : RMS, M. Volle; 7.3 : F. Flores; 7.8 : J.-P. Quadrat; 7.9 : J.M.
Borwein ; 7.13 : L. Thibault; 7.14 : O. Mangasarian et C. Gonzaga; 7.15 : J.-J.
Moreau et B. Martinet; 7.19 : A. Seeger ; 7.20-7.21 : A. Lewis; 7.23 : J.-C. Rochet
et J. Benoist ; 7.27 : J. Toland et C. Michelot ; 7.28 : Ph. Plazanet.

Peuvent étre considérés comme des « grands classiques » du domaine les exer-
cices suivants : 1.4, 1.9, 1.13, 1.16, 1.18, 2.1, 2.7, 2.8, 2.10, 3.4, 3.16, 4.7, 4.9, 5.6,
5.12, 5.13, 5.18, 6.3, 6.4, 6.5, 6.10, 6.11, 6.17, 7.3, 7.12, 7.15.
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tions ; elles intégrent la Programmation linéaire dans un domaine plus vaste,
répertorié sous le vocable de « Recherche Opérationnelle ».

Description et analyse des principales méthodes de résolution numérique
des problémes de programmation linéaire reposant sur 'algorithme du sim-
plexe, ainsi que les programmes nécessaires a leur mise en ceuvre sur micro-
ordinateur.

[CS] Tres complets sur la question ; de véritables « Bibles ». Longtemps do-
minée par les algorithmes du type « méthode du simplexe », la résolution
numérique des programmes linéaires a subi un véritable révolution avec I'ap-
port de N. Karmarkar (1984). Les techniques du type « points intérieurs »
(cf. "Exercice V.25 pour une idée) commencent a prendre place dans les
formations du niveau 2° cycle : voir le chapitre 4 de [8] et les chapitres XIII
et XIV de [24] par exemple. La 4° partie de 4] et les ouvrages [20] et [25]
sont consacrés pour l'essentiel & ces nouvelles approches.



NOTICE HISTORIQUE

Bien des noms (Euler, Lagrange, Legendre, Lipschitz, etc.) ont élé rencontrés dans
d’autres contextes par l'étudiant-lecteur. Nous évoquons ici ceux cités dans ce recueil
et/ou ayant marqué les développements modernes de ’Optimisation et de ’Analyse
conveze.

K. ARROW, L. HURWICZ et H. UZAWA. Associés deux par deux ou tous
les trois, ce sont guidés par des problémes d’origine économique que ces économistes-
mathématiciens ont publié ou édité les méthodes algorithmiques portant & présent leurs
noms. L’Economie mathématique a beaucoup interagi avec 1’Optimisation, et ce dés le
début des années cinquante. Notons d’ailleurs que beaucoup de lauréats du Prix Nobel
d’Economie (instauré en 1969) ont eu des activités trés « mathématisées » : R. Frisch
(1895-1973, norvégien, Prix Nobel en 1969) proposa en 1954 un type de pénalisation
intérieure (ou de fonction-barriére) pour la programmation linéaire, K. Arrow (1921-,
ameéricain, Prix Nobel en 1972), L.V. Kantorovitch (1912-1986, russe, Prix Nobel en
1975), J.F. Nash (1928-, américain, Prix Nobel en 1994), sans oublier G. Debreu (1921-
2004, d’origine frangaise, Prix Nobel en 1983).

R. BAIRE (1874-1932) est un mathématicien frangais dont la période active ainsi que la
carriére universitaire furent réduites & une douzaine d’années par des maladies nerveuses
qui 'ont conduit & la mort. Il a enrichi I’Analyse de notions fondamentales, par exemple
la semicontinuité qui s’avére essentielle dans les résultats d’existence dans un probléme
d’optimisation (cf. Exercice II.1).

G. BIRKHOFF (1911-1996). Garret de son prénom, il est souvent confondu avec
George Birkhoff son pére ; tous les deux sont des mathématiciens américains de renom qui
furent longtemps professeurs a 1'université de Harvard aux Etats-Unis. Un des résultats
les plus connus de Garret Birkhoff est celui qui dit que « les sommets de 'ensemble des
matrices bistochastiques sont les matrices de permutation » (1946), c¢f. Exercice V.11,
dont les applications en géométrie convexe sont importantes.

C. CARATHEODORY (1873-1950). Mathématicien allemand d’origine grecque. Le
lecteur-étudiant a rencontré ou rencontrera son nom dans des domaines tels que la Théorie
de la mesure et le Calcul des variations. Un de ses fameux théorémes est : Si S est une
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partie d'un espace vectoriel de dimension n, tout point de I’enveloppe convexe de S est
combinaison d’une partie finie de S de cardinal au plus n + 1 (¢f. Chapitre VI).

A.L. CHOLESKY (1875-1918). Peu d’é¢tudiants en Analyse numérique savent que
Cholesky n’est pas un obscur polonais mais bel et bien un ingénieur militaire frangais
originaire de la région Poitou-Charentes. C’est dans le but d’applications a la géodésie
que Cholesky étudie la résolution de systémes d’équations linéaires et introduit la factori-
sation qui porte son nom. Le « procédé du commandant Cholesky » fut publié de maniére
posthume en 1924 dans le Bulletin géodésique de Toulouse. N'importe quel cours d’Ana-
lyse numeérique matricielle, n’importe ou dans le monde, fait référence a la factorisation
de Cholesky ; comme quoi, rien ne sert de... il faut publier a point. A quand le nom de
Cholesky sur le site du Futuroscope ?

I. EKELAND (1944-). Mathématicien frangais, professeur retraité de I’Université de
Paris IX — Dauphine. Ses travaux portent sur les problémes variationnels, la commande
optimale et I’économie mathématique. Sa condition nécessaire d’optimalité pour solutions
approchées d’un probléme d’optimisation, établie dans un contexte d’espace métrique
complet (1974) (¢f. Exercice I1.3 pour une version simplifiée), est devenue un outil clas-
sique de I’Analyse variationnelle. I. Ekeland est également auteur de plusieurs ouvrages
de popularisation des mathématiques.

(KY) FAN (1914-). Mathématicien américain d’origine chinoise. Arrivé comme bour-
sier & Paris en 1939 avec tout viatique le plan du métro de Paris (comme il le raconte
lui-méme) et un grand désir de faire des mathématiques, Ky Fan obtient son doctorat
en 1941 sous la direction de M. Fréchet. Aprés étre resté en France jusqu'en 1945 puis
occupé ensuite plusieurs postes aux Etats-Unis, il s’installe 4 Santa Barbara (Californie)
en 1965 retraité, il y est toujours. Le champ d’activités de Ky Fan a été trés vaste :
théorie des opérateurs, analyse convexe et inégalités, analyse matricielle (avec des in-
égalités tres fines sur les valeurs propres), topologie et théorémes de point fixe. On lui
doit un des tous premiers théorémes de mini-maximisation (c¢f. Chapitre IV) et une for-
mulation variationnelle de la somme des m plus grandes valeurs propres d’une matrice
symeétrique (cf. Exercice VI.12). Ky Fan est docteur honoris causa de I'université de Paris
IX-Dauphine (1990).

G. FARKAS (1847-1930). Mathématicien hongrois qui a contribué a la théorie de la
Physique ; dans ce domaine, les plus connus sont ses résultats en Mécanique et Thermo-
dynamique. La premiére preuve (compléte et correcte) de son théoréme sur les inégalités
linéaires homogenes (c¢f. Chapitre V) fut publiée en 1898.

W. FENCHEL (1905-1988), J.-J. MOREAU (1923-) et R.T. ROCKAFELLAR
(1935-). Le développement de I’Analyse convexe moderne doit beaucoup a ces trois per-
sonnes. W. Fenchel, mathématicien danois d’origine allemande avait une approche trés
géomeétrique de la convexité ; J.-J. Moreau (& ne pas confondre avec actrice de cinéma de
meéme nom) est un mathématicien-mécanicien de Montpellier qui, selon ses dires,« appli-
quait la Mécanique aux Mathématiques ». R.T. Rockafellar est un mathématicien améri-
cain dont les racines sont (huguenotes) francaises (« Rocquefeuille » ) comme les financiers
de noms voisins ; le concept de « probléme dual » a été un des fils directeurs de I'approche
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de cet auteur. R.T. Rockafellar est docteur honoris causa de 'université de Montpellier 11
(1995).

P. de FERMAT (1601-1665). Tout le monde en a entendu parler... y compris ré-
cemment. Ses célébres questions d’Arithmétique ont fait un peu oublier son principe
variationnel en Optique géométrique (le premier, historiquement, sans doute) et ses im-
plications sur la loi de réfraction de la lumiére; une de ses citations est : « La nature
agit toujours par les voies les plus courtes ». En 1629, soit treize ans avant la naissance
de Newton, Fermat congut sa méthode « De maximis et minimis » s’appliquant a la dé-
termination des valeurs qui rendent maximum ou minimum une fonction ainsi que celles
des tangentes aux courbes, ce qui revenait a poser les fondements du Calcul différentiel.
A la Salle des Illustres du Capitole & Toulouse (Hotel de ville) se trouve une statue de P.
de Fermat avec la mention « inventeur du calcul différentiel », et le Guide du Routard
d’ajouter « encore merci!» (4 Beaumont-de-Lomagne, village natal de Fermat). Alors,
étudiants-lecteurs, si vous avez des problémes en calcul différentiel, vous savez & qui vous
plaindre...

J.W. GIBBS (1839-1903). Physicien américain (un « phénomeéne »...) auteur de travaux
trés profonds, en Thermodynamique entre autres. Le role de la convexification en Ther-
modynamique a été essentiellement étudié par lui. Dans ses travaux se trouvent aussi les
racines des conditions de KKT (c¢f. Exercice IV.7). Une de ses citations : « Mathematics
is the language of science ».

P. GORDAN (1837-1932). Mathématicien allemand connu pour ses travaux en Algébre
et Géométrie. Cf. Exercices VI.8 et VII.1 pour un lemme portant son nom.

L.V. KANTOROVICH (1912-1986). Mathématicien russe ayant contribué a 1’ Analyse
appliquée, I’Analyse fonctionnelle et la Programmation linéaire. Bien que de formation
entiérement mathématique, il montra une perception trés pertinente des problémes de na-
ture économique auxquels il appliqua les techniques mathématiques. Considéré comme un
des péres-fondateurs (avec G. Dantzig (1914-2005) aux Etats-Unis) de la Programmation
linéaire, L. Kantorovitch partagea le prix Nobel d’Economie 1975 avec T. Koopmans. De
nature robuste (des collégues I'ont vu avaler d'un trait une bouteille de vodka et plonger
pour traverser un lac a la nage), il et néanmoins a souflrir de sévices sous Staline.

W. KARUSH, H. KUHN et A.W. TUCKER. Non, non ce n’est pas la 3° ligne de
I’équipe de rugby d’Australie que doit rencontrer prochainement le Stade Toulousain...
Alors que la régle de Lagrange (i.e. conditions d’optimalité dans des problémes avec des
contraintes du type égalité) était connue dés le début du XIX® siécle, il faut attendre le
milieu du XX siécle pour qu’on s’intéresse (par nécessité) aux conditions d’optimalité
dans des problémes avec des contraintes du type inégalité. A.W. Tucker (mathématicien
américain d’origine canadienne, récemment décédé) et son éléve H. Kuhn ont publié en
1951 in article fondamental a ce sujet. Il s’est avéré qu’ils avaient été précédés par W.
Karush dans un travail publié en 1948 qui était pour I’essentiel son mémoire de Maitrise
de 1938 (étudiants-lecteurs, tous les espoirs vous sont permis!). Il est donc juste d’associer
ces trois noms dans « les conditions de KKT » (¢f. Chapitre III). Une citation : « The
KKT theorem provides the single most important tool in modern economic analysis both
from the theoretical and computational point of view » (D. Gale, 1967).
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J. JENSEN (1859-1925). Mathématicien danois, autodidacte. Il n’occupa aucune po-
sition universitaire mais fut longtemps expert dans une compagnie téléphonique de Co-
penhague. L’inégalité de convexité qui porte son nom (c¢f. Chapitre VI) date de 1906.
La tradition de convexité chez les mathématiciens scandinaves est commémorée par la
flamme de la poste danoise ci-dessous.

| SRR Y Fai . A

[

F. JOHN (1910-1994) (on trouve souvent écrit Fritz John) est aussi un mathématicien
de ce siécle qui a établi les conditions qui portent son nom (cf. Chapitre III) en 1948.
Le travail de F. John était motivé par des questions de nature géométrique; les ellip-
soides pleins de volume extrémal mis en évidence dans les Exercices I11.21 et I11.22 sont
d’ailleurs appelés ellipsoides de John (ou de Loewner-John). On doit aussi au mathéma-
ticien d’origine tchéque Ch. Loewner (ou K. Lowner) l'ordre partiel > dans S, (R).

H. MINKOWSKI (1864-1909). Mathématicien allemand considéré comme le fondateur
de la géométrie des nombres entiers ; il s’est intéressé aussi & la Physique mathématique
(les fameux espaces de Minkowski de dimension 4) et a, le premier, procédé a une étude
systématique de la convexité dans les espaces de dimension finie.

J. (VON) NEUMANN (1903-1957). Il y a plusieurs mathématiciens du nom de
Neumann. Celui-ci, Von Neumann (John) est un mathématicien américain d’origine hon-
groise, mort relativement jeune, et qui fut pionnier dans ses idées et recherches en Ma-
thématiques appliquées. Et quand il attaquait un probléme, il n’enfongait pas des portes
ouvertes! On lui doit notamment un théoréme de mini-maximisation (cf. Chapitre IV).
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