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Calcul de valeurs et de vecteurs propres

4.1 Localisation des valeurs propres

e (Calcul analytique.

e Théoréme de Gershgorin

e Améliorations du théoréme de Gershgorin
4.2 Méthode de la puissance

e Méthode de la puissance inversée

e Méthode de déflation

Introduction :

Nous abordons dans ce chapitre le probleme du calcul de valeurs propres (et, éventuellement, de vecteur
propres d'une matrice d'ordre n. C'est un probleme beaucoup plus difficile que celui de la résolution d'un
systéme linéaire. En effet, les valeurs propres d'une matrice étant les racines de son polyndme caractéristique,
on pourrait naivement penser qu'il suffit de factoriser ce dernier pour les obtenir. On sait cependant (par le
théoréeme d'Abel-Ruffini) qu'il n'est pas toujours possible d'exprimer les racines d'un polyndme de degré
supérieur ou égal a 5 a partir des coefficients du polynéme et d'opérations élémentaires (addition, soustraction,
multiplication, division et extraction de racines). Par conséquent, il ne peut exister de méthode directe, c'est-a-
dire fournissant le résultat en un nombre _ni d'opérations, de calcul de valeurs propres d'une matrice et on a
donc recours a des méthodes itératives.

Parmi ces méthodes, il convient distinguer les méthodes qui permettent le calcul d'une valeur propre (en général
celle de plus grand ou de plus petit module, mais pas seulement) de celles qui conduisent a une approximation
de l'ensemble du spectre d'une matrice. D'autre part, certaines méthodes permettent le calcul de vecteurs
propres associés aux valeurs propres obtenues, alors que d'autres non. C'est le cas par exemple de la méthode de
la puissance, qui fournit une approximation d'un couple particulier de valeur et vecteurs propres et dont nous
étudierons les propriétés de convergence. Dans le cas de la détermination du spectre d'une matrice réelle
symétrique A, nous présentons ensuite une technique de construction d'une suite de matrices, orthogonalement
semblables a A, convergeant vers une matrice diagonale dont les coefficients sont les valeurs propres de A, la
méthode de Jacobi.

Définition :

Soit A une matrice d’ordre n (éléments réels ou complexes). S'il existe un vecteur X de n éléments (X non nul)
et un nombre A (réel ou complexe) tel que : AX = AX, ainsi on appelle A valeur propre de la matrice A et X le
vecteur propre de cette matrice associé a A.

Exemple :

Soit A une matrice de 2x2 éléments tels que :

A 30 1 ;
"8 -1 =12 A=
3 0]]1 3 | 3
AX: = 7\,X:3 =
8 —11]2 6 2 6

On remarque bien que AX = AX, ainsi A est une valeur propre de la matrice A et X est le vecteur propre de la
matrice A associé a la valeur A.
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Les valeurs propres jouent un role trés important dans le calcul matriciel, a savoir le calcul de la puissance
d’une matrice.

Rappel sur les matrices réductibles et irréductibles :

Une matrice M=(a;) une matrice d’ordre n est réductible :

A 0

e Si et seulement s'il existe une matrice de permutation P tel que P'lMPz(B ¢

carrée.

) ou A est une matrice

e Sietseulements'il existe une partition (I, J) non triviale de [1, n] telle que V(j, j) € I x ], a;=0.

e Sietseulement s'il existe une partie ] non triviale de [1, n] telle que le sous-espace vectoriel engendré
par {ej \ j € ]} soit stable par M (ou les e; forment la base canonique de K»).

Une matrice M = (a;) une matrice d’ordre n est irréductible :
e Sietseulementsi M n’est pas réductible.
e Sietseulementsile graphe orienté associé a M est fortement connexe.
o Sietseulementsi (I, +M)™! est strictement positive.
e Une matrice ayant une ligne ou une colonne nulle est irréductible.

e Une matrice ayant tous ses coefficients non nuls est irréductible.

II. Calcul analytique des valeurs propres et des vecteurs propres :

Soit A une matrice carrée inversible d’ordre n, si A est une valeur propre de A ainsi il existe une vecteur X
d’ordre n (non nul) tel que :

AX = X< (A - ADX =0 ceci peut étre traduit par le systeme linéaire :

(e —A)xy +apx+ ...+ dpxy, = 0
anxy+lan — Ao +...+amxy, = 0
X)X + ..o+ (ay, —Ax, = 0

On remarque bien que ce systeme est homogeéne. a l'exclusion de la solution triviale X = 0, admettra des
solutions si det(A-A1)=0.

iy -A i [F s
any an —A

det(A — Al = =0

Cf”] aaa a aa ann_/i.
Le polyndme issu du calcul de ce déterminant est appelé polynéme caractéristique de A.

Exemplel :

Déterminer les valeurs propres de la matrice A :

5-1 -3 |_
6 —4—,1'0

& -(5-4) (4+1)+18 =0 <A2-1-2=0 < (A+1)(1-2)=0=A=-1 ou A=2.

Det (A-A)= 0 <

Donc les valeurs propres de la matrice A sont A:=-1 ou A,=2.

2
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Choix des vecteurs propres :

A1=-1 et 1,=2 sont des valeurs propres de A donc AXi= 1:1X; et AXz= 1:X.

f) -l

On remarque qu’a partir de n>3 les calculs deviennent trés compliqués, et il n’y a pratiquement aucune
méthode efficace pour la résolution des polyndmes de degré élevé.

On peut trouver ainsi :

En fait des méthodes permettant de localiser les valeurs propres existaient depuis le début du siecle.

Exemple2 :

Calculer les valeurs propres de la matrice A suivante, tout en donnant son polynéme caractéristique :

301 1)
A=‘—8—3—‘
6 3 4
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III.

Localisation des valeurs propres :

Certaines méthodes de calcul des valeurs propres permettant d'approcher une valeur propre bien spécifique,
il peut étre utile d'avoir une idée de la localisation des valeurs propres dans le plan complexe.

Dans ce domaine, une premiere estimation est donnée par le théoreme qui concerne la convergence de la
méthode de « Fausse position », dont on déduit que, pour toute matrice carrée A et pour toute norme
matricielle consistante ||.||, ona:

[A] < ||A]], V 2 € 6 (A).

Cette inégalité, bien que souvent grossiere, montre que toutes les valeurs propres de A sont contenues dans
un disque de rayon ||A|| et centrée en l'origine du plan complexe. Une autre estimation de localisation des
valeurs propres a priori, plus précise mais néanmoins trés simple, est fournie par le théoréme « des disques
de Gershgorin »

Disques de Gershgorin :
Soit A une matrice de M»(C). Les disques de Gershgorin D;, i = 1,., n sont les régions du plan complexe

définies par :

n
Di = {z € C tel que |z — aii| < Ri},avec Ri = Zlaijl
=

JE
Définition : Cercle de Gershgorin

Par convention on nomme cercle de Gershgorin les bords des disques de Gershgorin, on a donc la définition :

n

Ci = {z € Ctel que |z — aii| = Ri},avec Ri = Zlaijl

=1
J#i
Théoréme des disques de Gershgorin :

Si A est une matrice d'ordre n, alors :

o(A4) c O Di

Ou les Di sont les disques de Gershgorin et a(A) est le spectre de la matrice A.
Démonstration :

Supposons que A€C soit une valeur propre de A. il existe alors un vecteur non nul v de C" tel que Av = Av,
c’est-a-dire :

Za.,t'; - Ay, im1,... n

3=1

Soit vy, avec k € {1, .., n}, la composante de v ayant le plus grand module (ou 'une des composantes de plus
grand module s’il y en a plusieurs), on a d’'une part vi#0, puisque v est non nul par hypothese, et d’autre part

n | ™
| E gty — “?:k".'i:l = E flky L'y

j=1 Fu=1
ik

|A — akk| |[vk]| = A — arkvr| = < |vk| R,

Ce qui prouve aprés division par |vik| que la valeur propre A est contenue dans le disque de Gershgorin D,
d’ou le résultat.
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Représentation dans le plan complexe des valeurs propres (en rouge) et des disques de Gershgorin
en bleu de la matrice complexe.

Ce théoreme assure que toute valeur propre de la matrice A se trouve dans la réunion des disques de
Gershgorin de A.

Définitions :

Soit A=(aj;) une matrice d’ordre n.

» Aestdite a diagonale dominante si et seulement si :

L
Vi e [1in], |ay| = Z ;|
j=1
J#i
» A estdite a diagonale strictement dominante si et seulement si :
T
Vi e [Lin], |as| > Z ;-
i=1

J#i

» A estdite a diagonale fortement dominante si et seulement si A est a diagonale dominante et

T
Jdi [].; ﬂ-]]_. |aﬁ| - Z |ﬂ;‘j|.
j=l1
JeEi
Théoreme de Hadamard :

Soit A=(aij) une matrice d’ordre n.

Si A est a diagonale strictement dominante alors A est inversible.
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c. Améliorations du théoréme de Gershgorin :

La transposée AT de A possédant le méme spectre que A, on obtient de maniere immédiate une premiére
amélioration du résultat.

Proposition (1érc amélioration) :

o(4) € (LnJ Di)n (O D'j)
i=1 j=1

Ou les ensembles D’j, j=1,..,n sont tels que

Si A est une matrice d’ordre n, alors :

n
D'j ={z € Ctel que |z — ajj| < Cj},avec Cj = Zlaijl, et le Di sont définis précedemment

i=1
i#j

Proposition2 (2¢me amélioration) : Taussky
Si A est une matrice d’ordre n irréductible.

Si une valeur propre de A est sur 'extrémité de la réunion des disques alors elle est forcément sur tous les
cercles de Gershgorin.

Corollairel : généralisation du théoréme de Hadamard :

Si A est une matrice d’ordre n, alors :

Si A est irréductible et a diagonale fortement dominante alors A est inversible.

Second théoréme de Gershgorin (3¢me amélioration) :
Soit A une matrice d'ordre n, avec n = 2.

On suppose qu'il existe un entier p compris entre 1 et n-1 tel que I'on puisse diviser la réunion des
disques de Gershgorin en deux sous-ensembles disjoints de p et n - p disques. Alors, le premier
sous-ensemble contient exactement p valeurs propres, chacune étant comptée avec sa multiplicité
algébrique, les valeurs propres restantes étant dans le second sous-ensemble.

Corollaire2 :

Si A est une matrice d’ordre n, alors :
Si un disque de Gershgorin de A est isolé alors il contient une unique valeur propre de A.

Corollaire3 :

Si A est une matrice d’ordre n, alors :

Si les disques de Gershgorin de A sont deux a deux isolés alors ils contiennent chacun une unique valeur
propre de A.

Exercice corrigé :

Soit la matrice A suivante, localiser les valeurs propres de A en utilisant les théoremes de Gershgorin. Vérifier
les résultats en calculant ces valeurs en utilisant le déterminant. Puis en déduire les vecteurs propres.

3 2 -2
A=<0 1 2)
1 4 -1

Di D’; (D) N (D) (UD)) n (UD%)
Di(3, 4) D3, 1) D:(3, 1)
Dz[l, 2) D'z(l, 6) Dz(l, 2) D’1U DU D’3=D’1UD’3
D3['1, 5) D'3('1, 4) D'3('1, 4)




Det(A-Al) = - A3+322+ 71 -21=(3- 1)(12-7) =3 — DA — V7 ) (A +V7)
Donc les valeurs propres de cette matrice sont :

M=3;1=V7=2,646;13=-V7 =-2,646

Les vecteurs propres :
AX=A1,1X=3X:

3x1+ 2x2 — 2x3 = 3x1
x2 + 2x3 = 3x2
x1+ 4x2 — x3 = 3x3

AX = 1,X =7X:
3x1 + 2x2 — 2x3 = V7x1

x2 + 2x3 = V7x2

x1 + 4x2 — x3 = V7x3

AX = 13X = —/7X:
3x1 4+ 2x2 — 2x3 = —/7x1

x2 + 2x3 = —/7x2

x1+ 4x2 — x3 = —/7x3

- 2x2—2x3=0 - x2=x3
- x2 = x3

- x1=0

-

> (B-V7)x1+2x2-2x3=0 - D+ @ x1=—x2

> (1-VDx2+2:3=0 »x3=""x2

>  xl+4x2—(1+V7)x3=0

—1
[ 1

X=1v7-1
2

> (B+V7)x1+2x2-2x3=0 - x1=-x2

-2
> (1+V7)x2+2x3=0 —x2=_"7x3

>  xl+4x2+(V7-1)x3=0

/15/7\

1++7
1

X =




IV.

Méthode de la puissance itérée (Power method) :

La méthode de la puissance itérée ou méthode des puissances est un algorithme pour calculer
la valeur propre dominante d'une matrice. Bien que cet algorithme soit simple a mettre en ceuvre et
populaire, il ne converge pas tres vite.

Etant donné une matrice A, on cherche une valeur propre de plus grand module et un vecteur
propre associé. Le calcul de valeurs propres n'est en général pas possible directement (avec une
formule close) : on utilise alors des méthodes itératives, et la méthode des puissances est la plus
simple d'entre elles.

Théoréeme :

Soit A € Rnn, on suppose que la valeur propre de plus grand module est simple et vérifie
[A1]>max(|4i|]) i=2,.n. et que A possede n vecteurs propres ui,.u, linéairement indépendants,
autrement dit A est diagonalisable. Soit |.| une norme vectorielle.

On construit une suite X =(X;®),.. X,®)T d’élément de Rn par récurrence :
X(0) donné dans Rn

x'?” donné dans R"
k
iy _ Ax®
X = —
kY]
Si X n’est pas orthogonal a I'espace propre a gauche associé a 44, alors :
e Lasuite ((41/] A |)xX® converge vers un vecteur propre associé a 11 quand kK-> +co.

. ; . . . . (k&
11n1k—r+m{ﬁx‘k)}1;x£ﬂ = Ay pour au moins un j € {1,.._, n} oil on a noté x*) = (xg )

Pour éviter que l'algorithme ne provoque un dépassement de capacité, on calcule souvent
directement une version normalisée de Xn. Remarquons aussi que lI'hypothese sur X0n'est pas
discriminante, si on choisit le vecteur au hasard, il n'a aucune chance d'étre orthogonal a 1.

De plus, elle ne permet de calculer qu'une seule des valeurs propres de A. Pour trouver les autres
valeurs propres, on utilise souvent la méthode de déflation.

Remarques:

e Lanorme X(© doit étre normée a chaque étape pour éviter que les composantes du vecteur
ne deviennent trop grandes ou trop petites.

e Le facteur de convergence vers la 1¢¢ valeur propre est en O(|12/41]). La convergence est
donc d’autant plus rapide que |1| et |A2| sont distants I'un de l'autre.

e [l y a encore convergence vers la 1¢¢ valeur propre et un vecteur propre correspondant
lorsque la valeur propre | 1 1| est multiple est vérifie A1=A,=..= A, et | 1 5|>| Ap+1].
Exemple :

Soit la matrice A suivante :

Cette matrice a comme valeurs propres 11=-10 et A2=2 et respectivement les vecteurs propres
suivants :



ol ()

En partant de X(0) on calcule X(1) et ainsi de suite jusqu’a X(4) et on trouve les résultats suivants :
3 ] —14 | —15008
X9 =[] x0_ x® =
1 —16 —~14992

lim x®/(—10* = (1.5, —1.5)T

k=00

On observe que :

. Méthode de déflation

La méthode de déflation est une méthode, connaissant la valeur propre de plus grand module d'une
matrice et un vecteur propre associé, de trouver la seconde valeur propre dont le module est le plus
grand. Précisément, on part d'une matrice Ad'ordre ndont les valeurs propres vérifient
|A1] = [Az[ = -~ > |An| On suppose aussi dans un premier temps que la matrice A est
symétrique. La méthode de la puissance nous donne la plus grande valeur propre en module, A1, et
un vecteur propre associé, U'1. On pose alors

Al
o ]|®

Alors B posséde pour valeurs propres A2 - - - An_. et 0. Il suffit d'appliquer a nouveau la méthode
de la puissance, mais a B, pour obtenir une valeur approchée de A, et un vecteur propre associé. On
peut ainsi recommencer l'application du couple puissances itérées/déflation pour trouver toutes
les valeurs propres de A.

i b

B=A-

Lorsque la matrice A n'est plus symétrique, la matrice B donnée ci-dessus n'a plus de raison
d'avoir A2: - - -» An et 0 pour vecteurs propres (car les vecteurs propres de AA n'ont plus de raison
d'étre orthogonaux). Il faut raisonner un peu différemment, en utilisant la transposée de A.

En effet, A et At ont les mémes valeurs propres, et si on applique la méthode de la puissance itérée
a At, on trouve un vecteur propre w1 de At associé a A;.

——

)k]_'Ul t'l‘.vl.h
—r—>
fwy vy

On pose cette fois B = A — qui verifie les mémes proprietés que la matrice B précédente.

Méthode d’accélération et de convergence (théoreme du quotient de Rayleigh):

En plus des conditions exigées pour les théorémes précédents, si de plus A est symétrique, on
définit une suite de réels R par :

x® donné dans B”

D) g (KD

T oK) BT lk+1)

EEROTm T T @2

Si X n’est pas orthogonal au sous-espace propre a gauche associé a u alors la suite (Rx) converge
Lim Re=44

=

et ¥ . La vitesse de convergence est O(|A2/41]?).

9



d. Méthode de puissance itérée inverse :

Elle est utilisée pour déterminer la plus petite valeur propre en module d'une matrice
diagonalisable lorsque cette valeur est distincte en module des autres valeurs propres. Au lieu
d’appliquer la méthode de la puissance itérée a la matrice A-1, on décompose A en produit LU, puis
on remplace la suite X& donnée par la suite :

x? donné dans B"
Ly = x*)
Uxfk-l' 1y _ v
Cette méthode est plus stable, elle posséde plusieurs applications :
- Recherche d’un vecteur propre associé a une valeur propre connue.

- Recherche de la valeur propre 4 (la plus proche) d'un nombre u donné et calcul d’'un vecteur
propre associé a 1.

10
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Annexe :

Voici quelques exemples corrigés :

Exemple2 :

X, + X o+ X

P
I
]
|
[+ =)
=
|
i
bt

a3
|
s
bt
L)
I

6X; + 3X; + 4X;

X
2X,
2X;

lzl=2-2)1-=z

)2

X1
—-8X;
62X

+ XQ
- 55X
+ EXQ

(2} =m(2) =1 Le calcul montre que les vecteurs propres sont les multiples de

3xXy + X + Xz
—8X7 - 3%, - 4X;
63 + 3. + 44X,

1)

X1
Xa
X3

—_—

2X4
—-8X1
63Xy

+ X:
— 4X
+ 33X,

(1) =m(l) =2 Le calcul montre que les vecteurs propres sont les colonnes u [

1 1 07 3 1
s AvecP=} -4 -3 1 |ona: -8 -3
3 11 6 3

1

—4

4

—_——

A

-4 -3

3

— it

P

l?l
1}

+

X3

— 4X;
+ 2X3

Remarque : Cuand m{A) =1, on a v{A) = 1 puisque 1 < v{A)} = m(A) et, du coup, v{A) = m{A).

Conséquence : Une matrice qui a toutes ses valeurs propres simples, est diagonalisable.

B. Cas des matrices réelles : Quand A est réelle, g, (z) est a coefficients réels.

Théoreme :

e 5i A est une valeur propre qui n'est pas réelle, A aussi est une valeur propre et miA) = miA).

» Les vecteurs propres pcrurI s'obtient en conjugant les vecteurs propres pour A.

cosf —sin@ |

Exemple : 4 =(_ sind  cos@ J
o1 = i —isinf@X; — sin@X;
sinf@X; — isin@X,

les vecteurs propres sont les multiples de { 1

+isinf@Xy — sinf@X;

. ..'II.=E_J.H
sinf@X; + isinfX,

) 1
les vecteurs propres sont les multiples de [ i J

. -

0
0

12
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Exercice méthode de puissance itérée :

Soit la matrice A suivante :

1 11
A=1 1 1
1 1 2

» Calculer le polynome caractéristique de cette matrice, ses valeurs propres, les vecteurs propres associés
a ces valeurs.

» Appliquer la méthode de puissance puis de la puissance inversée pour trouver des valeurs approchées
aux valeurs propres (erreur relative < € = 0.01).

Solution :

Polynome caractéristique :
Det(A-Al) =0.
1-2 1 1
A— A= 1 1-2 1 Det(A-AD)=00A-D[A-D2-V-1]-[C-)—-1]+[1-1-D)]
1 1 2-2
Polyndme caractéristique : - A3 +442-21
Det(A-AD) =0 ==>- 13 +442-21 = -A(A2-4A+2) =0 ==> (L1 =0; =2-V2; 3 =2+v2)
Valeurs propres: 4; = 0; A,=2 -2 =0.58578; 13 = 2++/2 =3.414213
Vecteurs propres associés :

x14+x24+x3=0

1
AX=2X==>pour ;=0 {xl +x2+x3=0 }==> {xicg—_—(p)cz} XM = (—1)

x1+x2+2x3=0 0
x1+x2+x3=(2 — V2)x1 WZ-1)x14+x24+x3=0
Pour A;=2-v2 =0.5858¢ x1+x2+x3=(2 — V2)x2 ;==>{x1+ (V2 —-1)x2+x3 =0 =>
x1+x2+2x3=(2 — vV2)x3 x1 + x2 ++V2x3=0
{x3=—\/7x1}
x1 =x2
-1
1 vz
X@) = 1 = -1
-2 V2
1
x1+x2+x3=(2+ V2)x1 (—VZ—1)x1+x2+x3=0
Pour ;=2 + 2 =3.4142, { x14+x2+x3=(2+ V2)x2 p==><x14+ (—V2—-1)x2+x3=0(=>
x1+x2+2x3 = (2+ V2)x3 x1 + x2 —+V2x3=0
{x3=\/7x1}
x1 = x2
1
1 7 0.7071
x=( 1 ]=| 1 |={0.7071
V2 Jf 1

13



Calcul approché

Méthode de la puissance (la plus grande valeur de 1) :

1
AX = 2X on commence par le vecteur initial : X0 = (0)
0

Itération 1 :

1 1\ /1 1 1
AXO =1 1]x{o)=(1] 2 w=1 xw=(1
1 1 2/ \o 1 1

Itération 2 :

11 1\ /1 3
AXO =1 1)x[1])=(3] @=4 x®=
11 2/ \1 4

Itération 3 :

=

.75
| p=ttoioggs s

4]
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Blw b | w

R o o

1 1 1\ /0.75\ /25 0.7143 o
AX@=(1 1 1]x[075]=(25] A®=35 X®=|0.7143 p=ﬁ= 0.1428 > ¢
11 2 1 3.5 1 '
Itération 4 :
1 1 1\ /0.7143\ /2.4286 0.7083 N
AX(3)=<1 1 1>x<0.7143>=<2.4286> A® = 3.4286 X(4)=<0.7083> pzwz 0.0208 > ¢
11 2 1 3.4286 1 ‘

Itération 5 :

1 11 0.7083 2.4167 0.7073 34167-3.4286
AX® =11 1]x]0.7083 | ={2.4167 | A®=3.4167 X® =10.7073 p=¥= 0.0034 < ¢

13.4167|
1 1 2 1 3.4167 1

=

Méthode de la puissance inversée (la plus petite valeur de 1) :

AX=2X ==>ATAX=A1AX=1A1X=D %X = A1X
SoitB=Aletf = % donc on obtient : BX= X (la méme écriture pour les vecteurs propres).

B=Al=

1
on commence par le vecteur initial : X© = (0)
0
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