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Introduction générale

Introduction générale

L’objectif de ce cours est de prodiguer a nos étudiants des connaissances portent sur les
techniques et les méthodes permettant la résolution des problemes d’optimisation linéaires ou
non linéaires.

Le nom « Recherche Opérationnelle (R O) » date de la seconde guerre mondiale. En 1940,
un physicien Patrick BLAKETT eut I’immense mérite de trouver I’implémentation idéale des
radars de surveillance britannique. Aprées la guerre, les méthodes d’optimisation ont “été
considérablement appliquées dans différents domaines (informatique, mathématique,
économique, automatique, etc.).

L’optimisation est I’ensemble des techniques permettant de prendre des décisions optimales
ou proches de I’optimum dans des problemes complexes, qui traitent de la minimisation
(maximisation) d’une fonction dite fonction objective. En effet, dans un probleme
d’optimisation, une variable physique ou bien de commande doit étre choisie de facon a
optimiser un critéere physique, un critére technique ou bien un critere économique .
Généralement, le probléeme de la détermination des minimums et des maximums d’une
fonction de plusieurs variables qui ne sont pas indépendantes, mais liées entre elles par
certaines conditions supplémentaires appelées contraintes. Les différentes contraintes vont

limitées I’espace a une surface a I’intérieure de laquelle se trouvent les solutions possible.

La résolution d’un probléme d’optimisation consiste, au premier lieu & donner I’expression
mathématiquement d’un probleme donné, puis a résoudre le probleme modélisé. La recherche
opérationnelle propose différentes techniques et méthodes de la résolution selon le type de
probléme (linéaire ou non linéaire, avec / ou sans contraintes) et la nature des variables de

décision (continus ou discrets).
Le cours est divisé en cing chapitres :

Le but du premier chapitre est de rappeler les notions de base de la recherche opérationnelle.
Les méthodes de résolution des problémes d’optimisation non linéaires seront présentées dans
le deuxieme chapitre.

Les technigues de résolution des problémes d’optimisation linéaires feront I’objet du

chapitre 3.
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Dans le chapitre 4, la théorie des graphes et problémes stochastiques discrets seront exposeés.
Dans le dernier chapitre, quelques éléments de la théorie des jeux et les jeux d’entreprise
seront proposés.

Eléments de bibliographie:

Ce cours a été redigé a partir des ouvrages suivants :

1. Introduction & I’optimisation, C. Jean-Chriphone, Editeur, Ellipses ,1994.

2. Précis de la recherche opérationnelle, P. Gurin, Editeur, broché Couverture, 1976.

3. Les techniques de la recherche opérationnelle, Algorithme de Simplex, A .Zaatri, 2001.
4. La recherche opérationnelle, Y. Nobert, R. Ouellet, R. Parent, Gaétan Morin, 1995.

5. Exercices et problémes résolus de recherche opérationnelle Robert F. éditeur Dunod, 2000



Chapitre 1 Introduction & la recherche opérationnelle

Chapitrel:
| ntroduction a la recherche Opérationnelle

1.1 Introduction

La Recherche Opérationnelle (R O) est une technique d optimisation; datant tout au plus de
la second guerre mondiale (en 1940). Et en effet ; c’'est bien son application aux opérations
militaires quelle doit son nom.

En 1940, un physicien Patrick BLAKETT eut I'immense mérite de trouver |'implémentation
idéale des radars de surveillance britanniques. Apres cette guerre et avec le développement du
calcule numérique (les ordinateurs) cette tendance a été accélérée et devienne un outil tres

important dans la réalisation des problémes d’ optimisation complexes.

1.2  Définition del’ optimisation
L’ optimisation est |I’ensemble des techniques permettant de chercher les minimums ou les

maximumes de fonction ou fonctionnelle.

1.3  Définition d’un problémed’ optimisation
Dans un probléme d optimisation, une variable physique ou bien de commande doit étre
choisie de fagon optimale, autrement dit, de fagon a optimiser selon lecas:
» Un critére physique (énergie, puissance, etc.).
» Un critere technique (erreur de modélisation, erreur statique,
etc.).

> Un critere économique (colt, profit, etc.).
1.3.1. Exemples et domainesd’applicationsdela RO :

e Probléme didentification (critere technique)
L'évolution de la concentration C d'une espéce dans un mélange est donnée par une loi
linéaire en fonction du temps : C(t)=at+b
Un expérimentateur fait sur une série de mesure pour déterminer les parametres inconnus

résumés dans | e tableau suivant :

ti 0 1 2 4 5 6 7 8 9 10 11

Ci(t)) 145 |3.06 |497 [10.65 |14.92 |206 |28.2 |38.42 |52.15 |20.65 |96.6

Tableau 1.1 : Résultats de mesures
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> Le probleme est de déterminer les parametres a et b telle que la valeur

11
de >'(C(t)-C,(t, ))2 soit la plus petite possible ?

i=0

e probléme d épaisseur optimale del’isolation (critére physique)

Figurel.1 Pipeline

Soit un pipeline (figure 1.1) dans le quel circule un liquide gu’ on souhaite maintenir a une
certaine température. Pour limiter de chaleur par convection, on dispose des couches d’une
matiére isolant sur les parois externes du pipeline Isolation d’ épaisseur X.

Isolation d’ épaisseur X

Fluide - A./.-.» Pertedechaeur par convection

Figure 1.2 : Couches d’une matiére isolant

A=DT
Kt

DT: La différence de température entre I'intérieure du pipeline et I'aire ambiant. X

La perte d’ énergie est approximée par I’ expression suivante : Q =

L’ épaisseur du pipeline. he : coefficient de transfert de chaleur par convention.

K : Laconductivité thermique. Q : laquantité d énergie perdue par heure. A : aire du pipeline.
Le colt d'installation par unité de surface peut étre représentépar : f, + f,x .

f,: colt fixe; f, lecolt incrémental par unité d' éaisseur.

L’ argent dépensé pour couvrir le pipeline d’ une couche isolante doit étre rembourseé en cing

années (en cing parts égales).

> Le probleme posé est de déterminer I’épaisseur optimale de la couche isolante.

e Probléme d entreprise (critéere économique).
Une entreprise fabrique sur une machine travaillant 45 heures par semaine trois produits P,
P, et P3 L’article P1 laisse un profit net de 4 unités monétaires, |’ article P2 laisse un profit

net de 12 unités monétaires et I'article P3 laisse un profit net de 3 unités monétaires. Les

7
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rendements de la machine sont respectivement pour les trois produits et dans le méme ordre
sont : 50, 25 et75 articles par heure. On sait d autre part gréce a une étude du marché, que les
possibilités de vente ne dépassent pas 1000 articles de P1, 500 articles de P2 et 150 articles de
P3 par semaine.
» Quels produits I’entreprise doit-elle fabriquer et en quelle quantité pour réaliser le
bénéfice total le plus élevé?.

e Un probleme detransport (critére économique).
Une entreprise stocke un produit dans deux dépots A; et A, situés dans deux villes
différentes. Les quantités stockées sont respectivement 120 et 200 unités. Ces deux dépdts
alimentent trois points de vente B, B, et B3 situés également dans deux villes différentes.
Les quantités demandées par les trois points de ventes sont respectivement de 80, 90 et 150

unités. Les codts unitaires de transport sont inscrits dans | e tableau suivant :

Pointsdevente | B; B, Bs
Les dépbts
A 12 15 20
A, 18 10 16

Tableau 1.2 : Co0t de transport

» Le probleme qui se pose a I’entreprise est celui de savoir comment repartir et
distribuer les produits du magasin de stockage vers les points de vente avec un colt de

transport minimum.

e Probléme d une usine (critere économique)
Une compagnie fabrique trois produits et dispose 4 postes de travail.
Le temps de production (en heures) par unité produite varie d’ un poste de travail a un autre

selon les données ci-dessous.

Postede|1 2 3 4
travail
Produit
1 5 7 4 10
2 6 12 8 15
3 13 14 9 17

Tableau 1.3 : Temps de production (En heures) par unité produite

De méme le bénéfice par unité produite varie d'un poste a un autre selon les données

montrées dans le tableau 1.4.
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Une semaine de travail effectif est de 35 heurs pour chaque poste de travail.

> Le probléme a résoudre est de trouver la quantité de chaque produit qui devrait étre
produite sachant que la demande est d’au moins 100 unités de produit 1, 150 unités de
produit 2 et 100 unités de produit 3.

Postede|1 2 3 4
travail
Produit
1 10 8 6 9
2 18 20 15 17
3 15 16 13 17

Tableau 1.4 : Le bénéfice par unité produite

e Probleme d’ affectation
Lamatrice ci-dessous établit les colits de fabrication des ouvriers A, B, C, D et E sur les
machines 1, 2, 3, 4 et 5 (voir tableau ci-dessous) :

1 2 3 4 5
All2 |8 11 15 |4
B |7 9 17 14 10
Cc|9 6 12 |7 7
D|7 8 14 |8 10
E|9 9 13 10 |6

Tableau 1.5 : Colts de fabrication des ouvriers

» Opérer les affectations, de maniére a rendre minimale le co(t total.

» Un probleme de voyageur de commerce
Soit un voyageur de commerce décide de visiter n villes. Supposons que la distance entre
chague deux villes est donnée.

» Trouver le plus court trajet passant par lesn villes
1.4  Formulation mathématique d’un probléme d’ optimisation :

Le probléme d’ optimisation consiste a chercher x solution du probléme d’ optimisation

suivant:
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(1.1)

ou:

x e R" est appelée variable de décision

f (x) :R" —> R est appeléeindifféremment : fonction codt, fonction objective ou critére.
g(x) :R" — R" représente les contraintes en inégalité. Elle ap composantes et on peut
écrire: g(x) ((gl(X),gz(x)...gp(x))c’-é—d:

g(x)<0 signifie g,(x)<0,i=1..petg;(x):R" >R

=

h(x):R" — RY représente les contraintes en égalité. Elle aq composantes et on peut écrire::

X) ((hy(%).hy(x)...h, (x))c'-2d:
h(x)=0 signifie h (x)=0,i=1...qetg,(x):R" >R
Les différentes contraintes vont limitées |’ espace a une surface al’intérieure de la quelle se

trouvent les solutions possible.

soitC I’ensemble des contraintes :

C={x|g(x)<0,n(x)=0} (1.2)
Exemple 1.1:

Retournons au probléme de transport énonce ci- dessus :

Variables de décision:

X; - Laquantité atransporter du dépdt A; au point de vente B,

Fonction objectif :
min f =12x,, +15x,, + 20, +18X,, +10X,, +16X,,. (1.3

Contraintes:

Xy + X, + %5, <120
Xp1 + Xop + X5 < 200
X, + Xy =80

Xy, + X5 =90

Xi3 + X5 =150

X; = 0,Vie {1,2} Vje {1,...,3}

(1.4)

10
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1 .5 Résolution des problémes d’ optimisation :

Une fois que I’expression mathématique est écrite, la recherche opérationnelle propose la
technique et la méthode de la résolution selon le type de probleme (linéaire ou non linéaire,
avec/ou sans contraintes) et la nature des variables de décision (continues ou discretes). Pour
résoudre un probléme d’ optimisation, on suit |es étapes suivantes :

1. Fixer les objectifs, les contraintes, les variables de décision.

2. Trouver laformulation mathématique.

3. Choisir laméthode de larésolution selon le type du probléme poseé.

4. Validation de la solution obtenue.

11
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Chaiptre2 :
Programmation non linéaire

2.1. Introduction :

La programmation non linéaire consiste a chercher un optimum du probléme d’ optimisation

suivant :
opt ( f (x))

(p)= ﬁ ((:)) fg 2.1)
xeR"

Dans ce probléme d’ optimisation, |a fonction objective et/ou les contraintes sont non linéaires
en fonction de variables de décision.

Exemple 2.1

Un atelier peut fabriquer des articles de deux types, A; et A, sur une machine donnée,
disponible 100 heures par mois. Les articles de type A; sont fabriqués a la cadence de 50
articles par heure et les articles de type A, sont fabriqués ala cadence de 25 articles par heure.
La capacité d’ absorption du marché éant limitée, on ne peut pas écouler par mois plus de
3000 articles de type A1 ni plus de 2000 articles de type A,. En raison d’un systeme de prix
dégressif consentis aux clients, le prix de chaque article décroit |égérement avec la quantité
vendue : un article de type A rapporte 30(1- x1/6000) unités monétaires lorsgu’ on vend X, €t
un article de type A rapporte 20 (1- x2/4000) unités monétaires lorsqu’ on vend Xs.

» Quels produits I’ entreprise doit-elle fabriquer et en quelle quantité afin de maximiser

le bénéfice total 2.

En désignant par X; la production mensuelle de I’ article A, on peut formuler le programme

comme sulit :
max| f = (30x, (1- x,/600) + 20x, (1 x,/400))

X% 100
50 25

(p) =1 % <3000 (2.2)
X, <2000
xe R™"

12



Chaiptre2 Programmation non linéaire

La fonction objective est une fonction non linéaire. Donc, ce probléme est un probléme
d’ optimisation non linéaire.

L’objet de ce chapitre est de présenter les techniques permettant de résoudre le probléme
(2.1). Ce chapitre se focalise sur deux types de probleme d’ optimisation non linéaire:

e Problémes d’optimisation non linéaires sans contraintes
e Problémes d’optimisation non linéaires avec contraintes
2.2. Préliminaires mathématiques
2.2.1. Définition minimum (maximum) local : Soit C un ensemble non vide et f est une
fonctionde f(x):R" >R :
> On dit que X €C réalise un minimum local de f sur R, S on peut trouver une
boule ouverte B(X ) centréeen X telleque:
VXeB(x*)mC, f(x*)s f(x) (2.3)
> On dit que X C réalise un maximum local de f sur R, S on peut trouver une
boule ouverte B(X ) centréeen X telle que:
VXeB(x*)mC, f(x*)zf(x) (2.4)
2.2.2. Définition minimum (maximum) global
> Onditque X €C réaliseun minimum global de f sur R,

s vxeC,  f(x)<f(x) (2.5)

> On dit que X eC réadise un maximum globa de f sur R, s
vxeC,  f(X)x1f(x) (2.6)

Exemple 2.2 : Lafigure (2.1) montre les quatre définitions précédentes.

Proposition : si X réalise un maximum (local ou global) de f sur C, X réalise un

minimum (local ou global) de —f sur C, autrement dit :

max( f (x))=—min(-f (x)) (2.7)

Preuve :

Si X rédiseun maximumde f , alors

13
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vxeC: f(x)< f(X) et par conséquence:
VXEC:—f(x)Z—f(x*),c.ad.:
—f(x')=min(-f (x)) etdonc, f(x)=-min(-f(x)).

Fin de preuve.

maximum global

maximum local

minimum local

0.4 —
0.6 - minimum glaobal n
_0-8 1 1 1 1 1 1 1 1 1

(o] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

X

Figure 2.1 : Fonction non linéaire

2.2.3 Notion de la convexité :

> Définition d’un ensemble convexe :

Soit un ensemble C — Rn, C est un ensemble convexe s et seulement s

‘v’/le[O,l]c RV (xy)eC? Ax+(1-A)yeC

(2.8)

autrement dit : C est convexe, s'il contient tout « segment » reliant entre de quel conques de

SES points.

Exemple 2. 3:

Figure 2.2 : Ensemble convexe Figure 2.3 : Ensemble non convexe

14
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» Définition d’une fonction convexe
Une fonction est définie sur unintervaleréd C, dors f est convexes et seulement si

VAe[01cR V(X y)eC? f(Ax+1-2)Y) <A f(X)+@-2)f(y) (2.9

Exemple 2.4 : Lafigure ci-dessous illustre une fonction convexe

fty)

t)+(1-)f(y)
f(ocH(L-t)y

f()

X /tx+(1—t)y /

Figure 2.4 : Fonction convexe
Remarque 2.1 : |’ opposé d’ une fonction convexe est une fonction concave.

» Definition d’une programmation convexe : Un probléme d optimisation convexe

S énonce comme suit :

mi Cn(f (X))ou ¢ est un ensemble convexeet f est une fonction convexe.

Cas particulier : soit le probléme d’optimisation non linéaire (o) définie par (2.1), on

dit que (p) est convexe dans les cas suivants:

» Silafonction aoptimiser f est convexe, les contraintes d’inégalité sont convexes et
les contraintes d’ égalité sont linéaires.

» Silafonction aoptimiser f est convexe et les contraintes d'inégalité et d’ égalité sont

linéaires.

Notons que la convexité est une propriété trés importante pour la résolution des

problemes d’ optimisation non linéaires car :

15



Chaiptre2 Programmation non linéaire

1. Il nexiste pas d’un minimum local de la fonction co(t a optimiser, le résultat obtenu

correspond a un minimum global unique.
2. Letemps de calcul pour trouver une solution est raisonnable.
» Laconvexité et la matrice hessienne

Une méthode simple pour tester la convexité et la concavité d’ une fonction est I’ utilisation de

la dérivée seconde de f (x est un scalaire) ou bien la dérivée partielle 62f (x est un

vecteur). La dérivée partielle 62 est appelée matrice hessienne et elle est notée par H (x) .

Cette matrice est une matrice symétrique. Soit x = [xl Ky reeo X ]T , et en supposant que toutes

les dérivées partielles secondes de f existent, ona:

ot o o2 f
oXOx  O%0%  OX0%
0%t o%f 0% f
H(X)=|oxox, 0x0%x,  0%.0% (2.10)
o*f  o°f 0% f
| X%, OX0%, T X.0%, |

Exemple 2.5 :

Considérons x=[x,%] et f(X)=f,x2+ X0+ f,,xX, . Lamatrice hessienne associé &

cette fonction est la suivante :

2f, f
H (x) :{ v } (2.11)
f12 2 f22

L’ évolution de la matrice hessienne permet de déterminer la convexité et la concavité de la
fonction f (x) :
> La fonctionf(x) est convexe, s H est semi-définie positive: ¥Yx=0 alors
X"H (x)x>0.
> La fonctionf(x) est concave, s H est semi-définie négative:vx=0 alors
X"H (x)x<0.

16
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Chaiptre2

Un test pratique pour déterminer si H est semi-définie positive, ou bien, elle est semi

définie négative peut étre énoncé comme suit :
> Lafonction f (X) est convexe, s toutes les valeurs de la diagonale de H sont positives
et sesmineures principaux 4, >0,vK {1,...,n}
» La fonctionf(x) est concave, S toutes les valeurs de la diagonale de H sont
négatives et le signe de ses mineures principaux 4 = signe(—l)k VK e{1,...,n}
Exemple 2.6 : Soit lafonction suivante :
f (x) =2X2 —3X X, +2X2 (2.12)
Lamatrice hessienne associ ée a cette fonction est la suivante :

4 -
H(x){_3 4] on remarque que les valeurs de la diagonale sont positives et

A =450,4,=7~0.Donc, lafonction f (X) est convexe.

Exemple 2.7 : Nous considérons lafonction suivante :

f(x):x12+xlx2+2x2+4 (2.13)
Lamatrice hessienne est :

21
H (x)={1 O] on remarque que les valeurs de la diagonale sont positives ou nulles et

4=2~0,4,=-1~0. Alors, lafonction f (X)ni convexeni concave.

2.3. Optimisation non linéaire sans contraintes :
Le probleme d’ optimisation non linéaire sans contraintes consiste a résoudre un probléme de

laforme suivante :
(p)% opt( f (x)) (2.14)

avec f (X) est une fonction non linéaire.
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2.3.1 Condition nécessaire du premier ordre :

Théoréme : si lafonction f (x) admet un optimum pour les valeurs X', alors chaque dérivée
partielle du premier ordre s annule ou n’ existe pas.

Exemple 2.8 :

Lafigure ci-dessousillustre lafonction f (x) =x2

20001 |

1500 |

f(x)

1000~ |

minmum

:JSU -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50

Figure 2.5 : La fonction f(X): X2

Lafonction f (X) admet un minimum au point X' =0 ou sadérivée s annule g—f =0.
Xy o

Exemple 2.9:
La fonctionf(x):|x| (voir figure ci-dessous) admet un minimum au pointX =0 ou sa
dérivée n’ existe pas en ce point.

10

al minimum .

X

Figure 2.6 : La fonction f(x):|x|
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Remarque 2.1: La réciproque de ce théoréme n’est pas vraie, c.a.d.: Le point ou la dérivée
sannule ou n'existe pas n’'est pas nécessairement un optimum. Les valeurs de la variable,
pour lesquelles la dérivée s'annule ou a une discontinuité, sont appel ées points critiques ou
points selles critiques. Autrement dit, tout point critique n'est pas nécessairement un
extremum. Mais s la fonction admet un optimum en certain point. Ce dernier est

nécessairement un point critique.
2.3.2 Condition nécessaire du deuxiemeordre :

Soit f (X) une fonction définie dans un domaine contenant le point (x* f (X* )] et dont les

dérivées partielles continues jusqu’'a au troisieme ordre. Supposons en autre gque le point
[x* f (X* )]est un point critique de la fonction f (X) ,dorspour x=X :

f( ) est un maximum s et seulement si H( )eﬂs&m définie négative.

f( ) est un minimum s et seulement si H( )estseml définie positive.

Preuve : D’ aprés le développement de Taylor :

:f(X*)—i-(X—X*)Taf(x*)+(x—x*)TH(X*)(X—X*)-i—OS(X*)
[ x* )J est un point crlthuedelafonctlonf( ) alorsc’ﬁf(x*)zo et
f( ) xTH( )Xdonc
. f(x)—f(x*)so, S H(x*)SO(semi-définie_négative).
. f(x)—f(x*)zo, S H(X*)ZO(semi-définie_positive).
Exemple 2.10

Soit lafonction suivante :

f(X)=x+x-3xX, (2.15)

9% o]

1. Trouvonslespoints critiques :
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of (x o

=1x =1
% , on résulte deux points critiques : {Xl %
of (x)_, X% =0x=0
OXy

2. Calculons la matrice hessienne pour chacun de ces points:

% 6 _3
H(x1 ): ~0 donc, f(X) admet un minimum au point X" .
3 6
bl 0 _3 . pzge ... . yzge s . . .
H(X )= 3 0 ni définie positive ni-définie négative. Donc, X% est un point

critique.

2.3. Optimisation non linéaire avec contraintes :
Bien souvent le probléme de la détermination des minimums et des maximums d’ une fonction
de plusieurs variables qui ne sont pas indépendantes, mais liées entre elles par certaines
conditions supplémentaires.

Exemple 2.11 :

Nous considérons |le probleme d’ optimisation non linéaire avec contraintes suivant :
(r)= {min( f(x))=4x +5x

= (2.16)
2% +3X, =6

Lamatrice hessienne delafonction f (x) est:
0 . o
H (x): 0 10! Cette matrice est définie positive. Donc, f (x) est convexe. Il y'aune

seule contrainte en inégalité linéaire. Alors, le probléme (o) est un probléme convexe.

Autrement dit : s'il existe une solution, elleest globale.

On peut trouver la solution de ce probléme, si |’ on substitue lavaleur de x; dans la contrainte

d’égalité [xl danslafonction f (x, ), on trouve:

f (x)=14x; —36x, +36 . Par conséquence, la fonction f (x) sera une fonction d’une seule

variable et le probléme d optimisation sera un probléme d’ optimisation non linéaire sans

contrainte :
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( ):{min f (X) =142 —36x, +36 217

VX, e R

Pour résoudre le probleme (2.17), on cherche g—f=0(voir section 2.3), le
X

*

X
point x*(x’; =1,28,x = > : =1,071J.

Comme |e probléme est convexe, lasolution globale est f (x*).

Cette méthode est appliquée aux problémes d optimisation simples et de petite dimension. On
peut résoudre les problémes non linéaires avec contrainte sans qu’il est nécessaire de résoudre
les contraintes par |’ utilisation des méthodes suivantes:

2.3.1 Meéthode de Lagrange :

Considérons le probléme d’ optimisation suivant :

min( f (x))
(p)=19;(x)=0 Vje{l.,p} (2.18)
h(x)=0 Vie{l,..,q}

Ce probléme est équivalent au probléme suivant :

min( f (x))
(p)=19;(x)-67=0 (2.19)
h(x)=0

o; rest une variablerédlle.

Nous définissons la fonction de Lagrange comme suit :
g+p

I(xw,5) = f (x)+Zj:[wi]h (x)+> w, (gj_q(x)—ﬁi) (2.20)

i
q+1

w est appelé multiplicateur de Lagrange.

» Condition nécessaire du premier ordre :

L es conditions nécessaires d'optimalité du premier ordre peuvent sécrire comme suit :
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S O = o

X, X,
B O B o (2.21)
an ava*Q

OS o =5

%, 2,

Lasolution obtenue est un point critique. Ce n'est pas nécessairement un minimum sauf si
celui-ci est convexe.
» Condition nécessaire et suffisante :
Dans le cas d' un programme convexe, X* est une solution du probleme (2.18) si et seulement
si les conditions de Lagrange sont satisfaites.
Si le probléme non convexe, on peut sélectionner les minima locaux parmi les points critiques

calculés en utilisant les conditions du deuxiéme ordre.

» Condition nécessaire du deuxiéme ordre :
Supposons que X* est un point de R" vérifiant les conditions nécessaires du premier ordre

avec les paramétres (x*,w=,65+) . Si la matrice hessienne de la fonction Lagrangienne au

2~
point est semi-définie- positive >0 | aors X* est un minimum
OXOX
(e e 5%))
(local).
Exemple 2.12 :

On varésoudre le probléme ci-dessous par Lagrange

{min(f(x)xlxz)

9(x)=25-x*-x*>0

Lafonction de Lagrange associée a ce probleme est donnée comme suiit :

I(X,W,8) = XX, +W (25—x12—xf—52)

e Condition nécessaire du premier ordre :

Les conditions nécessaires d'optimalité du premier ordre sont :
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03
0= x,-2wx =0
B 0= x—2wx =0
axz X WX

:o:>25—xf—xj—52=0

2[5

a—‘5=O:>—2W5=0
00

Les points critiques sont résumeés dans e tableau suivant :

0.5

o O

1
o
(&)

— —— O
b w
o 9

— | —— O
b w
o 9

— | —— O
o O

La fonction f (x) n'est pas convexe et par conséquence le probléme d’ optimisation imposé

n'est pas convexe. C'est la raison pour laquelle, il faut passer aux conditions nécessaires du
deuxieme ordre pour identifier les points critiques trouvés.
e Condition nécessaire du deuxiéme ordre :

La matrice hessienne de lafonction lagrangienne est la suivante :

H (x,w,5):{_iw _;W]

ona:
o1, o .
H(X,W,5)‘ = 0 ni- semi-definie-negative ni semi-definie-positive. Donc, le point

w=0 | 1

X(0,0) est un point critique.

-1
H(xw,) = est semi-definienégative. Donc, les points x(3535)et
w=0.5 1 -1

x(-3.5,-3.5) sont des points maximums.
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11
H(xw.65) = est semi-definie-positive. Donc, les points x(3.5,-3.5) et x(-35,3.5)
w=-05 |1 1

sont des points minimumes.
Remarque 2.2 : Une version plus raffinée pour les conditions nécessaires du deuxiéme ordre
dans le cas des contraintes d' égalité est la suivante :

toutes les racines du polyndme :
A-Al D
p(A)=|
D 0
sont positives, alors x * est un minimum du probleme contraint

2.3.2 Méthode de KKT (Karush-Kuhn-Tucker) :

Soit le probleme d’ optimisation non linéaire suivant :

min( f (x))
(p)={vxeC (2.239)
C2{xg(x)<0,h(x)=0}

Définitions:

Contraintes actives : on dit qu'une contrainteg; en inegalite est active (ou saturée) au
point x+e R" si g;(x")=0.
e Une contrainte qui n'est pas active est inactive. On note I(x*), I’ensemble des

indice j correspondant aux contraintes activesen x".

e Un point régulier : on dit qu'un élément x* € R"est régulier pour les contraintes h et g

si les conditions suivantes sont veérifiés :
1. Silestrédisable: h(x")=0et g;(x')<0.
2. Silesvecteurs: Vh (x*),Vi e{l,..q} et Ag, (x*),Vj el (x) sont indépendants.
3. Levecteurvg, (x')=0,vj el (x).
Conditions de KKT :
Soit X* un point régulier. x* est une solution du probleme d’ optimisation (2.2 3), adorsil
existe A" e R" et 1" € R'? tels que les quatre conditions suivantes sont vérifiées :

1 47 >0
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2. h(x*):Oet gj(x*)so.

3. u/g;(x)=0

4. 98 (X )+ AR (x )+ 3 1,8, (x') =0

Cas d un probléme convexe

Si le probleme est convexe, les conditions de KKT ci-dessus sont suffisantes pour

impliquer I'optimalité globale.

Exemple 2.13 :

Considérons le probléme d’ optimisation non linéaire suivant :

min( f () =22 +2xx, —10x, —10x, + xzz)

(p)=9x2+x2-5<0

3x +x —6<0 (2.24)

Les conditions de KK T associées a ce probléme sont :

1. 4,>20,u4,20

2.3x +x —6<0¢t x12+xf—530.

3. 1 (X +%*=5)=0,1,(3x +x —6)=0

4 4x, + 2%, =10+ 214X + 31, =0
| 2% + 2%, —10+ 2, X, + 1, =0

Il'y’adeux contraintes d'ingalité de type <, donc, on aquatre cas :

Casl: les deux contraintes sont inactives: g, =0,u,=0ce qui donne
x, =0,Xx, =5. Maheureusement ce point ne verifié pas la condition 2.

Cas 2 : g; est active et g, est inactive. Ce systéme a pour solution :

X' (% =1,%=2) 1,=1u,=0 . Cette solution est admissible. Il reste de vérifier
gue ce point est un point régulier. La seule contrainte active est la premiére

contrainte.  Alors, I(x*):{l}.Agl(x*):[Z 4] #0, on peut confirmer

maintenant que x* est un point régulier.

Le programme est convexe, ce qui implique que le point x* est une solution globale de notre

probléme sans lanécessité de passer par les autres cas.
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2.4 Optimisation quadratique :
L’ optimisation quadratique consiste a rechercher I’ optimum d’une fonction quadratique

soumise ades contraintes d’ égalité et d’'inégalité linéaire comme suit :

min(f (X)=%XTQX+ rij

(p)={Ax=B
Cx<D
Oou :

xeR", xeR",De R* Ac R"™",Be R",Ce R""etDeR".

Pour résoudre ce type de probléme, on peut utiliser les méthodes dédiées a la programmation
non linéaire exposée dans la section 2.3. Mais, il faut noter que I’avantage d’'un probléme
d optimisation quadratique réside dans le faite qu'il est un programme convexe. En effet, s'il
existe une solution, elle est globale. Autrement dit, les conditions du premier ordre sont

nécessaires et suffisantes pour trouver la solution.
2.5. Exercices avec solution abrégée
Exercice 01:

Soient les contraintes suivantes :
-(X1-1)% +x, <0
X1 20
X2 >0
Montrer que le point x1=1 ; Xxo=0 est point réalisable mais pas régulier ?

» Réponse :
1. Lestrois contraintes sont satisfaites. Alors, il est réalisable.
2. Levecteur Vg, (x") = 0,Vj e {1,3} sont dépendants. Donc, e point ' est pas réguler.

Exercice 02 :

Considérons le programme mathématique
Min f(x)= -X1%+2X1+X>
avec les contraintes :
X1+ Xo <1
X1 X2>0

Résoudre le programme en s aidant uniquement des conditions de KKT.
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> Réponse :

|. Le probléme n’ est pas convexe. .
2. Lepoint qui réalise les conditions de KKT est x = (0.5, 0.5) et est un pont régulier. Donc,

lasolution est f(x )=1.25

Exercice 03 :

On se place dans R?, et on note x=[x1 X2] ". On considére la fonction f de R? dans R définie
par : f(X)= %XTBX+ b'x= %(fora X Hx

oll B est une matrice symétrique 2-2, b un vecteur de R® et aeR

a)Préciser B et b, calculer V(x)

b) Donner une condition nécessaire pour que X soit un minimum (local) sans contraintes de f
1) s a=0; montrer que f possede un minimum et qu'il y a une infinité de x réaisant ce
minimum. Si =0, quel est I’éément X~ pouvant réaliser éventuellement le minimum ?

2) On suppose que « =2 ; On veut minimiser lafonction f avec la contrainte supplémentaire :

J@+gs%

Calculer le minimum éventuel.

» Reéponse :

b)Vf(x)=0.
1) Si a =0, touts points de laforme (x, =-1,x, ), Vx, € Rminimisent lafonction .
2)Si a =0, leseul dément réaliseles condition de KKT est x = (-0.5, 0).
Exercice 04:
Résoudre le probleme d’ optimisation (2.2).
» Réponse :
|. Le probléme est convexe.
2. Le point qui réalise les conditions de KKT est X = (2600, 1200 ). Alors, X réalise un

maximum de fonction f.
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Chapitre 3 :
Optimisation linéaire

3.1. Introduction

Le probléeme d’optimisation linéaire PL (Programme Linéaire) consiste a rechercher une

solution x du probléme d’ optimisation suivant:

opt (  (x))

_Jg(x)<0

(p)= n(x)=0 3.1)
xeR"

f(x) ,g(x) eth(x) sont desfonctions linéaires.

Exemple 3.1: probléme d’identification

Un physicien a observé gu’'une certaine quantité dépend d’'un parametre t. Il a de bonnes
raisons de penser que Q(t) est décrit par laloi Q(t)= a+ bt+ct?. Il souhaite déterminer les
parameétres a, b et ¢ (ces paramétres sont positifs).

Pour desvaleursts, to,..tg, il aeffectué des mesures qui lui ont donné des valeurs

Qi1, Q2,....Qk.

Il désir déterminer a, b et ¢ de maniére que laquantité: max,.; ., (|a + bt; + ct? — @|) .

Soit aussi petite que possible. Ecrive ce probléme sous forme d’un probleme d’ optimisation

linaire.

L’ expression mathématique de ce probléme d’ optimisation est la suivante :

minr
(p)_{r = maxmk(|a+ bt, +cti2—Qi|) (32)

On remarque que le probléme (p) n'est pas linéaire vis-avis des variables de décisiona, b

et c. Laformulation linéaire équivalente de ce probléme peut étre énoncée comme suit:
minr

(p)=1a+bt +ct’?-Q <-r (3.3)
a+bt +ct>’-Q >r

3.2. Méthodes de résolution d’un programme linéaire
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3.2.1 Solution graphique

La solution optimale x se trouve sur I’un de sommet de I’ensemble C. Donc, pour déterminer
cette solution, on va suivre les étapes suivantes:

Etape 1 : Chercher touts les sommets délimitant les solutions réalisables (I’ensembleC).
Etape 2 : Evaluer lafonction objective en ces sommets.

Etape 3 : Comparer les valeurs obtenues et extraire la solution optimale.
Exemple 3.2

Soit le PL. suivant :
max f = 50x, +50x,
3x, +2x,<18
(p)=1 0 2 (34)
X +2x%,<10
X >0,x2>0

Soit C I’ensemble des contraintes du PL défini par (3.4). Donc, C est donné par
3x, +2X, <18

C=4X|x+2x,<10 (3.5
X =020

Lafigure suivante représente I’ ensembleC.

10

6 a(0,5) o

b4,3)

c(6,0)
0(0,0)

Figure3.1: L’ensembleC,

La solution optimale x se trouve sur |’ un des sommets de I’ ensemble C (ensemble hachuré).

L’ évaluation de la fonction objective f dans chaque sommet, nous donne :

f (0)=0,f (a)=250, f (b) =350, f (c)=300.
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Donc, la solution optimale se trouve sur lesommet b et f, = f (b)=350.

Inconvénient :

La méthode graphique n’ est pratiquement applicable gu’ aux PLs de petites dimensions.

3.2.2 Solution algébrigue et I’algorithme du simplexe :

La méthode du simplexe est une résolution algébrique des problémes de PL L'agorithme du
simplexe va rechercher une solution optimale en passant d’un sommet de I’ensemble C aun
autre qui donne alafonction objective une valeur supérieure a celle obtenue précédemment.
Forme canonique d’un PL

Généralement, un PL. peut S écrire sous laforme canonique suivante :

max f =c¢ X +C,%, +...+C,X,
ayX +apX, +..t+apX, <b
(p)=4: (3.6)

X+ 3% ot A X, <by
X 20,--x 20

Chague programme linéaire en forme canonique (3.6) s ecrit en forme standard et
inversement.
Forme standard d’'un PL

Laforme standard d’'un PL. est la suivante.

max f =c¢ X +C,%, +...+C,X,
A, X A%+t aX, +& =h
(p)=1 3.7)
a X +anX+..+a.,X +&,=0b,
X =0,--,x 20,
& est appelévariable d écart qui doit étre positive.

Base et solution de baseréalisable :
Chague sommet de I’ ensembl e de la solution réalisable correspond a une base réalisable dans
laforme standard.
Exemple 3.2
Soit le PL suivant :
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max f =800x, +500x,
10x, +5x, <50

(p)= : (3.8)
15x, +10x, <90

X >0,%x2>0
Laforme standard du PL. (3.8) est comme suit :

max f =800x, +500x, + 0x, + 0x,
10x, +5x, +1x, + 0x, = 50

(p)= L (3.9)
15x, +10x, + 0x, +1x, =90

X 20,%2>20,x2>0,x,>0

Généralement, les variables de base sont les variables d “ecart et les autres sont les variables
hors base. Par conséguence, dans laforme standard (3.9), (x2 xg) sont les variables de base et

(%.,%,) lesvariables hors base. Par I’ annulation des variables hors base, on a
0

satisfait aux contraintes dite solution de base réalisable.

XX

90

Notons que, f (x) =0 n'est pas optimale, il est nécessaire de faire un changement de base

qui améliore lafonction objective.

Changement de base :

La méthode du simplexe consiste atransiter d’'un sommet aun autre qui améliore lafonction
objective. Afin d effectuer ce changement, il faut permuter une variable de base dite sortante
par une variable hors base dite entrante.

Choix de la variable entrante

& = max(c) (3.10)

Choix de la variable sortante

ent
En supposant que X = X

X = min(%. j J=1..,m (3.12)

Algorithme du simplexe:
On peut résumer |'algorithme comme suit.
1. Exprimer le probléme sous la forme standard

2. Séectionner une solution de base nécessairement réalisable
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3. Exprimer lafonction objective en termes des variables hors base

4. tester I’ optimalité de lafonction objective selon les cas suivants:

casl : Probléme non bornée: il existe un coefficient positif dans la fonction objective et il
n'y a pas des solutions de base réalisables.

cas2 : Optimalité : tous les coefficients de la fonction objective sont négatives, la solution
est optimale.

Cas3: Pas de maximale: il existe au moins un coefficient positif et une solution de base

réalisable. Dans ce casil faut faire un changement de base

5. Reprendre I’ algorithme a partir de |’ étape 2.

Convergence de I'algorithme du simplexe

Si le probleme PL écrit sous la forme standard posséde une solution de base initialement
réalisable, I'algorithme du simplexe décrit ci-dessus termine aprés un nombre fini d'étapes,
soit en déterminant que le probleme PL est non borné, soit en en trouvant une solution

optimale.

Exemple 2.1
1. Forme standard :
Retournons alaforme standard : (3.9)

2. Solution de base initiale nécessairement réalisable (voir I’exemple 3.2) :

X 0
X= | 0 .

X 50

X, 90

3. Fonction objective en termes de variables hors base :
f =800x, + 500x, + 0x, + 0x,
4. Test d’ optimalité :
¢, =800>0,c, =5002> 0, lasolution n’est pas optimale.
Changement de base

x™" = max(800,500) = x, et X' = min(%l) =

i=1,..m

@% =5. Lapremiere équation est
10 15

I’ éguation de pivotage dans laquelle, il y’alavariable entrante et 1a variable sortante.

Onadors:
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x*" = x, et lanouvelle base devient(x,,x, ).

Pour faire le changement, il faut transformer les équations (3.9) de telle fagon que les

coefficients associés & x, soient (1,0), tout en gardant les coefficients dex, et on obtient :

5 1
+—X+—X%+0x,=5
Ix 1OX2 10"3 4

Oxl+§x2—2x3+1x4=15 (3.10)

X >0,%20,%2>0,x,>0

¢ Fonction objective en termes de variables hors base:
f =4000-80x, +100x, + 0x, + 0x,
¢ Testd' optimalité:
Lasolution de base est:

X 2
X, 6 L

X= X =0 .Elleest reéalisable et 3¢, =100> 0, alors:
X, 0

Lasolution n’ est pas optimale.

¢ Changement de base

X" =max(100)=x, et ,x*= min(y

12

j =(10,6)=6, Donc, I'équation 2 est
i=1,..m

I’ équation de pivotage et x™" = x,. Alors, lanouvelle base devient(x,,x,) .

Lanouvelle forme standard :
1x +0x, +0.4x, - 0.3x, =2
0x, +1x, —0.6x,+0.4x, =6 (3.12)
X >0,%>0,%2>0,x,>20
Fonction objective en termes de variables hors base :
f =4600-20x, — 40x, + 0x, + 0x,
¢ Test d'optimalité:

La solution de base réalisable associée a cette base est:

33



Chapitre 3 Optimisation linéaire

Cette solution est optimale, car tous | es coefficients de la fonction objective sont négatifs.
Initialisation de la méthode du simplexe.

L’ agorithme du simplexe s applique directement, si on peut trouver une solution de base
initiale réalisable. Parfois, une solution initiale n’ est pas obtenue et il faut faire appel ad’ autre
technigues comme la méthode de deux phases ou bien transformer le probleme posé en
autre PL équivalent dit dual.
Méthode de deux phases :
Cette méthode est composée par deux phases.

¢ Premiére phase :
L’ objectif de la premiére phase est de trouver une solution initiale réalisable en utilisant des

variables artificielles (S). Pratiqguement, en gjoutant une variable dans chague équation dans

laquelleil n’est pas possible de mettre en évidence une variable de base réalisable. Dans cette

phase, une nouvelle fonction objective est insérée et elle définie comme la somme des
variables artificielles(f'=)"S). Elle est a minimiser. Par la stite, en appliquant

I” algorithme du simplexe a ce nouveau Pl I’agorithme du simplexe est s arrété si la nouvelle

fonction objective atteint sa valeur finale (f':O). A la fin de cette phase, les variables

artificielles doivent étre exclues. En effet, en laissant tombé les colonnes correspondant aux
variables artificielles. A lafin de cette phase, une solution de base réalisabl e est obtenue.
¢ Deuxieme phase:
Dans cette phase, en insérant la fonction objective initiale et en exécutant I'agorithme du
simplexe.
Exemple 3.3
Soit le PL. suivant :
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max f = —%

6% — X, + X, =10

(p)=1 % +5%—x =4 (3.13)
X +5X, +X =5

X >0,Vi

On remarque que le PL est déja sous la forme standard

Si on vachoisir (x,,x,,%) comme variables de base et (x,,x,) sont les variables hors base.
Par I’ annulation des variables hors base, on &

X, 0
X, 0
X=|X |=| 5 |ne sdtisfait pas aux contraintes, donc, cette solution de base n'est pas
X, 10
%] [—5]
réalisable.

En goutant une variable artificielle al’équation dans la quelle se pose le probleme. Dans
notre cas, ¢’ est éguation 2. On obtient :
6X — X, + X, =10

X +5% =X+ X =4

X +9%X, + X =5

X = 0,Vi
La nouvelle fonction objective est: f'=x, et elle a minimiser. Le nouveau probléme
d’ optimisation devient :
min f’=x,

6X — X, + X, =10
X +5%, =X+ X =4

X +5X%, +X =5
x >0,Vi

Laforme canonique équivalente a ce PL est la suivante :
max — ==X

6X, — X, +X%, =10
X +5%, =X+ X =4

X +5X%, +X% =5
x >0,Vi

Nous remarquons que:
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X, 0
X, 0
X= « 17110 est une solution de base réalisable et nous pouvons initialiser I’agorithme
vl
X5 0
%] L4
du simplexe.

L’ application de I’ dgorithme du simplexe, nous donne :
max — ==X

6,2x,—0.2x,+0.2x, =108
0.2x, + X, —0.2x, +0.2x, =0,8

X +9% — %=1
X =0,Vi

Les variables de base son :

(X3,%,%; ) comme variables de base et (x,X,,%;) sont lesvariables hors base.

L a solution réalisabl e associée a cette base est:

X, 0
x,| |08
X = % = 2
x,| |10,8
x| |0
%] L0 ]

Dans cette étape, on voit que la variable artificielle devient une variable hors base et on peut
I’ exclure. En laissant tombe la colonne correspondant a cette variable et en gardant la solution
de base réalisable trouvé.

Insérons la fonction objective initiale et nous résolvons par simplexe le PL suivant :
max f = —X,

6,2x + X, —0.2x, =10,8

0.2x +X,-0.2%,=0,8

X+% =1
X >0,Vi

Lasolution optimale est :
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X 0
x,| |0,45
X= = et max f :1,47 .
X, 1
x,| |1,47
3.3. Dualité

Chaqgue programme linéaire possede son équivalent appelé dual. L’ analyse théorique montre
des PLs. montre qu’il se peut que le PL initiale n’ait aucun solution réalisable alors son dual
en possede une ou plusieurs.

Pour un PL s écrit dans laforme canonique suivante :

max f =C"X
() im 1 AX < B est équivalent au Pl. suivant:
X>0
min j = BX
(D)dual ATY S C
Y>0
Sachant que :

Le nombre de contraintes de (o) égale au nombre de variablesde(D) ,

Le nombre de variables de ( o) égale au nombre de contraintesde (D).
Lesliens entre le programme primal et son dual sont résumeés dans e tableau suivant :

Primal Dual
maximisation minimisation
Coefficient de f Second membre des contraintes
Second membr e des contraintes Coefficient dej

= signe quelcongque
Contraintes: <> Variable: <

< >

signe quelconque

Variable: Contraintes:

AR VAN
AR VAN
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Exemple 3.4:

Soit le PL suivant :
max f =800x, +500x,
10x, + 5%, <50

(P)= 15x, +10x, < 90
X 20,%x,>0

(3.14)

Son dual est le suivant :
min j =50y, + 90y,
10y, +15y, <800

(D)= 5y, +10y, <500

Y,20,y,20

(3.15)

3.4. Exercices avec solutions abrégées::

Exercicel:
Résoudre graphiquement le probléme d optimisation suivant :
1) Maximiser F=200x; +100x,

sous les contraintes :

8X1 +3 Xy <48
Ox;, +16 Xp <144
10x; +8x, <80

aveC: Xi1>o0 X2>o0
» Réponse :
Par |’ application directe de la méthode graphique, nous obtenons :
frax=1310
Exercice 2:
Résoudre graphiquement le probléme d’ optimisation suivant :

2) Maximiser F=x; +Xo
sous les contraintes :

X1 - Xo <2
X1- X2 >-2

aveC: Xi1>o0 X2>o
» Réponse :

L’ ensemble des contraintes n’ est pas fermé et par conséguence lafonction f n’ est pas bornée.
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Exercice 3:
Soit le programme linéaire suivant :

Maximiser F=1400x; +800x,
sous les contraintes :

4X1 +2 X, <16
2X1+2 X2 <10
6X1+4X, <48
aveC: Xi1>o X2>o
Résoudre ce probléme par |la méthode de simplexe
> Réponse :
L’ application directe de la méthode de simplexe, nous donne :
frrax=5800

Exercice4 :
Soit le programme linéaire suivant :

Maximiser F=x; +2xo
sous les contraintes :

-2X1 + Xo <2
X1 +2Xo <5
X1-4X%X, <4

aveC: Xi1>o X2>o
Résoudre ce probleme par:

1- la méthode graphique.
2. la méthode de simplexe.

> Reéponse :
1. L’ensemble des contraintes n’est pas fermé et par conséquence lafonction f n'est pas
bornée.

2. Enutilisant I’algorithme du ssimplexe, on trouve qu’il existe un coefficient positif

dans lafonction objective et il n'y a pas des solutions de base réalisables. Donc, f
N’ est pas bornée.
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Chapitre 4 : Recherche opérationnelle :
Les probléemes combinatoires et stochastiques

4.1. Introduction :

La théorie des graphes est devenue |’un des instruments les plus efficaces pour résoudre la
plupart des problémes discrets (combinatoires) qui posent la recherche opérationnelle. Un
exempl e type de probléme combinatoire est le probléme d'un arbre minimal. En effet, on doit
relier N sites pour un colt global minimal de fagon a ce que tout site puisse communiquer
avec tous les autres.

Considérons les points A, B, C, D, E et un certain nombre des fleches joignant entre eux

plusieurs couples de ces points (figure 4.1)

A.—NT\

] A/ )
D

Figure4.1: Un Graphe représentant des fleches joignant des couples de points.

Au sens mathématique, ces fléches peuvent symboliser une application T' dont le point
d extrémité initiale est I'argument et le point d’ extrémité terminale, est I'image. A chague
point de I’ensemble X (I’ensemble des sommets du graphe) correspond par |’ application T,

un sous ensemble de X, par exemple:
r'(A)={B.C},/"(D)={D,E},/"(C)={E},/"(D)={C} ./ (E)=2

4 2. Définitions

4 .2.1. Définition d’un graphe orienté : Un graphe est défini comme un coupIeG{X ,F} , X
étant I’ ensemble des sommetsde G et /™ est " application associée au graphe G.

Remarque : Dans un graphe non orienté, les arcs se nomment les arrétes.

4 .2.2. Définition d’un chemin : un chemin est une suite d’ arc dont I’ extrémité terminae de
chacun (sauf pour le dernier) est I’ extrémité initiale du suivant.

Remarque 4.1:

e Un chemin qui seferme sur lui-méme est un circuit.
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e Lalongueur d' un chemin est le nombre de ses arcs, il est élémentaire s'il ne rencontre
pas plus d une fois chacun de ses sommets.
e Un chemin est smple s'il ne passe qu'une fois par chacun de ses arcs, il est
éémentaire, s'il nerencontre pas plus d une fois chacun de ses sommets.
Exemple 4.1 : Retournons alafigure 4.1 :
e (A, B, E) est un chemin simple élémentaire.
4.3 Représentation d’un graphe :
Tout graphe peut étre défini par sa matrice associ e (matrices d’ adjacences) : matrice aux arcs
ou matrice booléenne.
Dans la matrice aux arcs, comme dans la matrice bool éenne, les @ éments du graphe servent a
désigner leslignes et les colonnes du graphe::
Sil existe un arc (X, y), entre le sommet x (extrémité initiale) et le sommet y (extrémité
terminale). On décrit xy al’intersection delaligne x et la colonne y dans la matrice aux arcs
(A). Dans la matrice booléenne (B), se traduit par la présence d'un ‘1’ al’intersection de la
ligne x et lacolonney. L’ absence d’ arc, se traduit par laprésencede‘0'.
Exemple 4.2 :

Considérons le graphe ci-dessous :

O
P e

A.

E «—— D

Figure4.2 : Graphe orienté

Ses matrices aux arcs et bool éennes sont |es suivantes :

A|lA |[B |[C |D |E M|A (B |[C |D |E
A AB | AC AE A |0 1 /1 (0 |1
B BB | BC B |0 1 |1 (0 |O
C CD c|o0 (0 |0 |1 |O
D | DA DE D|1 |0 (0O |O |1
E | EA EC E|1 |0 |1 |0 |O
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4 .4 Caractéristiques d’un graphe :
4 4.1 Graphe complet :
Deux sommets quelconques sont toujours adjacents, autrement dit: tous couples de

sommets sont reliés dans au moins une de deux directions: pour tout arc (Xxy)
ona:{(x,y)#u=(y,x)eu} ol :uest!’ensemble desarcs du graphe.

4 .4.2 Graphe symétrique :

Deux sommets adjacents sont toujours reliés dans les deux directions : pour tout arc (x,y)
ona:{(x,y)eu=(y,x)eu}.
4 4.3 Graphe anti-symétrique :

Deux sommets ne sont pas reliés {(x y)eu=(y,x)¢ u} par deux arcs.

Remarque 4.2:

Une matrice associée symétrique correspond un graphe symétrique.

Une matrice associée anti-symétrigue correspond un graphe anti-symétrique.
4.5 Loi additive et loi multiplicative :
On peut élever au carré, au cube, etc. la matrice aux arcs d’un graphe, en utilisant les lois
suivantes :
Loi additive : ¢’ est simplement la réunion ensembliste.
Loi multiplicative : c'est la concaténation de deux arcs dont I’ extrémité terminale du
premier et initiale du second sont |e méme sommet.
Par exemple (A, B).(B,C)=(A,B,C)
Exemple 4. 3

Considérons lamatrice aux arcs de lafigure 4.2

A?| A B C D E
A | AEA | ABB | ABC | ACD
AEC
B BBB | BBC | BCD
CDA CDE
D | DEA | DAB DAC | DAE
DEC
E EAB | EAC | ECD | EAE
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Une maniére de contrdler le nombre de chemins obtenus consiste a faire correspondre a la
matrice booléenne M, la matrice arithmétique M3,...,M™, nest le nombre de sommets du

graphe.
M?[A |[B |[C |[D |E
A1 [1 |2 |1 |oO
B [0 [1 |1 [1 |o
c |1 [o |o |0 |1
D [1 [1 [2 [0 |1
E [0 [1 |1 [1 |1

4.6 Multiplication latine et chemin hamiltoniens
Pour chercher dans le graphe G les chemins élémentaires, il suffit de ne retenir que les

chemins ne comportent aucune répétition de lettre. Cette opération est appel ée multiplication

latine.
AZ A B C D E
A ABC | ACD
AEC
B BCD
CDA CDE
D | DEA | DAB DAC | DAE
DEC
E EAB | EAC | ECD

Le plus long chemin éémentaire comportent évidement (S'il existe) n-1 arcs, il passe une fois
par tous ses sommets du graphe, on |’ appelle chemin hamiltonien. Un chemin hamiltonien
qui se ferme sur lui-méme est un circuit hamiltonien.

Dans le graphe précédent (voir Figure 4.1), il y’a un seule circuit hamiltonien ABCDEA,
alors gue le graphe possede plusieurs chemins hamiltonien ABCDE, BCDAE, etc. On peut

trouver ces chemins en utilisant lamultiplication latine jusqu'al’ ordre (n-1).

4.7 Les fermetures transitives et les chemins hamiltoniens et les circuits hamiltoniens
On peut calculer la puissance successive, en utilisant comme loi additive ; la somme logique

et comme loi multiplicative : le produit logique. Donc, M® sera encore une matrice boolienne.
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Dans ces conditions, la présence d’un 1 & Iintersection de la ligne x et la colonne y de M*
signifie: il existe au moins un chemin de longueur k entre x et y.
Exemple 4.4: Reprenons lamatrice M du graphe montré sur lafigure 4.2. L’ application de la

loi additive et multiplication logique, nous donnons lamatrice M suivante :

ml O O W > =Z
ol ,r| r| o r| >
R k| O R R T
R R o R, R O
Rl O O rl | O
Rl R R o o m

On appelle fermeture transitive d un sommet x d’ un graphe G, |’ expression suivante :
[(x)={x} Ul (X)UT?(x)U...uT*? ()

ou bien:

F(x)=r(r'*(x))

Remarque 4.3 : on peut obtenir la fermeture transitive de|I’ensemble’ X' des sommets du

graphe G en calculant la matrice :
r(x)=1eMeoM2e. .M =(1oM)""

| : matriceunité et ® : lasomme logique.

4.8 Méthode de George Demoucrons et les chemins hamiltoniens

La méthode de la multiplication latine exposée dans la section 4.6 permet de trouver les
chemins et les circuits hamiltoniens d’'un graphe G. Cependant, cette méthode est efficace
pour les graphes dont le nombre de sommets assez petit. Dans cette section, on va représenter
une autre méthode basée sur la notion des fermetures transitives:

1. Caculons f(x)
2. Calculons f’l(x)

3. Caculons I (x) T (x)
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Pour un sommet x , la classe d’ équivalence (ou composante fortement connexe) alaguelle

~

appartient x estdonc: I'*(x)NT(x).

Exemple 4.5: soit le graphe avec quatre sommets suivant :

B.

O

D

Figure 4.3 : Graphe 4- sommets
1. Calculons f(A) ={AB,C,D}
2. Calculons I (A)={A,B,C}
3. Cdculons T (A)nT'(A)={A B,C}

On remarque gque les sommets A, B et C appartiennent a la méme classe fortement connexe (il

reste uniquement le sommet D). Le graphe de la figure 4.3 peut étre représenté sous la forme

suivante :

Figure 4.4 : Graphe orienté et classes fortement connexes

Donc, le graphe contient deux classes fortement connexes. D’ apres laderniére figure, il 'y a

pas de chemins hamiltoniens ni de circuits hamiltoniens.
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4.9 Utile du concept du graphe dans la recherche opérationnelle :

Un graphe peut représenter toutes sorte de situation dans les phénomeénes d’ organisation par
exemple, un réseau, des canalisations ou circule un fluide, etc.

On dit gqu’'un graphe évalué si, a tout arc qui le constitue, correspond une valeur numerique,
gu’'on écrit seulement, les valeurs peuvent étre des quantités a transporter des codts, des
durées, etc.

4.10 Quelques problémes combinatoires:

4.10.1 Probléme de chemin a valeur minimale

En théorie des graphes, En peut utiliser I’ éguation de récurrence sert a résoudre le probléme
du plus court chemin. Il permet, par exemple, de déterminer le plus court chemin pour se
rendre d'une ville & une autre connaissant le réseau routier d'une région. Il sapplique a un
graphe connexe dont le poids lié aux arétes est un réel positif.

Exemple 4.6:_Dans le graphe suivant, les ncauds symbolisent des villes identifiées par une
lettre x; et les arétes indiquent la distance entre ces villes. On cherche a déterminer le plus

court trgjet pour aller delavillel alaville7.

Figure4.4: Graphe d'uneville

Algorithme de Dantzig :

L’ algorithme de Dantzig résout un probléme de plus court chemin. Il sert atrouver un chemin
optimal (le plus court ou bien le pluslong) entre deux sommets d'un graphe orienté. IL est
résume par les étapes suivantes :

On numérote lessommetsde x, ax,, .
Appelons: 4, lavaleur optimale x, €t x;.
1. Poser A.et E ={x}.
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2. A toute étape k > 2 du probléme, associer achacun des sommetsx des k sommets
margués le sommet x; , tel que : le sommet v(x;, ) soit minimal

3. Déterminer lesommet x, € E,, tel que: 4, +V(x,,%; )= min(ﬂ,I +v(>g,>g*))

4. Poser E, =E u{xjet 1, =1, +V(X,,%,)

5. Revenir a2, jusqu’'ace que A, ,soit détermine.

Exemple 4.7:
4.10.2 Probleme d’affectation :

Exemple une administration désire faire des mutations aux fonctionnairesl, 2, 3 et 4 et leur
offre les postes A, B, C, D, E. Ces fonctionnaires désirent maximiser leurs satisfaction
générale, décident d affecter chacun un classement des postes offerts et obtiennent |e tableau
suivant regroupant leurs avis.

Il est évident qu’il convient, pour maximiser la satisfaction générale de choisir un chiffre et un
seul par ligne et par colonne, de maniere que la somme des cing chiffres choisis soit
minimale. Donc, en soustrayant, ligne par ligne et colonne par colonne le plus petit éément

de laligne ou de colonne, on obtient :

2 3 4 5

All 2 3 4 5
B|1 4 2 5 3
C|3 2 1 5 4
D|1 2 3 5 4
E|2 1 4 3 5
1 2 3 4 5
A|lO 1 2 3 4
B|O 3 1 4 2
C|2 1 0 4 3
DO 1 2 4 3
E|1l 0 3 2 4
1 2 3 4 5
A|lO 1 2 1 2
B|O 3 1 2 0
C|2 1 0 2 1
DO 1 2 2 1
E|1l 0 3 0 2

Choisir un zéro par ligne et par colonne, nous N’ avons pas obtenu la solution comme
montre |e tableau ci-dessous :
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Methode de Hongroise:

Reprenons le dernier tableau, en mentionnant toute fois également les zéros que nous avons

éliminé des choix ultérieur. Par suite d affectation d'un autre zé&ro sur la méme ligne ou la

méme colonne; Ces zéros seront dite zéros barrés, les zéros affectés seront dits zéros

encadrés (les zéros montrés dans | e tableau entre crochés).

1 2 3 4 5
A 0]
B|@ (O]
cl|® [q]
D
E [0] 0
1 Marquons toute ligne n"ayant pas un zéro encadré (ici c’'est laligne D)
2. Marquons ensuite toute colonne ayant un zéro barré sur une ligne marquée (la
colonne 4)
3. Marquons ensuite toutes lignes ayant un zéro encadrés sur une colonne marquee (la
ligne A) et revenons al’ étape 2, jusqu'a ce que le marquage ne soit plus possible
4.  Tragonsun trait sur laligne non marquée et les colonnes marquées.
A0
B0} 0
c | of 0
D|C
) )
t U \v
5.

Considérons le plus petit nombre du tableau restant, retranchons le de tous les

éléments non rayeés et gjoutons aux €éments rayés deux fois (tableau ci-dessous).
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3 4 5
0 0 1 0 1
1 3 1 2 0
3 1 0 2 1
0 0 1 1 0
2 0 3 0 2
6. Sur le tableau ci-dessous, il est possible d’ affecter un zéro par ligne et par colonne

qui constitue les solutions équivalentes du probléme (voir les tableaux suivants):

mooO @ > mooO @ >

mooO @ >

3 4 5
X
X
X
3 4 5
X
X
X
3 4 5
X
X
X
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4.11. Programmation stochastique

On dit gu'on a un probleme stochastique, lorsque le hasard y intervient comme difficulté
principale.

Un processus stochastique (ou processus aéatoire) est une famille d’aléas numérique (ou

variables aléatoires) (&,t € T) ol t parcourt I’ensemble d'indiceT .

Casl: Si T est discret, on parle de « suite stochastique » et t,,t,,......... ,t, sont des instants

données.

Cas2: Si T est continu, on parle de « processus stochastique » et t désigne un instant
quel conque.

Cas 3: Lorsgue ¢, peut prendre un nombre fini de valeurs, le processus est dit a espace d’ état
discret. Si au contraire, les valeurs appartiennent a un continu, il est dit a espace d' état
continu.

Exemple 4.7

Pour un systéme adeux états, il ya quatre transitions possibles, on obtient le graphe suivant :

o>

Pour un systeme atrois états on a neuf transitions possibles. De fagcon générale, pour un
systemeden étatson a:

R ={R(&=1l=1) (4.1)

En notation matricielle, on peut définir lamatrice de transition P = [Fi’j ] .

Exemple 4.8

Considérons e graphe précédent : la matrice de transition de ce graphe s écrit comme suit :

P= { P plz} 42)
p21 p22

Comme cette matrice est de nature probabiliste, ses coefficients sont des nombres réelstels

que:
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0< F:i‘j <lViel,..,nVvjel..n
D’ autre part, comme le systéme, apres chague transition, se trouve nécessairement dans |’ un

quelconque de ses états, on a:

n
Z R =1

j=1

e Matrice de récompense

Exemple 4.9 :
Exemple soit une machine fabrique chague jour une piece donnée sous la surveillance d' un
ouvrier non specialisé. Cette piéce une fois fabriquée, peut étre de bonne qualité ou de
mauvaise qualité afin de caractériser ce processus de fabrication ; On dispose de la matrice de

transition suivante :
05 05
P=
04 06

L’ ouvrier est payé selon la matrice de récompense suivante :

s 3

Le patron essaye naturellement de trouver des solutions pour améliorer la rentabilité de son
produit.

Par exemple, il se demande si ce n’est pas plus économique de remplacer |’ ouvrier simple par
un ouvrier specialise.

Cette nouvelle situation va changer la matrice de transition et aussi la matrice de récompense ;
b _ 08 0.2 R = 4 4
7107 03] % |1 -19]

Donc, de facon générale, chague dternative (k) se caractérise par la matrice de transition

P(k) et par samatrice de récompense associée :

Pl Py o
Pk{pk pk]Rk{rk K (4:3)

e Choix de la meilleure alternative et expression de Belman
L’ expression de Belman permet de déterminer la meilleure aternative a |’ étape (n+1) par
comparaison des récompenses données.

Pour chaque alternative :
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v, (n+1) = max {ZN: Py [rijk +V, (k)}} (4.9
Exemple 4.10 : 7

Retournons al’ exemple de lamachine qui fabrique les piéces:
Initialement : v (0) = v; (0) = 0 pour |a premiere alternative.
v?(0) =v; (0) = 0 pour la deuxiéme alternative.
On considere, respectivement, les matrices de la machine avec un ouvrier simple est un
ouvrier spécidisé (B, R), (P, R,).

Pour un ouvrier ssmple, on aura apres une transition, la récompense attendue est la suivante :
2
1.1 1.1 1.1
Vll(l) = Z Pl = Puf+ Pof, =6
j=1
2 1 .1 1.1 1 .1
v (1) = Z P51 = Poilay + Pl = —3
j=1
Pour un ouvrier spécialisé, on aura aprés une transition, la récompense est donnée par :

2 2,2 2,2
Pyl = Pahi + Pl =4

V; (1) = p§ j r22j = pslrzzl + p222r222 =-5
j=1
Alternative d’un ouvrier simple Alternative d’un ouvrier spécialisé
V()=6.v}(1)=-3 v (1)=4v()=-5
Conclusion :

Si on part avec une bonne piéce, on choisiral’ aternative donne max(6,4)=6, k=1.
Si on part avec une mauvaise piece, max (-3,-5)= -3, donc, aternance k=1.

Pour examiner les récompenses al’ étape n=2,

e[S ]

Pour k=1 ;

Vi (2) = max, {i o 1 +v, (1)]} =75

j=1

v, (2) = max, {ZN‘, P [+, (1)]} =24

j=1
Pour k=2 ;
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V7 (2) = max, {i P} [r”." +V, (l)]} =82
j=1
V. (2) = max, {ZN: P [rij" +V, (1)]} =-1.7
j=1
En considérant IJ' état 1, lameilleure alternative est correspond au max (7.5, 8.2). Alors, on
choisirala second (k=2). De méme max (-2.4, -1.7) =-1.7, lameilleur alternative en partant
del’état ‘2" est également la second (k=2).
4.11.1. Processus de Markove :
» Definition :
L es concepts de base d’ un processus de Markove font appel & deux notions :
1. Lanotion d’ état que peut occuper un systéme.
2. Lanotion detransition qui effectue ce systéme en passant d’ un état a un autre.
Exemple 4.11 : qualité de production
Une machine fabrique un certain produit. Ce produit peut étre accepter s'il répond au
norme (état 1), ce produit peut étre refuser si non (état 2). On désigne alors deux états
possibles acceptés ou refusés. Dans la séquence de production :
1. On peut fournir un produit accepté (état 1) suivi d’un produit accepté, c’est la

transition :

i

2 . On peut fabriquer un produit accepté (état 1) suivi d’un produit refusé, c’'est la

transition :

i

3. On peut faire un produit refusé suivi d’ un produit accepté, ¢’ est latransition :

i

4 . On peut faire un produit refusé (état 1) suivi d’ un produit refusé, ¢’ est latransition :

i

Remarque 4.4: cet exemple est un exemple de processus de Markove a deux états,
cependant, on peut trouver des processus mar koviens avec des nombreux états.

» Représentation d’un processus de Markove Discret :
Un processus de Markove peut étre représenté al’ aide d’ un graphe dans lequel les ncauds

représentent les états du systeme et les arcs, les transitions.
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Exemple 4.11 :

Soit un processus de Markove a deux états donné par la matrice de transition et la matrice

de récompense associées suivantes :

P{O'S 0‘13{2 _37]v1(0):0,v2(0)=0

04 0.6
0.5 9
0.5,
z \
Vi (1) = Z Pyt = Puly + Pl = 6
~ 0.4,3

e

2
\Z (1) = Z Pailo; = Palo + Pl = -3 \

-1

n 0 1 2 3 4 5
V() 0 6 75 8.55 9.55 10.5556
V,(n) 0 3 2.4 1.44 0.4 0.5556

Au vu de ces résultats, on constate que pour éviter de perdre, il faut au moins jouer cing

parties dans le cas ou on part de |’ état 2.
» Evolution temporelle d’un processus de Markove :

Exemple 4.11 :

Si on part del’état ‘1’, on trouve I’ évolution montrée sur le granhe ctiivant :

: @@QK
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Si on part del’ éat ‘2', on trouve |’ évolution selon |e graphe ci-dessous :

P11
P2y

P>
P2 QK'

Remarque, dans la réalité, le systéme suit seul chemin parmi les chemins possibles.
» Analyse du processus : On souhaite prédire quelles sont les chances pour quele
systeme soit danstel état dans le future. On noteraP (n) , laprobabilité pour que

le systeme occupe |’ état ’i’ aprés n transitions.

Exemple 4.11 :
Soit lamatrice de transition suivante :

o_ 06 04
1055 045

P est lamatrice de transition.

Si le constructeur part initialement a partir d’ un état de succés. Donc, B,(0)=1,P,(0)=0

0.6

04

04

0.6

Aprés deux transitions, la probabilité de se trouver dans|’état ‘1’ est lasuivante:

H(n: 2) = Py Pyt PPy =0.58
Alor, laprobabilité de setrouve dans |’ état ‘2’ est la suivante:
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Pz(n = 2) = PubPpt PPy = 0.42

R(n=2)+R(n=2)=1

De fagon générale :

P (n+1)=) R(n)p, et d autre part, le systéme est nécessairement dans |’ un des états du
i=1

systémed’ou :

n P(n)=1

i=1
> Analyse du processus de Markove discret & long terme

Dans la pratique, on s'intéresse souvent al’ évolution du processus apres un grand nombre de
transitions (along terme).

Soit larelation récurrente suivante :

(n+1)=I1(n).P,n=012,....

avec :

P est lamatrice detransition

I1(n) représente le vecteur d' état al’ étape’'n’.

En partant de |’ état 0, on peut déterminer les probabilités d’ état H(n) de fagon récursive.
Pour n=1, ona: I1(1)=11(0).P

Pour n=2, ona: I1(2)=TI1(1).P =I1(0).P?, etc. De fagon générale:

I1(n)=11(0).P"

Exemple 4.12 :

Considérons la matrice de transition suivante :

o_ 06 04
1055 045

On suppose I1(0)=[1 O]

L e tableau suivant représente les él éments de vecteur T1 (n) jusqu'al’ étape quatre.

n 0 1 2 3 4
I, ( n) 1 0.6 0.58 0.579 0.57895
I, (n) 0 0.4 0.42 0.421 0.42105
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> Détermination des probabilités d’état a long terme :
n
P(n)=1
i=1
2. (n)=1
i=1
De pluslarelation récurrente :

I(n+1)=I1(n).P,n=0,12,.....

P (n+1)=R(n)p,

Ainsi apour : n— o0, IT(n+1)=II(n).P etdonc, I1(n)=I1(n).P
Exemple 4.12 :

Soit lamatrice de transition suivante :

o_ 06 04
1055 045

n— oo, I1(n+1)=TI(n).P implique:

0.6 0.4}

[Hl Hz]:[nl HZ]{O,SS 0.45

Qui nous donne le systeme d’ éguation suivant :
{0.411l =0.5511,
0.6I1, = 0.45I1,
Depluson a:
I, +I1,=1

11 8

Il admet une solution unique :[T1, I1,]= [E 1—9} . Cette valeur limite n’est pas valable que

lorsgue le systéme aurait effectué un nombre suffisant de transition a partir d’ un état initial

donné. A ce moment, on peut considerer que le systéme devient sans mémoire.
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4.12 Exercices avec solutions abrégées:

Exercice 01 :
Utiliser cette méthode pour trouver les classes ou composante fortement connexe du graphe
suivant :
B e C
M‘
A / » D
K
-
"
E
[}
| \
H > f
> Réponse : G

Il'y’ aquatre classes au composantes fortement connexes. Elles sont :
Laclasselest {A B,Dj}.

Laclasse2 est {C,E,F,G}.

Laclasse3est {H,I,K}.

Laclasse4 est {J}.
Exercice 02 :

On atiré au hasard les éléments de |la matrice ci-dessous a six lignes (A, B, C, D, E et F) et

six colonnes (1, 2, 3, 4, 5 et 6)

Affecter un élément et un seul par ligne et par colonne, de maniére a obtenir la somme
minimale de ces ééments.

10 |90 |27 14 |39 |52
29 |24 |79 |90 |23 |13
17 |43 |62 |02 [73 |70
58 14 106 18 16 |63
15 |41 |78 |4 |73 |70
25 |44 |81 |36 |8 |80

TMOO ™ >

» Réponse :

L’ application directe de la méthode de Hongroise, nous donne le résultat final montré sur la
tableau suivant
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MTMOO @ >
X

Lasommeminimaleest 117

Exercice 03:

En utilisant I’ algorithme de Dantzig, déterminer e plus court trgjet pour aler delavillel ala
ville 7 du graphe montré sur lafigure 4.2 .

» Réponse :

Le plus court tragjet pour aler delavillel alaville7 est x; X4 X7.
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Chapitre 5 :

Eléments de la théorie des jeux

5.1 Introduction :

Lathéorie des jeux regroupe les outils d' analyse de nombreux relations économiques,
sociadles en termes de jeu stratégique. De facon, plus précis, un jeux stratégique est un
ensemble de régles qui contraint les joueurs et qui termine le gain des joueurs sur la base des
action entreprise. La théorie des jeux a connu un essor considérable depuis la parution de
I” ouvrage de John von Neumann et mongentern en 1944 « Theory of Games and Economic
Behavior »

Exemple 5.1 : jeu a deux personnes ;

Considérons deux personnes (A) et (B) préoccupées par un jeu dont laregle s’ exprime par le

tableau suivant :

B
| Il 11
1 1 |0 -2
A 2 1 2
2
-1 -1 0
3
Tableau 5.1

A chaque coup, chacun des joueurs doit choisir, indépendamment de I’autre, une des
stratégies pures a sa disposition: Le jour A joue la ligne 1, cela signifie, gu’il gagnera un
jeton s (B) joue la colonne Il. Et, deux jetons si (B) joue (I11). Et enfin, deux jetons si (B)

joue (I11).

La situation est évidement tout I'inverse pour (B), s'il joue la colonne (1), il perdraun jeton s

1 0 -2
(A) jouelaligne 1, etc. Donc, lamatrice | 2 1 2 } n’'est autre que la matrice des gains de
-1 -1 0

(A) ou encore, la matrice des pertes de (B).
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Il est aremarquer, qu’un gain négatif est une perte pour (A) et un gain pour (B) et I'inverse.

Lejoueur (A) n"apasd’intérét ajouer laligne (1) ou (3) :

1. Siljouelaligne (1), il ne peut espérer gagner gu’ un jeton, mais risque de perdre deux.

2. Sl jouelaligne (3), ne peut espérer aucun gain.

3. Sl joue la ligne (2), il est assuré de gagner au moins un jeton, quelle que soit la

décision de (B). Dans ces conditions (B) doit jouer la colonne Il pour minimiser sa

perte (limitera sa perte a un jeton).

L’ éément situé al’intersection de laligne (2) et lacolonne (11) égale ala valeur du jeu

appelé point selle. C'est le minimum des valeurs inscrites sur la ligne (2) (jouer A) et

le maximum des valeurs portées dans la colonne 1.

5.2 Théorie des jeux et la programmation linéaire :

Exemple 5.2
B
| 1 11 VI
1| an |ap |ass aia
A 5 axn | ax |azs Aza
3 ast dz2 | ass as4
Tableau 5.2

Supposons que A cherche a déterminer les fréguences p1, p2 €t p3 de ses choix. Ces

fréguences s expriment en fraction de I’ unité. On a:

p+p,+P;=1p,20,p,20,p, 0.
Si B jouelalignel, legain de A s écrira:
a; Py +8y P, + 85 P
Si B jouelalignell, legain de A deviendra:

A, P+ %P, + 8550,

Enfin, si B joue VI, A recevra:

Ay P+ 8 P, + 85 P
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Comme il est probable que B jouera lui-méme |es colonnes avec les fréquences: q,,d,, 0, €t q,
tellesque:

g+9,+9;+09,=1¢,>0,0,20,0,=>0,09, > 0.

Donc, I’ expression de gain de A s écrira:
R, =(auPy+anP, + 8y P;) O + (8 P+ 8, P, + 85 P;) G + (813 Py + 8y P, +85P5) G
+ (@ P+ 8y P, + 35, P5)

et |a perte de B peut exprimer comme suit :

R, = (8,0 + @,0, + 305 + 8,0, ) Py + (80 + 85,0, + 8,05 + 85,0, ) P, + (85,0 + 85,0, + 85505 + 5,0, ) P
Remarque: les deux expressions: R, et B, sont équivalentes.

A qui est un joueur maximisant, désir évidement de dépasser si possible ou, au moins
atteindre, lavaleur du gain (G). En effet, son gain doit étre le plus éleveé possible. Méme dans

le cas ou le joueur B se bornerait a une stratégie pure, c._a._d:

1 ¢=10,=0,=0,=0

2.0,=10,=0=0,=0

3.¢=L¢=09,=9,=0

4.9,=1¢,=0,=0=0

On obtient alors:

Loa,p+ayp,+a,;p>G(s g =1)

2. 8, P+ 8P, +aPs 2 G (8 g, =1)

3. &P+ 8P, + 8P 2 G (S gy =1)

4. 8,P+8,P,+3,P2G(8 q,=1)

Au contraire pour le joueur B, joueur minimisant, sa perte doit étre le plus faible possible
1. (@0 + 8,0, + 8,0, +a,0,) <G (s p=1)

2. 8,0 + 850, + 80+ 8,0, <G(S p,=1)

3. 850 + 85,0, + 85305 + 85,0, <G (8 p;=1)

La détermination de la stratégie mixte optimale, ¢’ est-a-dire les fréguences les plus favorables

pour chacun des joueurs, peut étre conduit a la résolution de I’un des problemes linéaires

suivants :
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max (G)
&P+, P, 8, P; 2 G
, Py + 850, + 853, 26
(,0)2 AP taup,tasp, 26
8, P +ayP,+8,P;2G
P+ Pt p3:1
p,=20,p,20,p,20

Ou bien

minG

G+0,+G+0d, =1,

a0 + 8,0, + 30 + 2,0, <G
()= 8y + 80, + 80 + 8,0, <G
aSloﬂ + a32q2 + a33q3 + a34q4 S G

0,20,0,20,0,>20,0,>0

(5.1)

(5.2)

Ce sont deux programmes linéaires paramétrés, en dualité

Pour trouver les fréquences p1, p2 , P3 , G, 0,,0;€tq, résoudre le probléme d optimisation

(5.1), par les méthodes d’ optimisation linéaire (voir chapitre 3) . Aprés la détermination des

valeurs p,, p,, p,et G. Lesvaleurs q,,q,,0;€t g, sont, facilement, obtenus par la résolution

du systéme linéaire suivant:

8,0y + 8,0, + 8,0 + 3,0, <G
8y + 80, + 805 + 35,0, <G
aSloﬂ + a32q2 + a33q3 + a34q4 S G
G+t0,+0;t0q, =1,
¢, =>0,0,>0,0,20,q,>0

(5.3)

D’une maniére équivaente, on peut résoudre le probleme d’optimisation linéaire (5.2) &fin

d’ obtenir les fréquences, q,,q,,0,€tq, et lavaleur du gain G.

Connaissant ces valeurs, la résolution du systeme d’ équation suivant peut fournir les autres

fréguences p1, p2 &t pa,
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AP +a,uP,+ayP;2G
a13pl+a23p2+a33p32G
P +ay,P,+a,p;2G
P+ p+p=1
p,=20,p,20,p,20

(5 .4)

5.2.1 Application : Soit le jeu a deux personnes défini par le tableau suivant :

B
| 1 Il
1 1 |0 -2
A 2 1 2
2
-1 -1 0
3
Tabbleau 5.3

La stratégie mixte optimale put ére obtenue par la résolution de I’'un des problémes
d  optimisation suivants :

max G

P+ P, +3p;2G

2p+p,+3p,2G

p,+2p,-3p;2G

P+P,+P;2G

P+ Pt p3:1

p,=20,p,20,p;20 (5.5)
minG
-0, +20,+0, <G
-0, —-20,+20,<G

(P)=14

g, +40,-30, <G
G +0,+0 =1
¢, >0,0,>0,0,>0 (5.6)

Considérons le probleme d' optimisation (5.6), en remplacant lavariable g, =—q, —q, +1 dans

les contraintes d’inégalité, il devient :
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minG
-20,+09,<G-1
-0, -49,<G-2
—60,+709,<G+3
O +0+0 =1
,=0,0,20,0,=20

(5.6)

Introduisons les variables d’ écart pour rendre les inégalités sous forme d’ égalité, le probléme

devient :

minG
-209,+0¢,+9,=G-1
—4—40,+0G,=G-1
(p)=460,+70,+0s =G+3
G +0+0=1
0,=20,0,>20,0,=0,
4,=0,0,>0,g,20

Le systéme (5.7) est équivalent au probléme suivant :

min(—g, —49, + g, + 2)
-, +90, +0q, -0 =1
(p)=1-70,+110, ~ G +Gs =5
G+G+0G=1
0,20,0,20,0,20

(5.7)

(5.8)

Afin de résoudre ce probleme par simplexe, nous écrivons ce probléme sous la forme

canonique (voir chapitre 3) suivant :

max(q1 + 4q2 —0;— 2)

—0, +50,+0, -0 =1
(p)=170,+110, ~ s + s =5

G+ +0=1
¢,=20,0,20,0,>20,0,>0,0,>0,9, >0

En utilisant la méthode du simplexe, les résultats sont :
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7 6 10 15
=2—3’q2= ’qu—’q4=q5=q6=0,G=—

% 23 23 23

Larésolution du systéme suivant:

15

" 23
—P+ P, +3p2G
2p+p,+3p, =G
p+2p,-3p,;2G
PP+ P2G
PPt ps=1
p,=20,p,20,p;20

G

donne la solution suivante :

17 10 9

T R

5.3 Recherche opérationnelle et jeu d’entreprise

Dans ce cours, nous nous limiterons a décrire I'intérét de la recherche opérationnelle dans le
monde de I’entreprise. Un jeu d’entreprises est un modéle de ssimulation, s applique aux
situations concurrentielles, dans la quelle les décisions peuvent entreprises comme dans un
jeu mathématique.

Les jeux d'entreprise sont congus seulement pour I'enseignement des étudiants ou
I’ entrainement des cadres. Les étudiants comprend d’ abord les différents aspect de la gestion :
construction, entretient et développement des unités de fabrication, apprivoisement des
matiere premiére, évolution des prix de production, stockage et transport de produit finis, etc.
Au contraire des cadres, pour I’ entrainement des cadres, les joueurs sont soumis, comme dans
leréel, alanécessité de prendre leurs décisions dans un temps limité.

Exemple 5.3

Deux entreprises concurrentes A et B, qui se partagent un marché, peuvent faire de la
publicité par affiches, par journaux ou par radio. Au début de chague mois, chacun de deux
directeurs choisit d’ affecter son budget de publicité du moisal’ un de ces trois supports.
Ledirecteur de‘A * adéterminé que:

-S'il faisait uniquement de la publicité par affiches, il perdrait 10.000 francs s B adoptait le
méme point de vue, maisil aurait un profit de 10.000 Francs si B décidait d’ utiliser seulement
les journaux ou bien choisissait uniquement des spots publicitaires alaradio.
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-S'il faisait uniguement sa publicité par journaux :

Il perdrait 20.000 francs sl B faisait le méme choix.

Il gagnerait 20.000 francs s B employait seulement des affiches ou bien se servait
uniquement de laradio pour sa publicité.

-S'il faisait uniguement sa publicité par radio :

Il perdrait 30.000 francs sl B faisait le méme choix.

Il gagnerait 30.000 francs si B faisait sapublicité par affiches ou bien par journaux.

Le tableau suivant résume le jeu entre ‘A’ et ‘B’

B
| 1 i
1 | -10000 | -10000 | 10000
A 20000 | -20000 | 20000

30000 | 30000 | -30000

Pour chercher la fréguence de répartition leurs budgets de publicité sur les trois supports,, le
probléme d’ optimisation arésoudre par ‘A’ et ‘B’ est le suivant :

max (G)

10000p, —10000p, +10000p, > G

20000p, —20000p, +20000p, > G

30000p, +30000p, —30000p, > G

P+ P+ Py =1
p,=0,p,20,p,20

(p)=

ou bien son programme dual

min(G)

—10000g, + 20000q, + 300000, < G
10000q, —20000q, +30000q, < G
10000q, + 200004, —30000q, < G
0 +0+0 =1

0,20,0,20,0,20

(p)=

Il faut noter qui il ya les modéles d’ entreprise. Ces modeles sont censés représenter des
situations réelles et peuvent, donc, étre utilisée pour I’ expérimentation économique.
Malgré son importance de la recherche opérationnelle, tres peu d'entreprises emploient des

chercheurs opérationnels pour aider le décideur a résoudre ses problemes. Certains problémes
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simples peuvent étre résolus au sein méme de I'entreprise, la plupart des universités ayant
intégré des cours dintroduction a la recherche opérationnelle dans les programmes des

ingénieurs, des mathématiciens, des informaticiens, des automaticiens, des contréleurs de
gestion et, moins souvent, des économistes.
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Conclusion générale

La recherche opérationnelle est |’ ensemble de méthodes d’ anal yse scientifique des problémes
qui traite de la maximisation d’'une performance, d’ un profit, d'un rendement ou bien de la

minimisation d’ un colt, d’ une dépense. Donc, laR.O. est un outil d’aide ala décision.

Dans le présent cours, certains ééments de base et méthodes de |a recherche opérationnelle

sont donnés.

En premier lieu, les notions de base de la recherche opérationnelle ont été présentées. La

modélisation des problemes d’ optimisation ont été illustrées atravers deux exemples réels.

En deuxieme lieu, la résolution des problémes d optimisation non linéaires avec/ou sans
contraintes a éé présentée. Dans ce cadre, les conditions nécessaires du premier et du
deuxiéme ordre ont é&é données afin de résoudre les problémes d optimisation sans
contraintes. Les problemes d’ optimisation avec contraintes ont été abordés par la méthode de
Lagrange et |la méthode de KKT.

En troisieme lieu, les méthodes de résolution des problémes d’ optimisation linéaires ont été
exposées. En effet, I’algorithme du simplexe a éé choisi comme une technique principale
pour résoudre ce type des problémes. On a abordé ensuite une méthode de résolution des
problémes de démarrage de |’algorithme par la méhode de deux phases, et par la

détermination d’un autre PL équivalent dit dual.

En quatrieme lieu, les notions de base sur les problémes combinatoires ont été abordées. On a
donné les définitions (graphes orientés ou non, connexité) et représentations informatiques
d un graphe (matrices d’'incidence ou d’ adjacence, loi additive, loi multiplicative, etc.). Puis,
on a proposé quelques agorithmes génériques concernant les problémes d’ optimisation
discrets, comme celui des problemes de chemin a valeur minimae et les problémes
d affectation. On conclut par une initiation a la programmeation stochastique.

Finalement, quelques é éments de la théorie des jeux et lesjeux d entreprise ont été fournis.
Afin de rendre plus pratique le présent cours, nous avons accompagné pour chague chapitre
des exemples et des exercices. Ceci permettraient aux étudiants de se familiariser avec la
modélisation et pouvoir résoudre des problemes d’ optimisation (linéaire ou non linéaire, avec
/ ou sans contraintes) et d’acquérir une connaissance approfondie de quelques méthode de
base de RO.

69



	1
	1.3.1 Exemples et domaines d’applications de la RO 6
	2.3.3 Notion de la convexité 14

	2
	3
	4
	Définition d’un ensemble convexe :
	Soit un ensemble   est un ensemble convexe si et seulement si
	Définition d’une fonction convexe

	5
	6
	B
	D
	E
	A
	I
	C
	G
	H
	J
	K
	f
	B
	D
	E
	A
	I
	C
	G
	H
	J
	K
	f
	B
	D
	E
	A
	I
	C
	G
	H
	J
	K
	f
	B
	D
	E
	A
	I
	C
	G
	H
	J
	K
	f
	B
	D
	E
	A
	I
	C
	G
	H
	J
	K
	f
	B
	D
	E
	A
	I
	C
	G
	H
	J
	K
	f
	B
	D
	E
	A
	I
	C
	G
	H
	J
	K
	f
	B
	D
	E
	A
	I
	C
	G
	H
	J
	K
	f
	B
	D
	E
	A
	I
	C
	G
	H
	J
	K
	f
	f
	K
	J
	H
	G
	C
	I
	A
	E
	D
	B
	4.12 Exercices  avec solutions abrégées:
	Exercice 01 :
	f
	K
	J
	H
	G
	C
	I
	A
	E
	D
	B

	7
	8

