République Algérienne Démocratique Jan @ o
etPopulaire ”Uni\«/e;rsité A
alell sually llell gelill 83l Mohamed Essedik
Ministere de I'Enseignement Supérieur Ben Yahia de Jijel

et de la Recherche Scientifique

cours

De Méthodes Avancées
D>Analyse Numérique

Destiné

Aux Etudiants 1nscrits en Master 1

Spécialité:

Electronique et Systemes de
Communication

Préparé par:

Dr.Tahar BRAHIMI



Préface

L’analyse numérique est une discipline des mathématiques. Elle s’intéresse tant aux
fondements théoriques qu’a la mise en pratique des méthodes permettant de résoudre, par des
calculs purement numériques, des problemes d’analyse mathématique.

Les méthodes numeériques trouvent des applications dans de nombreux domaines : la physique,
les sciences biologiques, les sciences de I’ingénieur, I’économie et la finance.

Un des objectifs de ce support de cours est d’exposer les fondements mathématiques de
différentes méthodes numériques en analysant leurs propriétés théoriques et en présentant leurs
avantages et inconvénients a I’aide d’exemples illustratifs.

Ce support de cours, intitulé « Méthodes Avancees d’Analyse Numeérique», est destiné
principalement aux étudiants inscrits en Master 1, Spécialité : Electronique et Systéemes de
Communication. Ce cours est divisé en six chapitres qui sont les suivants:

Le chapitre 1 traite du probléme de résolution d’équations non linéaires. Il comporte deux
parties. La premiere partie presente les différentes méthodes pour la résolution d’équations non
linéaires (Bissection, Points fixes, Newton-Raphson, et la Sécante). La seconde partie, quant a
elle, se consacre principalement pour la résolution des systemes d’équations non linéaires, en
exposant les méthodes les plus usuelles d’évaluation utilisées, en I’occurrence les méthodes
des Point fixes et la méthode de Newton en dimension n.

Le chapitre 2 aborde les principales méthodes (directes et indirectes) de résolution des
systemes d’équations linéaires, a savoir les méthodes de (Cramer, Gauss, Gauss-Jordan, Jacobi,
Gauss-Seidel), la décomposition LU (décomposition de Crout et méthode de Cholesky), la
décomposition QR et la décomposition SVD.

Le chapitre 3 porte sur la dérivation et I’intégration numérique. 1l aborde le probléme qui
consiste a obtenir des approximations des différentes dérivées et intégrales d’une fonction f(x)
connue seulement en quelques points. Le chapitre présente d’abord différentes formules de
différences finies d’ordre 1 et 2 pour approximer les dérivées d’une fonction. Il se termine par
illustrer les méthodes couramment utilisée pour I’intégration numérique, a savoir les Méthode
des trapezes composee, et Méthode de Simpson 1/3 composée en offrant des exemples
illustratifs pour permettre une meilleure compréhension.

Le chapitre 4 s’intéresse a la résolution numérique d’équations différentielles qui est
probablement le domaine de I’analyse numérique ou les applications sont les plus nombreuses.

Le chapitre passe en revue diverses méthodes de résolution: methode d’Euler,
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méthode de Taylor, méthodes de Rung-Kutta d’ordre 2 (méthode d’Euler modifiée, méthode du
point Milieu), et des méthodes plus complexes telle que la méthode de Rung-Kutta d’ordre 4 qui
permet d’obtenir des résultats avec une grande précision. Ceci a été illustré par un tableau
comparatif inclut qui évalue la performance de trois méthodes différentes de résolution
numérique.

Le chapitre 5 s’intitule interpolation polynomiale. Il est trés étroitement relié au chapitre 3
puisqu’ils tendent a répondre a diverses facettes d’un méme probléme. Il s’agit de construire une
approximation d’une fonction f(x) connue seulement en (n+1) points (points de collocation) pour
tout x. Ce chapitre decrit quatre méthodes d’interpolation, a savoir matrice de Vandermonde,
Interpolation de Lagrange, Polynéme de Newton, et la plus performante: Splines cubiques.

Le dernier chapitre (chapitre 6) traite du probleme d’approximation au sens des moindres
carrées. Il fait appel aux méthodes: Droite des moindres carrées et Parabole des moindres
carrées. Une deémonstration des deux théoremes énoncés dans ce chapitre est également

effectuée.
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Chapitre 1: Résolution d’équations et des systémes d’équations non
linéaires

I. Résolution d’équations non linéaires
I.1 Introduction:

Le numéricien est souvent confronté a la résolution d’équations algébriques de la forme:
f(x)=0, et ce, dans toutes sortes de contextes. Introduisons la terminologie suivante:
Définition:

Une valeur de x solution de f(x)=0 est appelée une racine ou zéro de la fonction f(x).
Elle est notéer .

Il est possible d’obtenir une formule générale pour un polynéme du gieme degré, et encore,
beaucoup plus complexe pour celui de 3me ordre. Par contre, il n’existe pas de formule
permettant de trouver les racines des polynomes de degré plus grand ou égal a 5. 1l faudra
donc recourir aux méthodes numériques. Dans ce qui suit, nous présenterons plusieurs
techniques de résolution. Les algorithmes de recherche d’une racine reposent plus ou moins
directement sur le théoréme suivant:

Théoréme des valeurs intermédiaires:

Soit f une fonction continue dans [a,b] ; alors pour tout réel F compris entre f(a) et
f(b), il existe au moins un réel C de [a,b] tel que f(c)=F.En d’autres termes, si f(a)
et f(b) sont de signes contraires ( f(a)x f(b)<0), la fonction continue f présente au
moins un z¢éro (une racine) entre a et b.( Jau moins r €|[a,b]tel que f(r)=0).

1.2 Méthode de Bissection (ou de Dichotomie):

Soit f(x) une fonction non linéaire dérivable et continue sur I’intervalle[a,b] .

L’idée: construire une suite d’intervalles de plus en plus petits contenant une racine isolée de

I’équation: f(x)=0. Soit une fonction f(x) continue qui change de signe et passe du positif

au négatif ou vice versa. Soit [a,b] un intervalle ayant un changement de signe:

fla)xf(b)<0
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b . . o . .
On pose m = % qui est le point milieu de ’intervalle. Il suffit de déterminer entre les

intervalles [a,m]et [m,b] celui qui posséde encore un changement de signe. La racine se
trouvera forcément dans cet intervalle. Cela nous amene a 1’algorithme suivant:
Algorithme de la bissection:

1. Etant donné un intervalle [a,b] pour lequel f(x) posséde un changement de signe.

2. Etant donné &, un critére d’arrét, et N, le nombre maximal d’itérations.

3. Poser m =a_42rb

4. Si = M <&
2|m|

Convergence atteinte

Ecrire la racine m

Ecrire f(x)

Arrét
. écrire a,b,m, f(a), f(b), f(m)
.Si f(a)x f(m)<0, alors b=m

.S1 f(m)x f(b)<0, alors a=m

e BN B ) SN

. Si le nombre maximal d’itérations est atteint:
Convergence atteinte en N itérations.
Arrét
9. Retour a I’étape 3.
Remarques:
Dans I’algorithme précédent, il faut prendre garde au cas ou la racine recherchée est 0, il y a
un risque de division par 0 au cours de I’évaluation de I’erreur relative.

Il est parfois utile d’introduire un critére d’arrét sur la valeur de f(x) qui doit tendre

également vers 0.

La longueur de I’intervalle entourant la racine est divisée par 2 a chaque itération. Ainsi, ce
constat permet de déterminer a I’avance le nombre d’itérations nécessaires pour obtenir une
certaine erreur absolue Ar

Soit L =b—a : longueur de I’intervalle de départ.

. s : L
Aprées une itération, le nouvel intervalle est de longueur By
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\ T . L
Aprés n itérations, le nouvel intervalle est de longueur —
2
o . , . . L . ,
Si ’on veut connaitre la valeur de n nécessaire pour avoir — <Ar il suffit de résoudre

L
In(—)
cette équation en fonction de n et 1’on trouve n > 1 2”
n

Exemple: soit f(x)=x +x’-3x-3,b=2;a=1;L=b—a=2-1=1

Si I’on veut une erreur absolue plus petite que 0.5x10°
1
In(——
(0.5 X 10*2)
In2

=7.64 itérations = n=8

On fera donc 8 itérations pour s’assurer de cette précision.
1.3 Méthode des points fixes:

Définition: Un point fixe de la fonction f(x) est toute solution de x = g(x). Un point fixe
n’est pas une racine de 1’équation0=g(x). Il est une solution de 1’équationx = g(x).

Géométriquement, les points fixes de la fonction g(x) sont les points d’intersection entre les

y A
courbes y = g(x) etla courbe y = x. (voir Figure 1.1). V=X
L’algorithme { X0 L) S ' _
Xni1 = 8(X) Ny {67
Permet de déterminer les points fixes (itérations des points fixes) de g(x). é X
L’algorithme le plus complet est le suivant: r g
Figure 1.1

Algorithme des points fixes:

Entrées: terme initial x,
Fonction g(x) (déduite de f(x))

Condition d’arrét
Initialisation de la condition d’arrét
Tant que la condition d’arrét n’est pas vérifié¢e faire
X = 8(x,)
Mise a jour de la condition d’arrét
Fin Tant que

Retourner x
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Convergence de la méthode des points fixes:
Théoréme:

Soit 7, une valeur qui est a la fois une racine de f(x) et un point fixe deg(x):

f(r)=0;r=g(r). Soit g(x) une fonction continue dans I’intervalle /=[a,b]et telle que

g(x) el pourtout x dans /. Side plus g'(x) existe et si g'(x) <k <1 pour toutx € 7, alors

les points y, de I convergent vers I’unique point fixe » de /.

Définition:

1
Le taux de convergence d’une méthode des points fixes est donné par |g (7)

Un point fixe  de la fonction g(x) est dit:

Attractif si : ‘ g'(r) <1

Répulsif si : ‘ g (r|>1

Le cas =] est indéterminé.

g ()

Remarque: il est possible que la méthode des points fixes converge dans le cas ou :

' '
‘ g (r)|=1. La convergence dans ce cas est au mieux extrémement lente car |g ()| est prés de
1.
Exemple:

Soit f(x)=x"-2x-3. Ona =3, r,=—1. Il ya une infinité¢ de fagons différentes pour
transformer cette équation sous la forme x = g(x) . On choisi trois au hasard

x=+2x+3 = g,(x) (enisolant x*)

X= 32=g2(x) (en écrivant x(x —2)—3=0)
x—

2
x -

2

xX= 3 = g,(x) (enisolant x de-2x)

Si I’on applique la méthode des points fixes en partant de x, =4, on obtient:

X1 = g,(4)=3.3166248

x> = g,(3.3166248) =3.1037477
X3 = g,(3.1037477) = 3.0343855
x,, = g,(3.0000470) = 3.0000157

Pour g (x):
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On a convergence versrl.

xn=g,4 =15
=g (1.5)=-6
Pour g (x): x2=8,(13)
x3=g,(-6)=-0.775

x,, = g,(~0.9989841) = ~1.0003387

Les itérations convergent versr2 = —1.
x1=g,(4)=6.5
x2=g,(6.5)=19.625
x3 = g,(-6)=191.0703
x,=g,(191.0703) =18252.43

Pour g (x) :

Visiblement, les itérations tendent vers I’infini et aucune des 2 solutions possibles ne sera

atteinte.

On a: gl(x)=J2iT ; g()—( 2) L g ) =x

Taux de convergence
ri=3 ro=-1
' 0.3333 1
g,(r)
g.(r) 3 -0.3333
g4(r) 3 -1

Ce tableau aide a comprendre les résultats obtenus précédemment.

50

<1 : Convergence de g (x) vers 3.

g;(—l) <1 : Convergence de g,(x) vers-1.

1.4 Méthode de Newton-Raphson:

Notons par r une racine (exacte) recherchée et par x, une valeur approchée de r. Le

développement de Taylor d’ordre 2 de f(x) nous donne:

f()

(r—xo)’ ou &e(r,x)

f(r)= f()ﬁ))"‘f()co)(r xo0)+

Et comme f(r)=0, en supposant f '(x) # (0, on aura

B AN
T ZfU)(\\i
Xo 0

ﬂ_/x 0

5
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En itérant le procédé on trouve la formule :

Xnil = Xn— f ,(x") n=0,1,2 quireprésente la formule de récurrence de Newton.

S (x)
Géométriquement:

Ona: tg(@)=2) = £y (voir figure 12)
Ax,
Oﬁ AXn = Xn ™ Xn+l
Et donc X
0 Xp oo
_ S _ &) " fepes
AXn_y—_Xn_XnJrl:>.Xn+1_Xn_|— .
f (x ) f ()C ) Figure 1.2

Algorithme de Newton:

Entrées: terme initial x,

Fonctions f(x), f '(x), tolérance.

Condition d’arrét ( & (tolérance), nombre maximal d’itérations)
Initialisation de la condition d’arrét

Tant que la condition d’arrét n’est pas vérifiée faire

f(x,)
fGe)

Xn+1 = Xn—

Mise a jour de la condition d’arrét
Fin Tant que

Retourner x

Remarque:

L’algorithme de la méthode de Newton est un cas particulier de celui de la méthode des points

f(x)

S (x)

Conditions de convergence:

fixesou g(x)=x-—

Soit f(x)=0,si fe(C?[a,b] (deux fois dérivable et f "(x) continue) vérifie :
*fla)yxf(b)<0

*Vxe[a,b], f'(x);tO et f"(x);tO

* Jx,€[a,b] tant que f(x,) xf"(xo) >0
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1.5 Méthode de la Sécante:

La méthode de Newton posséde de grands avantages, mais elle nécessite le calcul de la

dérivée de f(x). Dans certaines circonstances, par exemple si f(x) est complexe, sa dérivée

peut étre difficile a évaluer et peut résulter une expression complexe (ou si f(x) provient
'
d’un calcul expérimental par exemple), on ne peut calculer f (x). On contourne ces

'
difficultés en remplagant f (x) par I’expression suivante:

Sxe) = fGend)

Xn™ Xn-l

JACRE

Algorithme de la méthode de la Sécante:

Entrées : x,, x; : 2 valeurs initiales de la solution

Fonctions f(x), f '(x),tolérance

Condition d’arrét
Initialisation de la condition d’arrét

Tant que la condition d’arrét n’est pas vérifiée faire

S GG = xan)
(f )= f(xaen)

Xn+l — Xn

Mise a jour de la condition d’arrét
Fin Tant que

Retourner x

I1. Résolution des systemes d’équations non linéaires
I1.1 Introduction:
o = r .
Le probleme consiste a trouver le ou les vecteurs X =[x1 X2 x3"'.Xn] vérifiant les n

équations non linéaires suivantes:

fl(xlaxb .X'3,---x,,) =0
fz(Xla X2 X3,--.xn) = O

f3(X1: X2» X3,...xn) =0

fn(xlaxb xs,---x,,) =0
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Oules f. sont des fonctions de n variables que nous supposons différentiables. La méthode
la plus importante et la plus utilisée est la méthode de Newton.

I1.2 Méthode de Newton-Raphson en dimension »:

Supposons qu’on cherche la solution du systéme d’équations non linéaires suivant:

{f (x,0)=0
f(x,»)=0

Les équations f(x,y)=0et f (x,y)=0 définissent implicitement les courbes dans le plan

*)

xy . Ainsi la solution du systéme (*) est un point (p,q) ou les deux courbes se croisent. (i.e:

sf(p,q)=0etf,(p,q)=0)

Pour résoudre une équation non linéaire, la méthode de Newton fait appel a 1’équation

suivante @ x,,, = x;— f ,(x") , qui peut se mettre sous la forme:
f (Xk)
ACT,
Xk "Xk ="
f (Xk)

f '(Xk)(XkH —x)=—S(x)

La méthode de Newton en dimension n repose sur une formule analogue a 1’équation

précédente:
JEXHEX-XH=-FX"H @
Avec 6X = ("' =%N
Ou J est la matrice jacobienne formée des dérivées partielles de F par rapport a X

of (X oS (XD of (X"

a)Cl a)Cz N 5x,,
of (xH of,(x)  af.x)

JXH=|  ox ox,  ox, (b)

of (X9 of.(x) of (X
Ox, Ox, ox,

De(a)ona:
SX=-J(x") F(X")

S>X =X +X (o)
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Nesel S,

_ - |8
F(j(—k): fz(X) . SX = ZJC2

¥Esel Ox,

Pour le cas de 2 équations, (c) devient :

10
{)ﬂ =x1+t0x,

1 0
XQ:)CQ+5X2

1l est a noter que ¥, ¥, et F(¢")sont des vecteurs et que J(y")est une matrice. La

méthode de Newton fonctionne si J est inversible puisque la formule utilise I’inverse de J .

Algorithme de la méthode de Newton en dimension n:

l.
2.

3

. Evaluer la fonction F(}*) =

. Si

Etant donné & un critére d’arrét.

Etant donné N , le nombre maximal d’itération.

, —0 T . . . . \
. Etant donné y' = [ X XS X xg] une approximation initiale de la solution du systéme.

r o1 [ 0 0 0 0y ]
f1(XO) fl(X1’.X2’ X3""xn)

_ 0 0 0 0
fz(XO) fz(X1’X2’ X3""Xn)

—0 0 0 0 0
_f,,(X )_ _fn(.XI’xZ’ _X3,-..xn)_

. Evaluer la matrice jacobienne (é¢quation (b))
. Résoudre le systéme linéaire : J (}k)éy( = —F()—(k) pour 86X (D)

. Calculer le point suivant (équation (¢)) : }k” = }k +6X

<¢ ‘ HF(}(“) <g

—k+1

Convergence atteinte
Ecrire la solution

Arrét

. Si le nombre maximal N d’itération est atteint :

Convergence non atteinte en N itérations.

Arrét

10. Retour a I’étape 5
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Exemple: on cherche a trouver I’intersection de la courbe x,=¢" et du cercle de rayon 4
centré a 0 d’équation y; + x5 =16 . L’intersection de ces courbes est une solution de:
e"—x,=0
T+y;—16=0
X1+ x2 -
Tracgage des courbes:

ezplot(‘exp(x1)-x2") N ] 7\

hold on 3
ezplot(‘x1"2+x2"2-16")

orid ’ / \
axis([-4 4 -4 4]) :

exp(x)-y
$Cry?-16

Calcul du J : '{4 3 2 1 0 1 2 3 4
6f1 8f1 Fig)l(lre 1.3
Ox;  Ox, et -1
J(x 9x2) = =
1 of, Ofy| \2x 2x
ax1 aXZ
D’apres la figure 3:

La premiére solution est proche de (-4,0).

La deuxiéme solution est proche de (2.8,2.8).

Soit ¥'=[2.8 2.8]'
28 [%J:_ o428
22.8) 2(2.8) )\ Ox (2.8)° +(2.8)" 16

16445 —1)(6x)  (13.645
56 56)\S6x,) |—0380

Dont la solution est : 6X = [—0.77890 0.83604]T

Itération 1 :

C'est-a-dire :

10
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x1=x1+0x,=2.8-0.77890 = 2.0211
X2 = x3+0x,=2.8+0.83604 = 3.63604

Itération 2 : a partir de [2.021 1 3.63604]T

Le systeme (D) devient :

eZ.Ole _1 5)(:1 62'0211_3.63604
2(2.0211) 2(2.021) | 6x,) | (2.0211)*+(3.63604)* 16

C'est-a-dire :
75466 -1 \(Sx)  (3.9106
4.0422 72721\ 8x,)  (1.3056
Dont la solution est: 5X =[~0.5048 0.10106]"

On a maintenant :

xi=x1+0x,=2.0211-0.50480 =1.5163
X5 = x»+0x,=3.63604+0.10106 =3.7371

[tération 5 : a partir de [1.3280 3.7731]T

. 3.7735 -1 ox 0.34886x10°"
On doit résoudre: —_—
2.6560 7.5463 )\ Ox, 0.16946x10°"

Dont la solution est : 5 X = [9.03><1 0 9.25><1()’6:|T
xi=x+0x,=1.3281

- {xg =x3+0x,=3.7731
On déduit la convergence de 1’algorithme de Newton du fait que les modules de S5X et de
F (x ) diminuent avec les itérations.
I1.3 Méthodes des points fixes en dimension n:
Il s’agit d’une solution de : X = §(§F) (e)

x1=g1(xlax2,x3,---xn)

xX2=8 (X19X2aX3:---X )
Ouencore de: {° : !

(f)

Xn:gn(X19X29X3s"'xn)

11



Chapitre 1 Reésolution d’équations et des systemes d’équations non linéaires

Définition: Tout vecteur 7 solution du systeme (f) est appelé point fixe de I’application

g(X)

L’algorithme de base des méthodes des points fixes en dimension # reste le méme:
X donné e

{j(—kﬂ _ g(j(—k) ou xy = I:X1 X2 X3--~Xn:|

Analyse de la convergence:

Définition: le rayon spectrale d’une matrice 4 est défini par:

p(A) =max ,1,"

1<i<n
Ou ‘ /L-‘ est le module complexe de la valeur propre 4, de 4.
<1 est tout simplement p(J (;)) <1

L’équivalent multidimensionnel de la condition g'(r)

Théoréme: soitr, un point fixe de 1’application )7=§(7), alors r est attractif si
p(J(r)) <1 ; il est répulsifsi p(J(r))>1.Lecasou p(J(r)) =1 est indéterminé.

p(J (;)) : rayon spectrale de la matrice jacobienne de é(jfd) .

og(r)  0g(r) 0g,(r)

a)ﬂ a)Cz aXn

| ogn og(x)  agyn)
J(l/‘) = a)ﬂ a)Cz aXn
og,(r) ogr)  ag,r)

a)ﬂ a)Cz aXn

Remarque: Dans le cas général comme dans le cas unidimensionnel, le fait que le point fixe

soit attractif ne garantit pas la convergence de 1’algorithme (e) . On doit toujours s’assurer que

la valeur initiale }O appartient au bassin d’attraction du point fixe.

_ [ 2
Exemple: soit <X~ 2~(x2)
Xzz\/;

Cette application ne posseéde que le seul point fixe [1 I]T

Tracage des courbes:

ezplot(‘x1-sqrt(2*x2"2))
hold on

12



Chapitre 1 Reésolution d’équations et des systemes d’équations non linéaires

ezplot(‘x2-sqrt(x1)’)
grid
axis([-6.5 6.5 -5 5])

5 T T
x-sqrt(2-y°)
4 y-sqrt(x)
3
2
1
> 0 \
_1 )
2
3
-4
5
-6 -4 -2 0 2 4 6
X
Figure 1.4
0 —X2
2— 2
2
J (X1a X 2) =
! 0
2Jx
0 -1
JAD)=|1
2

. 1 1
Le polyndme caractéristique est alors p(A) = 12+E, et les valeurs propres sont ii\/; . Le

point fixe [1 I]T est attractif puisque p(J(1,1)) = \/g <1

. —0 T . e . N , .
Si y = [O O] la solution initiale, on trouve les valeurs suivantes apreés exécution de

I’algorithme (e):

13



Chapitre 1

Reésolution d’équations et des systemes d’équations non linéaires

M¢éthode des points fixes en dimension 2

" X! X5

1 0.14142x10" 0.00000%1(°
2 0.14142x10" 0.11892x1('
3 0.76537x10" 0.11892x10'
4 0.76537x10" 0.87485x1(°
5 0.11111x10" 0.87485x10"
3 0.99978x1(° 0.10002x10'
24 0.99978 10" 0.99989x10°

On constate une convergence relativement lente vers le point fixe [1

14



Chapitre 2: Résolution des systémes d’équations linéaires

2.1 Rappel sur I’algébre linéaire:

La transposée d’une matrice 4(A4 e R™") est la matrice 4" (Ae R"™™)
(AT)T =4 ; (4+B) =4"+B" ; (4BC) =C".B 4"

(k) =ka” 5 (A7) =(a)

Matrices diagonales et triangulaires:

Matrice diagonale:

Une matrice A4 telle que g; =0 si i# j s’appelle une matrice diagonale.

ay, 0 .. 0 . .
Fonction Matlab : diag()
0 ax . . .
A= . ; dzag([g11 azz...a,m])ou dzag([g11 azz---a,m],o)
0 0 . a, A= anXan.a.
1 0 0
ai
P O | |
A= an ; A n'existedoncquesig,#0 pouri=1,..n
0 O L
ann

Matrice triangulaire supérieure:

a a cee Ain . .
e : Fonction Matlab : triu()
0 ax» - d2n

a; =0 pour i>j, A= : _— K triu(A) triu(A4,0)

det(4) = ap X anX--am

Son inverse est une matrice triangulaire supérieure.

Le produit de deux matrices triangulaires supérieures est une matrice triangulaire supérieure.

15



Chapitre 2 Reésolution des systéemes d’équations linéaires

Matrice triangulaire inférieure:

an O . .
Fonction Matlab : tril()
ar ad»

.. 0
a; =0 pour i<j, A= : _— Nk tril(A) ou tril(A,0)

det(4) = g X an>--Qm
Anl Anl Ann

Le produit de deux matrices triangulaires inférieures est une matrice triangulaire inférieure.

Matrice identité (unité):

0
Fonction Matlab : eye()
aii =1 Oo1 .. 0
0 Vit I=|. . 7 s eye(n)oueye(n,n))
a;= 17 ] Do : :
' 0 0 det(4) = g X an>--Am

Matrice symétrique:  si A" = 4. Donc a;=a; VietVj

Matrice orthogonale: si A= A
Matrice définie positive: une matrice 4 est définie positive (respectivement semi définie
positive) si  si x Ax>0,¥x#0 (respectivement x' Ax > 0).

Exemple:

1

1
SOil‘AZ(l 5]; x=[x1 XZ]T

x1tx2 2 2
Ax:( j; xTAx:X1(X1+X2)+X2(X1+5)C2):(X1+X2) +4y,
X1+SXZ

qui est toujours positif V x, et x, non nuls.

Les ¢léments d’'une MDP sont positifs.

Les mineurs principaux d’'une MDP sont tous positifs.

Matrice de permutation: une telle matrice s’obtient en permutant les lignes et colonnes de
la matrice identité. Un seul €lément €gal a 1 dans chaque ligne et dans chaque colonne. Les
autres ¢léments sont nuls. Quand on multiplie une matrice A a gauche par une matrice de

permutation P , on permute les lignes. Si p; =1, la ligne i de PA estlaligne j de 4

(c.a.d. laligne i de 4 est remplacée par la ligne j ). Quand la matrice P est placée a droite,

on permute les colonnes. Si p;=1, la colonne j de A est remplacée par sa colonne ;.

0 1 0 0 1 2 3 45 2 01
Soit P={0 0 1|; A=|3 4 5| ;PA=|6 7 8| ; AP=|5 3 4
1 00 6 7 8 01 2 &8 6 7



Chapitre 2 Reésolution des systéemes d’équations linéaires

Déterminant d’une matrice: Fonction Matlab : det( ). Ex. : det(A)

Soit A:(an alzj; det(A4) = an.de =anXan—an*an
azn dxn az dxn
Matrice carrée (nxn) :
amnn dr - Qi
4= a'zl a.22 a_2n
an  dn2 Ann

Si on raye dans A la ligne et la colonne contenant g, on obtient une matrice & n—1 lignes et

n—1 colonnes notée 4

; » son déterminant ‘ A,.j‘ =m,; s appelle mineur de g,; dans 4.
= (_l)w A,-j‘ = (_l)wm@;

On appelle Ci cofacteur de i - det(4) = a11|A11| _012|A12| + a13|A13| tot (—l)nﬂam

Aln

n+l
=aumn—aomntasmpat..t (_1) A1,Mi1y

Exemple:
ain diz2 diz
_ a» ad» az dAx az d»
a axn az=an —an tans
asz  adsz as; dasz as; dads
as ds dsz
= 6111(61226133 - 61236132) - 6112(61216133 - 61236131) + 6113(61216132 _61226131)
Propriétés:

det(A4)=det(4)"
det(A4.B) = det(B.4) = det( 4).det(B)

1
det(A)

det(A)=det(4 ) =1 ; det(4")=

Remarques:

Le déterminant concerne les matrices carrées.

Si Aest une matrice réguliere: det(4)#0. Elle est singuliére dans le cas contraire

(det(4) =0).

Le déterminant d’une matrice triangulaire ou diagonale est : det(A4) =[] as
i=1

Le déterminant se calcule avantageusement pour une décomposition deux matrices
triangulaires (LU ).
Si A est orthogonale : det(A4)==1

Rang d’une matrice: Fonction Matlab: rank( ). Ex. : rank(A)
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Chapitre 2 Reésolution des systéemes d’équations linéaires

nxn

C’est la dimension de son plus grand mineur non nul. Si 4™ est réguliére, rang(A4)=n
1 2
Exemple : 4= 5 3 ; det(A)=—-1#0=rang(A)=2

Inverse d’une matrice: Fonction Matlab: inv( ). Ex. : inv(A)

Soit det(4) # 0

Cit Ci2 .- Cun
Cx d2n - Con
Cnl Cn2 Cnn -
A_1 — Matrice adjointe — A — ad](A)
det(A) det(4)  det(A)

c; - sont les cofacteurs. ¢, = (—I)Hjmy
AA'=4"4=1
e Une matrice qui posséde un inverse s’appelle inversible ou réguliére. Une matrice qui n’a
pas d’inverse se dénomme singuliére. (I’inverse n’est défini que pour les matrices
carrées). 4 est unique.
« (4B)'=B"4"
Vecteurs propres et valeurs propres: Fonction Matlab pour les valeurs propres: eig( ). Ex. :
eig(A)
Soit 4™" . Le nombre complexe A est dit valeur propre de 4 et x vecteur propre de 4
associ¢a A si: Ax=Ax x#0
Les valeurs propres de 4 sont solution de 1’équation polynomiale: det(4—A7)=0. Ce
déterminant est un polynome de degré n en A : P, (A)=det(4—- A1)
La matrice 4 possede donc n valeurs propres qui sont les # racines (réelles ou complexes,
simples ou multiples) de ce polynome.

e Le polyndme caractéristique est P, (1)
det(4) =[] A,
i=1

e Trace d’une matrice: 17(A)=>q.:=2. A
i=l i=1

e Norme vectorielle: Fonction Matlab: norm( )

On appelle P-norme, la norme /,, d’un vecteur x € R"
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Chapitre 2 Reésolution des systéemes d’équations linéaires

1

1
= L r\r P P P\p
] =(Shel) = (e o)
p i=l1
1 1
= L 2)2 2 2 2\3 2 2 2
. X =l ) = (e )P = Ve

Norme euclidienne: H 2 (E x,) XX X AT e

Fonction Matlab: norm ( x) ou norm(x,2)

Norme /, H;CH =Z .Xi‘ ; Fonction Matlab: norm(x,1)
1 i=1

Norme ] :H;szmax x,-| ; Fonction Matlab: norm(x,inf)

1<i<n

mxn

Norme matricielle: 4R

1
n

m »
Jl, (£ 5 e

HAH1 = maxz a;| ; (sommer en valeur absolue chacune des colonnes de A et choisir la plus
Ij<n
grande). Fonction Matlab: norm(A,1)
HAHOO = maxz a;j| ; (sommer en valeur absolue chacune des lignes de A et choisir la plus
I<jsm

grande). Fonction Matlab: norm(A,inf)

||A||2=,/ p( A" .A) - p( A" .A) : rayon spectral de 4.4 (plus grande valeur propre).

Fonction Matlab: ou norm(A) ou norm(A,2).
Rayon spectral d’une matrice A:

Le rayon spectrale d’une matrice 4 est défini par:

p(4) = max| |

1<i<n

Ou ‘ /L-‘ est le module complexe de la valeur propre 4, de 4.

e Fonction vectorielle:

fiR">R"; xeR

F) =[f (0. 10 f ()]
e Gradient de F par rapporta X :

Soit X = [X1 X2 X3---Xn]T

T
oF(¥)_OF(F¥)_|OF(F ) oF(X ) oF(F )
ox Ox; v  Oxy | Ox,
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Chapitre 2 Reésolution des systéemes d’équations linéaires

e Jacobienne d’une fonction vectorielle:

of(X) of(X)  f(X)

Ox, 0x, Ox,
of(x) of(x) f(x)
J(x )= Ox; Ox, Ox,

of (%) of,() ()

Ox, Ox, Ox,

2.2 Méthodes directes et indirectes:
Soit le systéme linéaire Ax =b ou A4 est une matrice carrée (nxn).x et b sont des vecteurs

colonnes. Ae R™,beR", xeR"

din di - Ain b1 X1
daz d» - A2 b, X2
A=|"" 77 Slib= 0 s x=|T)
anl an2 Ann bn Xn

anxitanx:t-+tawx,=b

anxitanxat..+anx,= b, C _ =1
. ou Zaljxj—bi ,i=1:n

J=1

anX1t amnXat -t amwx,=b,
Résoudre Ax=b c’est de trouver le vecteur x vérifiant le systéme.
2.2.1 Méthode de Cramer:
Si det(4) #0 ( A4: matrice régulicre) le systéme admet [’unique solution : x =y, ,i=1:n
Ou A est la matrice obtenue en remplacant dans 4 la i"™ colonne par la colonneb .

Numériquement on calcule : det(4);det(4,),i=1:n ;M, i=l:n

det(A)
La méthode de Cramer devient tres lente dés que n dépasse 4.
Les méthodes de résolution du systtme Ax =b peuvent tre directes ou indirectes (itératives).
Les méthodes directes: elles donnent au bout d’un nombre fini d’opérations une solution exacte
du probléme. Les méthodes directes sont: méthode de Gauss, méthode de Gauss-Jordan, méthode
de décomposition de 4 en LU , méthode de Cholesky.

Les méthodes itératives (indirectes): une méthode itérative de résolution du systéme Ax =5

consiste a passer au systétme x=ax+ [ dont la solution est la limite de la suite définie par
X =ax®+ . x'? est une approximation initiale.

Les méthodes itératives sont: la méthode de Jacobi, et la méthode de Gauss-Seidel.
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Chapitre 2 Reésolution des systéemes d’équations linéaires

2.3 Méthodes directes:
2.3.1 Méthode de Gauss:
SoitAx=b, ou A est une matrice (nxn), régulicre. Le principe consiste a transformer une

matrice A en matrice triangulaire supérieure.

[A:b]—)[A*:b*}

* * * *

ann  an Ain bl

* * *

din diz - A b1 0 dx» - Ao bz

* * *

. a d»n - d2 bz 0 0 a a b
ie.: : . ' n ' N 33 '3n '3
0 0 0 :

an an2 Ann bn .

* *

0 0 0 ann bn

Puis on résout le systétme: 4'x=p
Algorithme:
al(]»lc+1)=af~j«lc) i=11k,j=121’l

(k)
kel) 0 air k . . - 1.
aff —af; _ l(k)'agg‘) i=k+l:n,j=1:n
Ak
et p¥=p i=1:k
ay
bﬁ’””=b§“—l—k (k) i=k+1:n

(k)" Yk
A ik

Sous une autre forme : ( [; : représente la lignei)

(k)

(k+1) ky  Aik (k) . 1.
L < L —;k. H i=l:n
(k)
A kk
(k+1) (k) (k) 7 (k)
Li <L —mi- Lk
Résolution par retour arricre :
_ 1 * _ * *
Xn=— "« bn s Xn-1— " = (bnfl_an—ln x,,,)
Ann An-1n-1
1 * * *
xi=—bi—an Xy =i x,,)
an

det(A)=(-1)[[alf’  Jj:estle nombre de permutation
k=1

2.3.2 Méthode de Gauss-Jordan:

Soit 4 une matrice réguliére. Le principe consiste a transformer A4 en une matrice identité.
[4:6]>[1:p"]

Ax=boIx=p =>x=p
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Chapitre 2 Reésolution des systéemes d’équations linéaires

Algorithme:
(k)
(k+1) _ Ak -7
ai =n ]—kn
A kk
(k+1) _ (k) (k) (k+1) 1. : s _ .
ai; =ay —ai-ay i=lini#k, j=k+1:n
(k+1) ik)
+1) . .
et p —m i=1:k
A ik

B ==L =l ik
Sous une autre forme : ( [; : représente la lignei)
()
L Ly
k

(k)
Ak

L0 [0 g® [0 olinisk
Exemple: résoudre le systéme suivant par les méthodes de Gauss et Gauss-Jordan.
2x+3x,—x;=5
4x,+34-3x;=3
—2x1+3x2—x3 =1

a) Méthode de Gauss:
3 -1 5 X1
A= 4 4 3|;b=|3| ; x=|x,
-2 3 -1 1 X3
Itération1: k=1 ; mjlk)?i:2:3,(i:k+1:n)
Q) M
(1): azl :izz' m(l): a31 :_—2:—1'
21 (1) > 31 ) ’
all 2 11 2
2 3 -1 5 2 3 -1 5

4 4 3 3| [P=1P-m)1">|0 -2 -1 -7
-2 3 -1 1) [=19-mi. 1" (0 6 -5 -15
Itération 2: k=2 ; mgi)?i:3,(i:k+l:n)

)
@ _ 4; 6

m,, = (222)=_—2:—3
2 3 -1 5 2 3 -1 5
0 -2 -1 -7 -0 -2 -1 -7
0 6 -5 -15) [P=19-mS ¥ 0 0 -5 -15
2 3 —1)\x 5
Ax=p<|0 =2 -1| x,|=| -7
0 0 —5)x;) (~15
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Chapitre 2 Reésolution des systéemes d’équations linéaires

2x,+3x,—x3=5 xi=1
= —2x1—x3:—7 f— )szz ;x:[l 2 3]T
“S5x,=—15 | x;=3

b) Méthode de Gauss-Jordan:

Itération 1:k=1; a})'= @/ =22i=2:3,(i#1)

3 -1°5 o w (1372 -2 502
44 33| I=SE=eol 4 4 30 3 =10 -al LY >
2 3 -1 1 an 2 3 -1 1P == L®

1 3/2 -1/2 5/2

Itération 2:k=2; a“'= aP'=-22i=1:3,(i£2)

w = Gy =7
1 3/2 -1/2 5/2 o . 1 3/2 -1/2 5/2 Lf) = sz)—ag). L(23)
3 _ L2 _ La
0 -1 -7 > —E—_—z—) 0 1 1/2 7/2
0 6 -2 6 0 6 2 6 )P=1P-4%.LY

1 0 -5/4 -11/4
01 1/2 7/2
0 0 -5 -15

Itération 3:k=3; a},'= ay) =-52i=1:2,(i#3)

1 0 -5/4 -11/4 W (10 =514 S\ L= [0 af). 1f
01 12 72| [P=55=%0510 1 12 72 |10= 106 LY
00 -15 ass 00 1 3

00 1

01 0 2|=x=[123]=p

00 1 3
H_J

I

2.4 Méthode indirectes (itératives):

2.4.1 Méthode de Jacobi : (méthode itérative)

Soit le systéme linéaire : (g, # 0)
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Chapitre 2 Reésolution des systéemes d’équations linéaires

anxitanpx: -t anx,=b

anxitanx,t--+taux,=b

an1x1+an2x2+"'+annxn = bn
X1= ﬂ1+6¥12X2+0!13X3+---+0(1an

x2:182+6¥21)C1+Q’23X3+---+052nx;1

Xn= ﬁn+an1X1+an2X3+"'+ann—IXn—l

: ) -a; .. ..
‘ﬁl:i, i=l:n et g,=—= i#j, i,j=l:n
O y
u aii Aii

a:=0, i=l:n

Ce systéme réduit sous forme matricielle : x=ax+/£ ou a=(g;) et f=(f))

0 (04V) -1 i ﬂ1

| an 0 ax Qo | | _ ﬂz
a= . : . : : s B=|"
i O n2 O nn-1 0 ﬂn

Ax=b< x =ax +f (forme récursive)
, (k+1)
¥?donné: x =ax“+p  keN

n
ktl k k+1 k H .
P =ay )+/B<:>xg+)zzaijx(j)+ﬂi si=lin

J=1
j#i

1 n
k+1 k i =1-
X =—lbh=Dapx | i=ln
A =

aii
J#i
(k+1) 1 I N (k) N (k)
+ L.
X =—\bi= 2 asx’ =X asx | s i=lin
ai | j<i J>i

La matrice A peu étre écrite sous la forme:

A=D+T,+T,
an 0 0 0 0 0 0 0 0 0 an iz - Ain
0 an O 0 0 an 0 0 0 0 0 axn - au
OuD=| 0 0 g3 0 O [iT|as ax O 07,0 0 0 :
. . . 0 . . . 0 g
0 0 0 0 g4, am v o Ay O 0 0 0 0 0
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Chapitre 2 Reésolution des systéemes d’équations linéaires

Ax=b (D+T,+T,)x=b
=>Dx=—(T,+T)x+b

X" =-pT+T)x"+D7b
V=g xP+ B,

Convergence de la méthode de Jacobi:
Une condition nécessaire et suffisante pour que [’algorithme de Jacobi converge

indépendamment de x est: p(a,)<l ou p(a)=max /11,‘ est le rayon spectral. j, est la

1<i<n

valeur propre dec .

Si la matrice A4 est a diagonale strictement dominante (DSD) : (‘ a,»,-‘ > Z‘ a;| Vi) la méthode de
=1

J#i
Jacobi converge.
Remarque: p(a)= ||a|| quelque soit la norme matricielle utilisée.

2.4.2 Méthode de Gauss-Seidel : (méthode indirecte (itérative))
La méthode de Jacobi peut s’écrire aussi comme suit:
xi= {b Zaux Z ai/'x.(/'k)j| s i=lin
=i+l

Dans la méthode de Gauss-Seidel, pour le calcul de x'**”, on peut utiliser ™", x(*, %

déja calculés etles 0, &0 0D

kl kl k 1.
{b > z}l

de I’itération précédente. Cela revient a écrire :

Jj=i+l

Suivant la notation introduite par la méthode de Jacobi, la méthode de Gauss-Seidel s’écrit sous

forme matricielle:

Dx(kﬂ) —b— Tix(k+l) _ Tsx(k)

=D p-T -1

(T, +D)x*" =b—7 x"

=~ 4+D) T X" +(T;+D)b

k+1 k
x"V=gex™+ B,

Cette dernicre peut étre obtenue comme suit:

1. On garde la premiere équation inchangée.

2. On remplace dans la pieme (k+1)

équation x; par sa valeur

(k+1) o x(2k+1)

3. On remplace dans la 3iéme équation par leurs valeurs.

25



Chapitre 2 Reésolution des systéemes d’équations linéaires

Convergence de la méthode de Gauss-Seidel:

Si p(a,) <1 laméthode de Gauss-Seidel converge.

Si la matrice A est a diagonale strictement dominante (DSD), la méthode de Gauss-Seidel
converge.
Si A est définie positive, la méthode de Gauss-Seidel converge indépendamment du vecteur
initial.
2.4.3 Décomposition LU:
Principe de la méthode:
Le principe consiste a décomposer une matrice 4 (non singuliere) en un produit d’'une matrice
triangulaire inférieure L (Lower) et une matrice triangulaire supérieure U (Upper).
A=LU
Ax=b
LUX =b
La résolution du systéeme Ax = bse ramene a la résolution de deux systémes:
D'abord Ly=b— y?
puis Ux=y — x?

Remarque: la décomposition LU n’étant pas unique. Le choix le plus populaire consiste a
imposer que la matrice U ait des 1 sur sa diagonale (décomposition de Crout). Matlab, par
exemple, préfére de mettre des 1 sur la diagonale de L. Il est en résulte une décomposition LU
différente de celle de Crout, mais le principe de base reste le méme.

2.4.3.1 Décomposition de Crout:

On considére une matrice 4x 4

an diz a3z s 111 0 0 0 1 Uiz U3 U4
d dx» ax dxu| I I 0 O % 0 1wy wuxn
asr dsz dszz A4 [5i I3 I 0 0 0 1 U3zs
da1 A4 dA43 dsa 141 142 143 144 0 0 0 1

Identification:
1) Produit des lignes de L par la premiére colonne de U :

lhw=an, [h=an, [s=asn, lu=aas

1 cre

(17 colonne de L est égale a la 1 colonne de 4 ).

2) Produit de la 1° ligne de L par les colonnes de U :
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Lhwn=an, hws=ass

_an _an
S U=, UBT
11 11

On a la premiere ligne de U si [,;,#0

3) Produit des lignes de L par la 2™ colonne de U :

Lwntln=axn

Latis = ans

_ a4

Uis—

[

[=ax»—lhun

Lhwntln=an =1 =axn—lun

launtlo=asn

lo=asn—laun

4) Produit de la 2iéme ligne de L par les colonnes de U :

{lzluls"'lzzuzs =an
=

Loautrat Inttos = aos

Uy =

azs_lzluls

[

_ a24_121u14

Uz —

5) Produit des lignes de L par la 3™ colonne de U :

[2

{131u13+132u23+133 =ass N {133 =axy—lauis—lnus

Lo tilnuntls=as

6) Produit de la ligne 3 de L et la 4™ colonne de U :

ls=as—auis—lous

[sitrat Isouaa+ [33u34 = Qs

a34—l31u14—132u24

= U=

[3

7) Produit de la ligne 4 de L et la 4™ colonne de U :

Latia T Lagttoa + Lasttsa 14 = aua

= Ly = asa— lawra = Lotas — La3ut3s

Algorithme : Décomposition de Crout:

Décomposition LU (sans permutation de lignes)

1°® colonne de L : li=a, i=L2,.n
ére 1: . _ au .
17" ligne de U : uli—l— i=12,..n
11

pour i=2,.n—1
i—1
Calcul du pivot: [, =g, — ZI kU ki
k=1

pour j=i+1l,i+2.n
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Calcul de la i colonne de L

i—1
li= a.ﬁ—lekukf
k=1

Calcul de la i colonne de U

i1
ai;— ZIikukj

— k=1
Uy=—"—

Li

n—1
lnn =am~ Zanukn
k=1

2. Descente et remontée triangulaires

Descente triangulaire pour résoudre

11

pour i=2,.n

i—1
bi— z [ iKYk
— k=1
lii
Remonté triangulaire pour résoudre
Ux=y (u;= 1)

x?‘l:yn

Vi

pour i=n—1,n-2,....... 2,1
Xi=),— Z UikXk
k=i+1
Dans cet algorithme /, # 0

Remarque: si A=LU avec

L=(/,) avec];=1 (1<i<n) unematrice triangulaire inférieure

et U une matrice triangulaire sup érieure
L et U sont données par:

Uiy=a; pourj=L.n
li=— pourizl,..n;]iizl
[;=0 pour j=i+1,.n

u; =0 pour j=1,.i-1
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1—1
uij:aij_zlikukj
T k=l

Jj-1
ai;— likukj
k=1

U

3 -1 2)(x) (12
1 2 3 |xl=|11
2 22 -1lx) (2

30 0
L=11 1, 0
2 Iy s

19 ligne de U ? Pivot=3. On divise la ligne 1 de A par 3:

1 -1/3 2/3 | )
U=\0 1 U2s ;u12:%:% ; l/l13:%:§
0 0 1 " 1
2me colonne de L:
S 1 1, 7
lii:Clii_z[ikuki;122:Clzz_lelulz:azz_lzlun:z_(l)(__):_
k=1 =1 373
. 4 3 0 0
132:6132_[311/!12:2_(2)(_3):_53L: 1 7/3 0
2 —4/3 [
2 Jigne de U-
i1 )
aa—zlikukj P 3—(—1)(3j
_ k=1 . _an~”lnuis _ _
YT T 7
3
1 -1/3 2/3
U=|0 1 1
0 0 1
[3?
2 —4
13326133_131u13—lszu23=—1—(2)(§j—(?j1=—1

29



Chapitre 2

Reésolution des systéemes d’équations linéaires

3 0
L=|1 17/3
2 —4/3
Ly =>b: descente triangulaire
y1=ﬁ=2=4; 2:b2_121y1:11_(1)(4):3;
lll 3 122 z
3
2—@)(4)—(‘4)(3)
y3:b3—131y1—132y2: 3 —9
133 (_1)

Résolution de ux = y

0
-1

-1 2
X3:y3:22 x2=y2—u23)c3=3—(1)(2)=1; x1=y1—u12xru13x3=4—(?j(1)—(§j2=3

Remarque: il est possible d’utiliser la méthode d’¢élimination de Gauss pour résoudre le systéme

T
x=[312]
Ax=b; A=LU
™
1 0 0 Ain+l
2
mai 0 Cl(zn)+1
— . — 3
L= ms msz 0);B= Cl(sn)+1
M Mp2 My3 1 af;r?i—l
Algorithme:
pouri=k+1:n
(k)
_ Adik
Mik =%
A ik
Air = Mik
pour j=k+1:n+1
(k+1) (k) (k)
ij —ai; T MiQi
Fin pour
Fin pour
Notation en forme compacte:
™ O
an  an
2 2
mai a(zz) a(zs)
(3)
msz ms2 as;
Mp Mp2 Ma3
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(2)
A

(3)
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(n)

nn

) ) (1

an an In
(2) (2) (2)
0 a» dxs dan
(3) 3
0 0 ass A3n
0 0 0 (m)
nn
(O]
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(2)
A2n+1
(3)
A3n+1
(n)
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Chapitre 2 Reésolution des systéemes d’équations linéaires

Exemple: utiliser 1’élimination de Gauss pour construire une factorisation LU pour la matrice

4 3 -1
suivante: A= -2 -4 5
1 2 6
k=1;m, _72 _71;1’1’131:%
1 00 4 3 -1
A=|0 1 O|x|-2 =4 5 |L,—mulL
0 0 1 1 2 6 )Li—myl

1 0 0) (4 3 -1
=A4=|-05 1 0|x|0 =25 45
025 0 1 0 125 6.25

k= 2:7’1’l32—125 ==0.5

-1
0[x/0 =25 45
51 0 0 85

L U

= A=|-0.5

-1
A=|-05 J =25 45
025 0 1.25 6.25) Ls—muL,
0
1
025 -0.

Décomposition LU en Matlab:

[L,U]=u(4);

U : matrice triangulaire supérieure.

L : matrice triangulaire inférieure permutée telle que : A =L*U
[L,U,P]=1lu(A);

U : matrice triangulaire supérieure.

L : matrice triangulaire inférieure ayant des 1 sur la diagonale telle que : L*U = P* 4

Exemple:
A=[1 2 34 5 67 8 0];
[LLU]=lu(4)

0.1429 1.0000 0 7 8 0
L1=]0.5741 05 1.0000| ; U=/0 0.8571 3
1.0000 0 0 0 0 4.5
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Notons que L1 est une permutation d’une matrice triangulaire inférieure.
Si on permute les lignes 2 et 3, puis 1 et 2, on obtient une matrice triangulaire inférieure
ayant des 1 dans la diagonale.

L1*U donne A4;x=inv(U)*inv(L1)*b

[L2,U,P]=1u(A4)

1 0 O 7 8 0 0 0 1
L2=0.1429 1 O|; U=/0 08571 3 |; P=/1 0 O
0.5741 05 1 0 0 4.5 010
Notons que L2=P*L1
0 00
P*A-L2*U=10 0 O
0 00

Dans ce cas on a:

P*A=12*%U = A= p 12U = p'L2U
Ax=b< P'L2Ux=b

P 'L2Ux=b

L2Ux = Pb
L2y=Pb=y?
Ux=y=x?

2.4.3.2 Méthode de Cholesky:
Soit A4 une matrice carrée d’ordre n non singuliére et symétrique (A= 4" ). Cette méthode

consiste a décomposer 4 en deux matrices L et [ de méme dimension que A4 (L : matrice
triangulaire inférieure). Pour que L existe, il faut que A4 soit définie positive.
Remarque: L n’est pas unique.
Cette décomposition devient unique si ’on fixe a ’avance les éléments diagonaux |/, avec
li> 0
Ax=b< LL'x=b {L;:b
Lx=Yy

Calcul des /,: A=LL" (Paridentification)

2

[ =an

2,2, 2 2 2
[atlntlsttliatli=aq

Ll it 1ol jptlnl s+l y=az, 1>]

1,=0, sii<j
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Li=A+an

i—1
/ 2 . .
lii: aii_zlik > i=2:n
k=1

1 < e
lij:l_(aij_ZZikljk)a i>j(@=j+1:n)
i k=1

J

l,'j:O, Sll<]
Ax=>b
Résolution de Ly=b
Ll'x=b ;
L'x=y
y:Q
"l
D’ou I’on déduit : il
bi_zlikyk
k=1 .
y=—""-"—— i=2:n
lii
_Vu
Xn=
lnn
yi_zlkiXk
Xi= "7‘” i=l:n-1

Remarque: la méthode de Cholesky permet le calcul du déterminant de 4 . En effet:
n 2
A=L[" = det(4)=det(LL") = det(L) det(L) = (det(L))’ = ([11.)
i=1

Décomposition de Cholesky en Matlab:
[ =chol(A,'lower")
A est une matrice définie positive et symétrique.
Exemple:
A=[2 3 43 5 6,4 6 9];
[ =chol(A,'lower")
1.4142 0 0

[=]2.1213 0.7071 0
2.8284 0 1

2.4.4 Décomposition QR:
I1 existe différents moyens de décomposer une matrice quelconque. L’une des plus utilisée est la
décomposition QR.

mxn

Soit 4 une matrice de R™". A peut étre factorisée comme suit : 4 =R
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QO : matrice orthogonale (mxn), QTQ =1.

R : matrice triangulaire supérieure.

On peut utiliser cette décomposition pour résoudre un systeéme linéaire (probléme des moindres
carrées) : Ax=b (A Ax= A"b).
Si A=QRetQ'Q=1

A'Ax=4'b < (OR) QRx=(OR)'b

R'TQO'ORx=R"Q'b <= R"Rx=R"Q'b

& Rx= QTb (R: non singuliere)
A :n’est pas forcément carrée (systeme surdéterming).

QQT =1 (pour les matrices carrées).
0 '=0"; det(Q) = 1;[0x] = |x]; (Ox) (@) = x

La multiplication des vecteurs avec une matrice orthogonale préserve les normes et les produits

scalaires.

Algorithme: (résoudre un probléme des moindres carrées par la décomposition OR )
1. Calculer la décomposition QR . A =0OR
2. Calculer d=0'b

3. Résoudre Rx = d par retour arriére.

Exemple:
3 -6 -1
A=|4 -8|;b=|"7
0 1 2
1.A=QR avec:
3/5 0
0=|4/5 0] ; R:(S —10}
0 1 0 1
2.d:Q’b:ﬂ
2

) 5 =10 x, 5
3. Résoudre: =
0 1 X2 2

Dot x;=5;x,=2
11 existe plusieurs méthodes pour le calcul de la décomposition QR : méthode de Gram-Schmidt,

méthode de Housholder,.. .etc.
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2.4.4.1 Méthode de Gram-Schmidt:

Soit A= [al‘az... an}
Q1> A, . VECteurs colonnes
u

. W
m=ar-e1=y5
o]

uzzaz—(agxel)el;ezznz—zn
2

_ T T . _ Uk+n
Urn = arn—(araxeder—--(araXevers e = ”
uk+l||

| ||:la norme .,
Décomposition QR :
a{Xel agXel aﬁxel
0 o X ,Tlx
Az[al‘az‘”an]=[e1‘ez--.en}< 6120 el a . el
0 0 a,xe,
Exemple:
1 10
A=[1 0 1|5 a=[L10] ;@ =[101] s a=[0.11]
01 1
1
1 1 \/5
w=ar=|1 'e:ﬂzi 1= b
llo,l”ul”\/zo 2
0

111 7 =17
ur=a>—(az xede= [1,0,1]T ——[,,0} = {2,2,1} ;
zﬂzL[l—llHl 12 }
[<%) ||u2|| \/g 2323 6’ 6,\/6
2

! 1117
= — TX — TX =| =, N ; = = — ) )
us=as—(as xeder—(as X ez)es { 303 3} e ] { 33 \/g}



Chapitre 2 Reésolution des systéemes d’équations linéaires

2 bt r
aiXel aXe aiXe 2 \/35 \/15
Ainsi O=| 0 Tx e, |=| 0 = —
Q az” e Cl3T €2 \/g \/g
0 0 as>e;
o 0 2
V3
Factorisation OR en MATLAB: gr()
2 3 7
' 1 -1 1
Soit 4= ;b=
2 2 5
4 1 6
A=[2 31 -L2 24 1];b6=[7;1;56];
[0, R]=qr(4)
disp('Q =");disp(Q)
disp('R ="),disp(R),
d=0'b;
x=R(1:2,1:2)\d(1:2)
x=inv((R(1:2,1:2))*d(1:2)
—0.4 0.6828 —-0.4756 —0.3842 -5 26
-0.2 -05295 0.0714 -0.8213 0 2.8705
0- . R= ; x=[1.2961,1.2767]
—-0.4 03344 0.8522 —-0.0441 0 0
-0.8 -0.3762 -0.2061 0.4195 0 0

2.4.5 Décomposition en valeurs singuliéres SVD (Singular value decomposition):

La décomposition en valeurs singulieres (SVD : Singular value decomposition) exprime la

mxn

matrice 4 sous la forme :

A=USy"
u™m ety Sont des matrices orthogonales.
S™" est une matrice diagonale (de méme taille que 4 ). Ses termes diagonaux, tous positifs ou

nuls, sont les valeurs singuliéres de 4 . Lerangde 4 est égal au nombre de valeurs singuliéres
non nulles.
e si 4 estrégulicre tous les g, sont>0

e [a matrice inverse est donnée par:

A =USYY =y (S U H=V(SHUT
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(L’inverse d’une matrice orthogonale est égal a sa transposée).

D’ou on déduit la solution du systéme :

x= A=V (SHU *b= V.diag(Si).UT %

Décomposition SVD en Matlab:
Soit:

1 2
A=|3 4|;4=]1 23 45 6
5 6
[U,S,V]zsvd(A)
-0.2298 0.8835 0.4082
U=|-0.5247 02408 -0.8165
-0.8196 -0.4019 0.4082
9.5255 0
S= 0 0.5143 | ; V=(
0 0
err=U*S*y)—A4

-0.6196
—-0.7849 0.6196

n

—0.7849}

:l.Oe—14*[—0.0666 —0.0888;-0.0888 —0.1332;-0.3553 —0.2665]
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Chapitre 3: Différentiation et intégration numériques

3.1 Introduction:
Le probleme consiste a obtenir des approximations des différentes dérivées d’une fonction

X,
f(x)de méme que de '[ f(x)dx . On parle alors de dérivation numérique et d’intégration

X

numérique. On fait face a ce type de problémes lorsque, par exemple, on connait la position
d’une particule a intervalles de temps réguliers et que 1’on souhaite obtenir sa vitesse. On doit
alors effectuer la dérivée de la position connue seulement en quelques points. De méme,
I’accélération de cette particule nécessite le calcul de la dérivée seconde. Si, a I’inverse, on

connait la vitesse d’une particule a certains intervalles de temps, on obtient la distance

inconnue en intégrant la vitesse dans I'intervalle[ x,, x,]-

3.2 Différentiation numérique:

3.2.1 Dérivées d’ordre 1:

Le processus numérique pour approximer la dérivée de f(x) est le suivant:

7@ =tim? (Hh]z_f =) 3.1)

h—0

Cette méthode consiste a choisir une séquence { h k} tel que j, — 0 et calculer la limite de la

séquence:

S (x+hp)—f (%)
hi

D, =lim k=12,... (32)

h—0
On calcule un nombre fini des termes D,, D,,...Dy dans la séquence (3.2) jusqu’a ce que
|Dya=Da| 2 [Dy—=Du
Exemple:
Soit f(x)=¢" et x=1. Calculer les quotients de différence D, en utilisant les pas j, =10"

pour k =1,2,...10. Utiliser 9 décimales pour les calculs.
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Chapitre 3 Différentiation et intégration numériques

fG+h)—f(x) _(e™~e)

k

hk hi
hi Fi=/A+n)|  fi,—e |Di=(f,—e)/h
7 =0.1 |3.004166024 [0.285884196| 2.858841960
h,=0.1 2.731918700
h;=0.1 2.719642000
hs=0.1 2.718420000
hs=0.1 2.718300000
he=10" 2.719000000
h,=10" 2.720000000
hs=10" 2.8000000
: 3.000000
ho=10" 0.000000

La valeur exacte est £ (1)~ 2.718281828.
La valeur j, =10 donne la meilleure approximation : ps=2.7183

On a 0.0007 =| DD 2| Ds—D,| = 0.00012
= D:; est la meilleure approximation.
Pour %, =0.1(trop large), on n’obtient pas une bonne approximation.
Si p, esttres petit f(x+h) et f(x)f(x) sont tres proches : on soustrait de quantités presque

¢gales = la différence tend vers O( le cas de },5, Do — 0).

Formules de différences finies d’ordre 1 pour f '(x):

f '(x) = / (x+h})l—f (x) + O(h) : Différence avant d’ordre 1

f '(x) = f (x)—;; (x—h) + O(h) : Différence arriére d’ordre 1

Formules de différences finies d’ordre 2 pour f '(x):

—f(x+2h)+4 f (x+h)-3 1 (x) L0
2h

%) : Différence avant d’ordre 2

)=
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%) : Différence centrée d’ordre 2

Fy - LUDSCRIW g,

= 304 f(xz—hh)+ fa=2m) o

%) : Différence arriére d’ordre 2

3.2.2 Dérivées d’ordre supérieur:

Formules de différences finies pour f "(x) :

v S22 f (=) ()

f(x)= ; + O(h) : Différence arriere d’ordre 1
h
" +2h)=-2 f (x+h)+
f(x)= S ct2h) fz(x APAC) + O(h) : Différence avant d’ordre 1
h
" +h)-2 +f(x—h
f(x)= S cth) f(zx) S C=h) +0()?) : Différence centrée d’ordre 2
" —f(x+2h)+16 f (x+h)-30 f (x)+16 f (x—h)— f (x—2h
£ = S x42m)+16 f (x+7)=30 f (x)+16 f (x=h)— f( )+0(h4)
125
Différence centrée d’ordre 4
Formules de différences finies pour f (4)(x) :
f(4)(x) _ f(x+2h)=4 f(x+h)+6f(x)-4f(x=h)+ f(x=2h) o)

h4

Différence centrée d’ordre 2

3.3 Intégration numérique:

3.3.1 Méthode du trapeze (simple): (MTS)

X,
On souhaite évaluer j f(x)dx ou f(x)estune fonction connue seulement en deux points ou
Xo

encore une fonction n’ayant pas de primitives. Une solution consiste a remplacer f(x) par le
polyndme de degré 1 passant par les points (x f(x)) €t (x»f(x;)) comme Dillustre la

Figure 3.1. La valeur approximative de 1’intégrale correspond a I’aire sous la courbe du

polynome. Cette aire forme un trapeze.
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S(X)p
7| —
Joeo)|-----
x
X0 X1 -
Figure 3.1

L’intégration numérique est un outil essentiel utilisé¢ par les ingénieurs et les scientifiques

pour donner des réponses approximatives aux intégrales difficile a résoudre analytiquement.

xl —
J £ =E2E )+ ) = 5+ ()

Xo

Exemple : évaluer numériquement | sin(x)dx par la méthode du trapéze.

Se—u|x

s
I = [ sin(x)dx l(sm(0)+sm( ))———0.785398164

o'—.mm

Qui est une pietre approximation de la valeur exacte de 1. L’approximation est assez
médiocre.

3.3.2 Méthode des trapezes composée:

—da

On décompose ’intervalle [a,b] en n sous-intervalles de longueur 4 =

Dans chaque sous-intervalle [ Xi» Xi+1] , on utilise la méthode du trapeze.

n—1 Xt n—1

s =3 [ s = Y3 0+ e = 23 )+ )
a X

= g[(f (xo) + Q)+ (F )+ f Ge)) +oet (F () + F Geac) + (F G + F(x0)]
Tous les termes  f'(x;) sont répétés 2 fois sauf le premier et le dernier.

[ f(o)dx = g(f(xO) +2[f G+ S e )+t (F Genn) + () ]+ F(x))

x,:xO"‘ih
x;=a+ih, i=0,1.n
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Exemple: évaluer |sin(x)dx par la méthode des trapezes composée en utilisant:

O 0 |y

a) 4 intervalles. b) 8 intervalles.

0
ah=2_-"
4 8

T

I = |sin(x)dx = %(sin(O) +2x (sin(%) + sin(%) + sin(%[)) + sin(%)) =0.9871158

O 10 [ N

L’erreur absolue par rapport a la solution exacte 1 est 0.01288. On constate une nette

amélioration en comparaison avec le résultat obtenu avec un seul intervalle.

)
pyh=2 "
8 16
% z b s RY/4 i Y4 3z
I = | sin(x)dx = L& (sin(0) + 2 x (sin(—) + sin(—) + sin(—) + sin(—) + sin(—) + sin(—) +
! (x) 2( 0) ((16) (8) (16) (4) (16) (8)

sin(Z—Z)) + sin(%)) ~0.9967852

err msome = 0.0032 . Elle est environ 4 fois plus petite que I’erreur obtenue avec 4 intervalles.

3.3.3 Formule de Simpson 1/3 (simple):

X>
J £ = G+ 47 G+ )

Xo

Exemple : | sin(x)dx

O o |y

T

I = [ sin(x)dx = %(sin(O) + 4sin(%) + sin(%)) =1.0022799

O 10 [N

Résultat plus précis par rapport a la MTS mais il demeure peu satisfaisant.

3.3.4 Méthode de Simpson 1/3 composée:

On divise [a,b] en 2n intervalles et on utilise # fois la méthode de Simpson 1/3 simple
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h=l=% L _atin i=01.2n
2n
b n—1 X2i+2 n—1
Jeade=3 [ v 320 Ga) + 47 Con) + ()
g =0 v i=0
(FGr)+ 47 (e + () +

:ﬁ f(X2)+4f(X3)+f(X4)---+
3 f(X2n—4)+4f(X2n—3)+f(X2n—2)+
f(X2n—2)+4f(xn—1)+f(X2n)

= g[f (x)+4 /) +27 () +4S () +2/ (x) + 44 (ean )+ 2 Goan ) + 4 Gen ) + S (x2)]

Tous les termes de rang impair sont multipliés par 4 tandis que ceux de rang pair sont
multipliés par 2, sauf le premier et le dernier terme.

Exemple:

a) 4 intervalles. b) 8 intervalles.

T

50

ayh=2 -
) 4

|y

T

z o . T . T . 37 . T
1= j sin(x)dx = % (sin(0)+4 x sm(g) +2x sm(z) +4x sm(?) + sm(z)) =1.0001346
0

T
~-0
byh=2 ="
8 16

s
6

RY/4 b Sz
I = | sin(x)dx = & (sin(0 +4><sin£ +2><sin£ + 4 xsin(—) + 2 xsin(—) + 4 x sin(—) +
(x) 3( 0) (16) (8) (16) (4) (16)

ce—uly

2 sin(%) +4x sin(Z—Z) + sin(%)) =1.000008296

En passant de 4 a 8 intervalles on divise ’erreur par un facteur d’environ 16.22

Exemple :

1 2
Calculer j e—x dx al’aide de la méthode de Simpson 1/3 composée avec § intervalles.
0
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(@ +4xo " +2x 0" +4x o 4 2x o +4x o " 4 2x 0 +

QI oo I—

I= j[e_xzdx ~
0

4x o + o) = 07468261205

1 2
Calcul de [ o™ dx
0

Méthode des trapézes composée |0.746809163
M¢éthode de Simpson 1/3 composée|0.746824133
Solution exacte a 9 décimales 0.746824133

Ce qui démontre la supériorité de la méthode de Simpson.

3.3.5 Formule de Simpson 3/8:

X3
J £ =)+ 3£ G +3(x)+ £ (e)

Xo

On peut composer cette méthode en divisant I’intervalle d’intégration [a,b] en 3n sous-

intervalles de longueur 4=

3 et en utilisant la formule de Simpson 3/8 simple dans
n

chaque triplet de sous-intervalle. On obtient alors :

n—1 X3is2

jf(x)dx = S(x)dx ~ nz:%(f()cm) +3f Ceain) 3/ (X302 + S (x3043))
a i=0 Xs: i=0

:%[(f(XO)+3f(X1)+3f(X2)+2f(X3)+3f(X4)+---+2f(X3n—3)+3f(X3n—2)+3f(X3n—1)+f(X3n)]
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Chapitre 4: Résolution d’équations différentielles

4.1 Introduction:

La résolution numérique des équations différentielles (ED) est probablement le domaine de
I’analyse numérique ou les applications sont les plus nombreuses. On aboutit souvent a la
résolution d’équations différentielles, de systemes d’équations différentielles, ou plus
généralement d’équations aux dérivées partielles. Nous prenons comme point de départ la

formulation générale d’une équation différentielle d’ordre 1 avec condition initiale. La tache

y(0) = £, 3(0))

consiste a déterminer une fonction y(¢) solution de : 4.1
y(to) =y,

Il s’agit d’obtenir y(¢) pour ¢ >0 si ’on cherche une solution analytique, ou une approximation
de y(¢) sil’on utilise une méthode numérique.

Définition: L’équation différentielle (4.1) est dite d’ordre 1, car seule la dérivée d’ordre 1 de la

variable dépendante y(¢) est présente. Si des dérivées de y(¢)d’ordre 2 apparaissent dans

I’équation différentielle (1), on aurait une équation d’ordre 2, et ainsi de suite.

Exemple:

Soit I’équation différentielle de 17 ordre : {7 0=t (0)?
o =1

La solution générale est obtenue comme suit :

' 2
jy (t)dt :It dt= y(t)= %+ c c: est une constante.

2
c? onay(0)=l=c= y(t)= % +1 qui représente la solution particulicre.

4.2 Méthode d’Euler:

o {y’(r) = 1.y()
y(to) =)

On cherche le point ((¢,y,) = (¢, ¥(t,)) avec ¢, =¢,+h
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Résolution d’équations différentielles

U” I’!Hu”

(t1,ull))
/»"

-

j____é,—-—

h

.f; J,’||

h

."!

y(t) (inconnue)

dy(t)

dnlt)

Figure 4.1

'
Nous n’avons pas 1’équation de la courbe y() , mais nous en connaissons la pente y (¢) en

t=t¢,.

Y(t0) = o3 (t0) = [t 1)

La droite passant par (¢, y,) et de pente f(¢,,y,) al’équation suivante : (voir Figure 4.1)

En t=¢ ona:

do(@)=y,+ f(tey )E—to)

dot)=y,+ [ty )ti—t) =y, +h f(tey,) =Y,

d(¢,) estproche d la solution analytique y(¢)), c.a.d: y(¢f) =y, =

Le plus souvent y, = y(t,)

Si I’on souhaite faire une 2'°"°

I’analyse précédente a partir du point (¢, y(¢,)) en t

analytique est y'(tl) =t ()

¥(¢,) estinconnu mais on connait y, (approximation de y(z,))

=¢.Ent

do(f1)=yo+h f(thyo)

itération et obtenir une approximation de y(z,) , on peut refaire

=t,, la pente de la solution

Y1) = Lo y@) = [t y)

L’équation de la droite (¢ ) est:

di@®)=y,+f(t,y)t—t)

W)=y, =d(t)=y,+h [(t,y)
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Chapitre 4 Résolution d’équations différentielles

L’erreur ‘ () - yi‘ augmente légérement avec i.

On arrive a I’algorithme suivant:

Soit [a,b] I’intervalle d’intégration. On subdivise [a,b] en N intervalles de longueur

b—a
h= le pas
N (le pas)
=y +h ,
o) g
tn+l=zn+l+h

Exemple:

Soit le probleme de Cauchy

{yv(t):y(t)"'t (4.2)
»(0)=1

On veut approcher, 4 10, la solution de (4.2) en =1 a ’aide de la méthode d’Euler, en
subdivisant [0,1] en 10 parties égales.

h=——2=0.1
10
{ym:y,ﬁhf(tn,yn)=yn+h(y,,+z,,) < <0
tn+l = tn+l + h
On calcule les valeurs du tableau suivant:
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
th 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

Y, 1 1.1 | 1.22 | 1.362 | 1.5282 | 1.7210 | 1.9431 | 2.1974 | 2.4871 | 2.8158 | 3.1874

On trouve yp(1)=3.187. la solution exacte de 1’équation (4.2) est donnée par:

y(t)=2xexp(t)—t—1, ce qui donne y(1)=3.437. L’approximation calculée est trés grossiere.

Remarque: D’erreur dans la méthode d’Euler est relativement importante. Elle peut étre
améliorée en choisissant plus petit le pas, ce qui augmente considérablement le volume des
calculs a effectuer. Elle est relativement peu utilisée en raison de sa faible précision.

Définition: méthode numérique a un pas:

Une méthode de résolution d’équation différentielle est dite a un pas si elle est de la forme:

V,u=y,t9(t,y,) (€quation aux différences)

Ou ¢: fonction quelconque.
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La méthode est a un pas si, pour obtenir la solution en #=¢,,,, on doit utiliser la solution
numérique au temps ¢, seulement.

Pour Euler : ¢(¢,y)= f(¢,y)

4.3 Méthode de Taylor d’ordre 2:

On cherche, au temps ¢ =¢,, une approximation de la solutionen #=¢,,,.Ona:

y(z Vb’

Wt )=yt + ) =yt )+ (1,) h+ 2= o)

On a aussi: y'(t) =f(t,y)

+o(h’)

()= (8 )+ [ (1 (2 ) +f(ty+>)h

£ty = 2 0

A y(t)) o (&, y(1))
y

o t,y@®) ot y(®)
oy

En utilisant la régle :

[ (t.y®)= Sf(&y(0)

On obtient;

o, (2,) | U (2, 2(2,))
ot oy

y(E, )=y )+h [, y(E)+ ( f (tn,y(t,,))}LO(hS)

En négligeant tous les termes d’ordre >3 on arrive a poser:

of (¢, (2, )) of (¢, ¥(¢,))
ot oy

()= y)+h [, y(E)+ ( f(tn,y(t,,))j (4.3)

Algorithme de Taylor d’ordre 2:

1.étant donné un pas de temps /4 , une condition initiale (#(, y,) et le nombre maximal
N d’itérations.

2. pour0<n<N

Vou=Y,thft,y)+— (

t =t,+h

n+l

o (t,»y,) af(t,,,y )
ot oy

f (tn,yn)j

écriret, ety .
3. Arrét
Exemple:
{y(r)=—y(r)+r+1 L oi
y(0)=1
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Ona =1.348678

y 10 _euler

Solution exacte:

yexacte = y(tl()) = 1 367879’ errl = ‘y(ZIO) - yloieu,e, = 001920

lefTaylor = errz = y(th) - yloiTaylor = 00006
onnote que err,< err,
fen=—yiis1 ; Lop o Loy

ot )
2

Vo= ¥t h oy, 14D+ (LD, +1,4D)

0.212(1+(_1)(_1+0+1)):1.005

Itération 1: y, =1+0.1(-1+0+1)+

2
0-21 (1+ (~1)(~1.005 +0.1+1)) =1.019025

Itération 2: y, =1.005+0.1(-1.005+0.1+1) +

Itération 10: Vie= 1.368541

4.4 Méthodes de Runge-Kutta d’ordre 2:

On a vu que le développement de la méthode de Taylor passe par la relation:

_ W @ny(@)) O, 2(,))
V() =y )+h [, () + 2( R

Le but est de remplacer cette derniére par une expression équivalente possédant le méme ordre

St ¥(t ,,))j +O0(h") (4.4)

de précision O(j;*) . On propose la forme:
(it )=yt )+ah f(t,yED+ta h (¢, +ash,y(t ) +ash) (4.5)
Ou I’on doit déterminer les parametres ¢,, ¢,, a3, €t g, de telle sorte que les expressions aient

toutes deux une erreur en O(}’). On ne trouve aucune dérivée partielle dans cette expression.

Pour y arriver, on doit recourir au développement de Taylor en 2 variables autour du point

(., ¥(2,)-

0 0
Pt ashy(e) v as D= oty as h =D g D (“(;j D), oy
La relation (**) devient alors:
0 0
W) =)+ (@t a) b f (e () + asas hW+ i h%+ OUr') (4.6)

Par identification des expressions (4.4) et (4.6) terme a terme on obtient:

L 1 f@ea())
ata, =1 ; @a=5 5 T T aads
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qui est un systetme (non linéaire) sous-déterminé en sens qu’il y a moins d’équations que
d’inconnues et qu’il n’a donc pas de solution unique. Cela offre une marge de manceuvre qui
favorise la mise au point de plusieurs variantes de la méthode de Runge-Kutta.

Variantes de la méthode de Runge-Kutta:

4.4.1 Méthode d’Euler modifiée:

1

a=a=7 ; a;=1 et q,=f(t,y(t,))

Algorithme de la méthode d’Euler modifiée:

1. Etant donné un pas de temps h, une condition initiale (¢,,,) et un nombre maximal
d’itérations N.

2. pour0<n<N
y=y,*h f(t.y,)

,mﬂ=}y+§(f0my)+fﬁn+h§i

tn+l = t”—‘r—h

écriret,, ety

n+l

3. Arrét

Exemple:

%Xﬂ:—ﬂ0+ﬂd ol
¥(0)=1

Itération 1:

A

y=14+0.1(-1+0+1)=1 (résultat obtenu avec Euler)
y,=1+0.05((-1+0+1)+(-1+0.1+1)) =1.005

Itération 2:

A

y=1.005+0.1(-1.005+0.1+1)=1.0145
V,= 1.005+0.05((—1.005+0.1+1)+(—1.0145 +0.1+1)) =1.019025
Une autre méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 qui est trés utilisée est la méthode du point milieu,

qui correspond au choix suivant des coefficients ;.
4.4.2 Méthode du point milieu:

[0 2(1,)
2

a=0 ; a=1; gi== et g,

1
2
Algorithme de la méthode du point milieu:

1. Etant donné un pas de temps h, une condition initiale (¢,,y,) et un nombre maximal
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d’itérations N.

2. pour0<mn<N

ki=hf(t,y,)

h ki
=y +h +—,y +—
yn+] yn (f(t" 2 yn 2 j

ZLrHrlzt”-"_h

écriret,, ety

n+l

3. Arrét

4.5 Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4:
Algorithme:
1. Etant donné un pas de temps h, une condition initiale (¢,,y,) et un nombre maximal
d’itérations N.
2. pour0<n<N
ki=hft,y,)

h ki
=’ +o Ly +
k2 f(tn 2 y,, 2

h k2
—h + 2 4!
k3 f(tn 2 y,, 2

k4=hf(tn+h,yn+k3)

1
Yot :yn+g(k1+2k2+2k3+k4)
L, =t.th

écriret,, ety

n+l
3. Arrét

Remarque:

La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 est trés fréquemment utilisée en raison de sa grande

précision qui est mise en évidence dans I’exemple suivant.
Exemple:
{y(r)=—y(r)+r+1 L oi
y(0)=1

Itération 1:
ki1=0.17£00,1)=0.1(-1+1)=0
k>=0.1f(0+0.051+0)=0.1(—-1+1.05) = 0.005
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k+=0.1/(0+0.05,1+1+0.0025) =0.1(-1.0025 +1.05) = 0.00475
ks=0.1/(0+0.1,1+14+0.00475) = 0.1(-1.00475 +1.1) = 0.009525

y, :1+%(0+2(0.005)+ 2(0.0045) +0.009525) = 1.0048375

Itération 2:

k1=0.11(0.1,1.0048375) = 0.1(—1.0048375+0.4+1) = 0.00951625
k,=0.1/(0.15,1.00951625) = 0.1(—1.00951625+0.15 +1) = 0.014040438
k;=0.11(0.15,1.011857719) =0.1(—1.011857719+0.15+1) = 0.0138142281
k.+=0.1/(0.2,1.018651728) = 0.1(—1.018651728 + 0.2 +1) = 0.0181348272

v,=1.0048375 +%(k1 +2k,+2ks+ ks =1.0187309014

¥1o=1(1.0)=1.3678797744
¥(t1) =1.3678794412 : solution exacte

err:‘y(l‘lo) - le‘ =0.333x10"°
On constate que 1erreur se situe autour de 10°.
Exemple:

{y'(t) = () 4141
y(0)=1

On recourt a 3 méthodes de résolution : la méthode d’Euler avec pas 4 =0.025, la méthode
d’Euler modifiée avec 4 =0.05, et la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 avec 4 =0.1.

Le tableau suivant présente les résultats obtenus en =1 pour ces différents choix. La valeur

exacte de la solution est y(1.0) =1.3678794412.

Comparaison des différentes méthodes : y'(t) =—y(t)+t+1
Méthode h Nombre de pas Résultat Erreur
Euler 0.025 40 1.36323237417 | 0.464x10
Euler modifiée | 0.05 20 1.36803862167 | 0.159x10°
Runge-Kutta 0.1 10 1.36787977441 | 0.333x10°°

Les résultats sont éloquents. Méme en prenant un pas de temps quatre fois petit, la méthode
d’Euler reste trés imprécise par rapport a celle de Runge-Kutta d’ordre 4. On peut porter le
méme jugement sur la méthode d’Euler modifiée. Il est donc préférable d’utiliser des méthodes

d’ordre aussi élevé que possible.
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5.1 Formulation du probléme:

A vpartir d’une fonction f(x) connue seulement en (n+1) points de la forme

((x» f(x,)) pouri=0,1,...n), peut on construire une approximation de f(x), et ce, pour tout x?

les points (x; f(x,)) sont appelés points de collocation ou points d’interpolation et peuvent

provenir de données expérimentales ou d’une table. En d’autres termes, si 1’on ne connait que les
points d’interpolation d’une fonction, peut-on obtenir une approximation de f(x) pour une

valeur de x différente des yx,;? (voir Figure 5.1)

Jtx1)
fo) e

o
T
'
|
'
|
!
1
|
1
|
1
|

?

o
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

o eeo----0

——— e =D

v

X0

=
~

X2 X3 X Xn-1

Figure 5.1: Probléme d’interpolation
Théoréme:
Un polynéme de degré n dont la forme générale est:
P =aotax+ax’+ax’++a,x" (6D
possede exactement n racines qui peuvent étre réelles ou complexes conjuguées (on sait que »
est une racine de p (x) si p (r)=0).
Corolaire: par (n+1) points d’interpolation d’abscisses distinctes ((x;, f/(x,)),i =0,1,...n), on ne

peut faire correspondre qu’un et un seul polynome de degrén .

5.2 Matrice de Vandermonde:
Le probleme d’interpolation consiste donc a déterminer 1’unique polynome de degré n passant

par les (n+1) points d’interpolation (x;, f(x,)). Une premicre tentative consiste a déterminer les

inconnues ¢; du polyndme (1) en vérifiant directement les (7 +1) équations de collocation:
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p,(x)=f(x) pouri=0,1,..n)

2 3 n
actaix;taxx; tasx; T--ta.x; :f(x,-)

Qui est un systéme linéaire de (n+1) €quations a (n+1) inconnues. Ce systéme s’écrit sous

forme matricielle:

1
Xo .x(z) x;) .x(; ao f(xo)
1 Xt Xi Xi - Xi||a f(xl)
2 3 n
Uix, xo xo = Xof|la| | f(x)

1 Xs X3 X3 - Xs| 9 f(x3)

o ] e

Matrice de Vandermonde

Exemple: calculer le polynome passant par le points (0,1), (1,2), (2,9) et v(3,28).
On a 4 points, donc le polyndome est de degré 3.

00 0\ a
11 1|al |2
2 4 8 la| |9
39 27\ as) |28

»-u»-u»-»-u
|

La solution (obtenue par la décomposition LU) est [1 00 O]T .Donc p.(x)=1+ x

5.3 Interpolation de Lagrange:
L’interpolation de Lagrange est une fagcon simple et systématique de construire un polynéme

d’interpolation. Etant donné¢ (n+1) points ((x,, f(x,)),i=0,1,..n),on suppose un instant que

I’on sait construire (n+1) polyndmes 7 .(x) de degré n et satisfaisant les conditions suivantes:

Lix)=1 Vi
Lix)=0 Vj=#i

La fonction (polyndme recherché) L(x) est définie par : L(x) = En: fGedLix)
i=0

Polynome de degré 1:
I1 s’agit de déterminer le polyndme de degré 1 dont la courbe (une droite) passe par les 2 points

(x0, f(x,)) et (x,f(x,)) On doit donc construire 2 polyndomes [,,(x) et [,(x)de degré 1 qui

vérifient:
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Lo(xo0) =1 Li(x9)=0 _ (x—x1) . _ (x = x0)
{Li()ﬁ) =0 {LI(XI) =1 - LO(X) (.XO _X1) , LI(X) (X1 _XO)
pl(x) = f(xo)Lo(x)+ f(x)Li(x)
Exemple: 1’équation de la droite passant par les points (2,3) et (5,-6) est :
O3 XD s e 2)=—
3(2_5)+( 6)(5_2) (x=5)-2(x—-2)=-3x+9

Polynomes de degré 2:

On cherche le polynéme de degré 2 passant par les points (x,, f(x,)), (x, f(x) et (x5 f(x,)).

On doit construire 3 fonctions 7 ,(x):

Lo(x) = (x—x)(x—x2) (%) = (x—x0)(x—x5) LX) = (x—x0)(x—x)

(XO_XI)(XO_XZ) (X1_XO)(X1_)C2) (X2_XO)(X2_X1)

pz(x) = f(xo0)Lo(x)+ f(x)Li(x)+ [ (x2) L2(X)

Polynomes de degré n:
Théoréme: étant donné (n+1) points d’interpolation ((x,, /(x,)), i =0,1,...n), I'unique polynome
d’interpolation de degré n passant par tous ces points peut s’écrire: p (X)= i fGe)Li(x)

i=0

Oules (n+1) fonctions [ ,(x) sont définies par la formule de Lagrange:

(x = xo)(x = xp)--.(x —x, )X = x;).-.(x—x,)

O =x0) 0= x0)--Oc = 2D — X)) (6 — x0)

Li(x)=

n

H(X_Xj)

J=0
J#i

L(x)=—"———
H(x,- -x;)
(= x)(x—xy)(x—x,)
Lolx) = (o= x)(x0=x2)--(x0—x,)

(x = x0)(x = x5)---(x—x,)
L= (1= x0) (1= x2)-- (0 = x)
Exemple:

Déterminer I’interpolation de Lagrange pour les points (0,1), (1,2), (2,9) et (3,28)
(x=D(x=2)(x-3) 9 (x=0)(x=2)(x-3) 49 (x=0)(x-1)(x-2)
(xo=Dxo=2)(x=3)  i=0xi=2)(x1=3) (2= 02— D(x2-2)

pi(x)=x"+1

Py =1
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5.4 Polyn6me de Newton:

Définition: on définit les premieres différences divisées de la fonction f(x) par:

f[x,-, Xi+1] = f(xm)_f(xi)

Xit1 — Xi

Les deuxiemes différences divisées de la fonction f(x) sont définies a partir des premieres

différences divisées par la relation:

_ f[Xi+19Xi+2]_f[XiaXi+l]

S [ Xii0 Xi02] =
i A+l A+ (tz—xi)

De méme, les niemes différences divisées de la fonction f(x) sont définies a partir des

(n-1)iemes différences divisées de la fagon suivante:

Sl x0seexa] = S [ 00 200 X020
f[xo;xnxza"'x’z] -
(x,—x0)

Théoréme: 1'unique polynome de degré n passant par les (n+1)points d’interpolation
(x5 f(x,),i=0,1,..n), peut s’écrire selon la formule d’interpolation de Newton:
P,(X)=ao+ai(x—x0) + ax(x = x0)(x = x) + a3(x = x0) (X = x)(X = x2)-- + @a(X = x0)(X = x1)---
(x—xp)ta,(x—x)(x—x)-(x—x,0) (52

Ou encore sous la forme récursive:
p,X)=p, ()+a,(x—x)x—x)..(x—x,1)
Les coeftficients de ce polyndome sont les différences divisées:

ai= f[xO, xl,xz,---xn] pour 0<i<n

Clo=f(.X'O) ; a1=f[x0,x1]=M
X1~ Xo
= - f[xl’xz]_f[Xle]
ar f[JCle:xz] (xz—xo)

as= f [ x0 X1 x20x3]
Exemple: les polynomes de Newton de degré 1 et 2 sont comme suit:
Pix) = f(xo)+ f [x0 3] (¥ = x0)
P,(0) = fGeo) + f [x0 1] (X =x0) + £ [ 300 201 32 ] (X = x0)(x = x1)
p®
P,(x)= p )+ f [ x02022 ] (X = x0)(x = x1)

Remarque: une fois les coefficients 4, connus, on peut évaluer le polynome de Newton. On

écrit le polyndme (5.2) sous la forme:
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La maniére la plus simple consiste a construire une table dite des différences divisées de la fagon

suivante:
Table des différences divisées

f(x)  flxexi] VAR S [x X0 X102
S (xy)

flxoxi]
S(x) S [x0x15x2]

£ xnx2] £ [x0 X1 X2 3]
f(x) £ [ x20 x3)

fx2x3]
S (xy)

La construction de cette table est simple. Nous nous sommes arrétés au 3iemes différences

divisées, mais les autres s’obtiendraient de la méme maniére. Les léres différences divisées

découlent de la définition. Par la suite, pour obtenir par exemple f [XO, X1 XZ], il suffit de

soustraire les deux termes adjacents f [ x, x,]— /[ xo. x| et diviser le résultat par (x,— x,)

_ ) - f(x)

f[Xlaxz]—
X2™ X1
fx0x0x2]= [ [xnxa] = f [x0x1]
X2~ Xo
f[x09.X1aX2,_X3] = f['xl’xz’x3]_f[xo,xl,x2]

X3 Xo
La formule de Newton utilise la diagonale principale de cette table.

Exemple: construire la table des différences divisées des points (0,1), (1,2), (2,9) et (3,28)

Xi f(xi) f[xtbxiﬂ] f[XpXHIaXHZ] f[xl‘axl‘+19xl‘+2’xl‘+3]
0 1
1
1 2 3
7 1
2 9 6
19
3 28

Suivant la formule de Newton (5.2) avec x, =0, le polyndme d’interpolation est:

p(xX)=1+1(x-0)+3(x - 0)(x — D) +1(x - 0)(x —)(x—2) = X’ +1
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qui est le méme polyndme (en vertu de I'unicité) que celui obtenu par la méthode de Lagrange.
On remarque de plus que p,(x) =1+1(x—-0)+3(x—0)(x—1) passe quant a lui par les 3 premiers
points d’interpolation.

Si I’on souhaite ajouter un point de collocation et calculer un polynome de degré 4, il n’est pas
nécessaire de tout recommencer. Par exemple, si ’on veut inclure le point (5,54), on peut

compléter la table de différences divisées déja utilisée.

Xi f(x,-) f[xl'aXm] f[xl‘aXMaXHz] f[xl'axl‘+1axl‘+2:x,‘+3] f[xl‘axl‘+1s-~-ax,‘+4]
0 1
1
1 2 3
7 1
2 9 6 -3/5
19 -2
3 28 -2
13
5 54

Ce polynome de degré 4 est alors: p,(x) = p,(x) —%(x -0)(x—-D(x-2)(x-3)

qui est tout simplement le polynome de degré 3 déja calculé auquel on a ajouté une correction de
degré 4.

Erreur d’interpolation:

L’interpolation permet, a partir d’un certain nombre de données sur les valeurs d’une fonction,

de faire I’approximation de f(x) en tout point x . Toutefois cette opération entraine une erreur
d’interpolation. On peut exprimer cette erreur comme suit:

J(X)=p,(X)+E,(x)
E(x)=f(x)-p,(x)

E.(x)=0 pour i=0,..n car le polyndme passe exactement par ces points.

Théoréme: soit x,< x,<..<x,, les abscisses des points de collocation. On suppose que la

fonction f(x) est définie dans [x,x,]| et quelle est (n+1) fois dérivable dans ]x,, x,[. Alors

pour tout x compris dans| x,, x, |, il existe &(x) € Jx,,x,[ tel que:

£V (e(x)

(n D! (x = x)(x—xp--.(x—x,)

E.(x)=

qui représente 1’expression analytique de ’erreur d’interpolation.
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5.5 Splines cubiques:

L’utilisation de polynomes de degré élevé est parfois délicate et peut mener a des erreurs
d’interpolation importantes. De plus, il est parfois nécessaire d’obtenir des courbes tres
réguliéres passant par un grand nombre de points. Le probléme lorsqu’on utilise des polyndmes
de degré faible, provient du fait qu’il faut en utiliser plusieurs pour relier touts les points. C’est la

cas de I’interpolation linéaire par morceaux.

Une vois trés populaire consiste a utiliser dans chaque intervalle [ Xiots x,-] un polyndéme de degré
3 de la forme: p(x)=agx +bx'+cx+d;, pour i=12,.n, et a relier ces différents

polyndmes de fagon a ce que la courbe résultante soit 2 fois différentiable. C’est 1’interpolation

par Splines cubiques (voir Figure 5.2).

pa(z)

jl_.l'.')- pq(l')
flza)+
f{!c]"
flz1)+
flzo)+

i | i + +

f ! 4 I3 T

In I I3

Figure 5.2 : Splines cubiques : n polynomes de degrés 3
Supposons que I’on ait (n+1) points d’interpolation {(x;, /(x,)),7=0,1,...n}, donc n intervalles
[x0x;|= ilya 4n coefficients ( g, bicinds i=1,2,..n)
Les contraintes imposées aux n polyndmes de degré 3 sont:

P(x0)=f(xo) (p,(x)passe par la premiere extrémite)
p.(x.)=/S(x,) (p,(x) passe parla dernicre extrémite)
plx)=r(x) i=12..n-1
Pax)=f(x) i=12,.n-1
p(x)=p.(x) i=12,.n-1 (5.3)
p(x)=p.(x)=f i=12,.n-1
Onadonc 2+2(n—1)+2(n—1)=4n—-2 conditions.

Or, il faut trouver sur chaque intervalle 4 coefficients, il manque 2 conditions.
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L’équation de la Spline dans I’intervalle [ Xi s .Xi] est donnée par:

(=) (x=x) | P (x=x.1) _(f(x,-l) ) hl-fg,-_lJ(x_xi) +(f(x» ) % J Ger) G

oep, " 6h, h; h;

Il reste a déterminer les f° , Ces derniéres sont déterminées a partir de I’équation (5.3). Apres

simplification, on obtient:

#f:l+2f:+#fzﬂ =6f[xinxnxim] pour i=12..n-1 (5.5)
i i+1 i i+1

avec h,=x,—xisi=L..n
Sion pose f 0 =0et f n =0 alors la Spline est compleétement déterminée et s’appelle Spline
fo=fi (fo=£1=0)
fo=fi (fo=£1=0)

Remarque : pour effectuer une interpolation a I’aide des Splines cubiques, il faut en premier

naturelle. On peut aussi imposer :

lieu résoudre le systéme (5.5) complété par les conditions aux extrémités. Par la suite, on doit
déterminer I’intervalle dans lequel se situe le point d’interpolation x et calculer le polyndéme
dans cet intervalle en utilisant I’équation de la Spline.

Exemple: calculer la Spline cubique pour les 4 points suivants : (1,1), (2,4), (4,9), (5,11).

Xi f(x,-) f[xi’xi+1] f[xi’xi+1=xi+2] h

0 1
3

1 2 -1/6 1
5/2

2 4 -1/6 2
2

3 5 1

hi ' ' his " )
mf,~71+2f,.+(h+—};)fl_+1 =6/ [xroxpxim] pour i
i i+l i i+l

avec h,=x,—xisi=Ll..n

L,2,.n-1

Itération (1) du systéme (5.5) (i=1)
1 . 2. 1
§f0+2f1+§f2:6(_gj

Itération(2) : i=2
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2rarigsi=o-4)

Pour obtenir la Spline naturelle ( f 0 =f 3 =0), on résout le systeme:

1 0 0 0), ,
1220f330
3 3 S| -1
o%z%fz -
1 Lo
0001f°

Dont la solution est fo =0 ,f1 =-0.375; f2 =-0.375¢et f;zo

L’équation de la Spline dans le 1 intervalle est alors:

C(=2) (1) (1 0) L (4 ()(-0375))

Que I’on peut simplifier en:
P,(x)==0.0625(x~1)" = (x ~2) +4.0625(x ~1)
Ce polyndme n’est défini que dans I’intervalle [1, 2] , on peut par exemple I’évaluer en x=1.5

pour obtenir 2.523475.

Si on cherche la valeur de la Spline en x =3, qui est située dans le 2i¢me intervalle [2,4] , on

devrait obtenir 1’équation de la Spline dans cet intervalle en posant i =3 dans I’équation de la

Spline. On a alors :

o (x-a) (x-2) (4 (2)(-0375) 9 (2)(=0375)
pz(x)—0.3757—0.3757—(5—Tj(x—4)+(5—7j(x—2)

P,(x)=0.03125(x—4)’~0.03125(x—2) ~2.125(x —4) + 4.625(x —2)

La valeur de la Spline en x =3 est6.6875. La Spline compléte est illustrée sur la figure suivante:

T . T
Figure 5.3: Spline pas6s1ant par 4 points.



Chapitre 6: Approximation au sens des moindres carrées

6.1 Droite des moindres carrées:

L’objectif de cette méthode numérique est de déterminer une formule y = f(x) qui relie un
ensemble de points de données (x,,),...(xy»y,) (issus d’une expérience par exemple), ou les

abscisses { x; } sont distinctes. On utilise des fonctions linéaires de la forme:

y=f(x)=Ax+B 6.1)

f(x)=y, e

La valeur exacte f(x,) satisfit:
=e,=f(x)—y, pour 1<k<N
e, S appelle erreur de mesure.

Pour déterminer la meilleure approximation linéaire de la forme (1) qui passe prés des points, on
utilise la norme de I’erreur quadratique moyenne pour mesurer 1’approximité entre la courbe

y = f(x) etles points de données.

Erreur quadratique moyenne (Eqm) : Root square error

1~ ) %
E(f)= (Nkz_l\f(xk)—ykl j (6.2)

Détermination de la droite des moindres carrées:
Soit {(x;, yk)}jf:l un ensemble de N points, ou les abscisses {x,} sont distinctes. La droite

des moindres carrées (DMC) y = f(x)= Ax+ B est la droite qui minimise 1’erreur quadratique

moyenne. La quantit¢ FE(f) sera minimalesi et seulement si la quantité

N
2 .. ‘s N . o r o]
NE(f )2 = Z(A xit+B—y ‘ ) est minimale. Cette derniére peut étre interprétée géométriquement
k=1

par la minimisation de la somme des carrées des distances verticales qui commencent aux points

et se dirigent vers la ligne (voir Figure 6.1).
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YA
(XK, Vi) o

i
(o) i

o)
(xk, Axk+B) (xM J/N)

I
o

v=

X7 X2 X3 ... Xk XN-1 XN
Figure 6.1: Distances verticales entre les points {(xx, V) }

et la droite des moindres carrées y=Ax+B.
Théoréme: (Droite des moindres carrées)
On suppose qu’on a N points {(x,, k)}jcvzl ou les abscisses sont distinctes. Les coefficients de

la droite des moindres carrées y = Ax + B sont la solution du systéme linéaire suivant:

N N N
Ol xDA+O x0B=> x.y,
k=1 k=1 k=1

. N (6.3)
O x)A+NB=Yy,
k=1 k=1

Démonstration du théoréme:

Géométriquement, on commence par la droite y = Ax + B. La distance verticale ¢, qui sépare le
point de départ (x,,»,) et le point final (x;, 4x,+ B) sur la droite est ¢, = 4x,+B—y, | (voir

Figure 1). On doit minimiser la somme des carrées des distances verticales (, :

N 2 N
E(4,B)=) (Axi+B~y,) =2 d.’
k=1 k=1
.. . i E OFE
La valeur minimale de E(4, B) est déterminée en posant: — =0 et B =0
OE(4,B) < o 5
o > 2 Axi+B-y,) (xi) = 2Z(AXk+BXk_Xkyk)
k=1 k=1

N
(Axi+B-p,) =2 (Axc+B-y,)

k=1

OE(A,B) i 5
OB P

En mettant

6E(;44, B) et OE(4,B) et en utilisant les propriétés de distribution de la somme on

oB

obtient:
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N N N N
Y (Axi+Bxi—xiy,) =AY xi+BY xi— 2 xy, =0
=1 =1 =1 =1

N N N

> (Axi+B-y,) =AY x,+NB=Y p, =0

k=1 k=1 k=1

Qui sont les mémes équations du systeme (6.3).

Exemple:
Déterminer la droite des moindres carrées pour les points suivants : (-1,10), (0,9), (1,7), (2,5),

(3,4), (4,3), (5,0), (6,-1).

Xk Vi xi XV
-1 10 1 -10
0 9 0 0
1 7 1 7
2 5 4 10
3 4 9 12
4 3 16 12
5 0 25 0
6 -1 36 -6
Somme 20 37 92 25
924+20B =25 A=1.6071429
=
204+8B =37 B =8.6428571

Donc y =1.6071429x +8.6428571

T T T
*  Points de données
10 Droite des moindres carrées

-1 0 1 2 3 4 5 6

X
Figure 6.2: Droite des moindres carrées.
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6.2 Parabole des moindres carrées:

Théoréme:

Soit {(x. ¥ k)}j{v:l N points ou les abscisses sont distinctes. Les coefficients de la parabole des

moindres carrées y = Ax’+ Bx+C sont les solutions 4, B et C du systéme linéaire:

N N N N
QxhA+ QO xhB+ D=y 2,
k=1 k=1 k=1 k=1

(Z XA+ <Z x)B+ <Z x)C = Zykxk (6.4)

N N N
O xDA+Q x)B+NC=Yy,
k=1 k=1 k=1

Démonstration du théoréme:

N
Les coefficients 4, B et C qui minimisent la quantité¢ £(4,B,C)= Z(Ax,f+Bxk+C—yk)2 sont

k=1

oF oF

obtenus en posant: a—E:O,—:O,—:O
04 OB oC
OE(4,B,C) <& > 2y _
oA _2;(AXk+BXk+C yk)(Xk)_O
OE(4,B,C) <& 2 _
B _2;(AXk+BXk+C yk)(Xk)_O
OE(A,B,C al
%:ZZ(Axi-i-Bxk-i-C—yk)(l):O

=
1l
—_

Aprées simplification, on obtient les équations du systeme (6.4)

Exemple:
Déterminer la parabole des moindres carrées pour les points (-3,3), (0,1), (2,1) et (4,3).
Le systeme linéaire (6.4) pour déterminer A, B et C devient:

3534+45B+29C =179

454+29B+3C =5
294+3B+4C =8

La solution de ce systéme est :
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4= 585
3278
631
3278
1394
1639
585 , 631 1394
= X — X+
3278 3278 1639
y=0.178462x>—0.192495x +0.850519

=Yy

35 T T T
Parabole des moindres carrées
*  Points de données
3
25
> 2
15
1
\/
0.5
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

X
Figure 6.3: Parabole des moindres carrées.
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