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Corrigé type de l’Examen Final –SLM 

 

Solution l’Exercice #1 :(5 points) 

1) Représentation d’état : 

𝑦̈ଵ = 36(𝑦ଶ − 𝑦ଵ) + 𝑦̇ଶ − 𝑦̇ଵ + 𝑢  

2𝑦̈ଶ = 36(𝑦ଵ − 𝑦ଶ) + 𝑦̇ଵ − 𝑦̇ଶ 

On :  𝑥ଵ = 𝑦ଵ, 𝑥ଶ = 𝑦ଶ , 𝑥ଷ = 𝑦̇ଵ, 𝑥ସ = 𝑦̇ଶ , donc : 

𝑥̇ଵ = 𝑦̇ଵ = 𝑥ଷ 

𝑥̇ଶ = 𝑦̇ଶ = 𝑥ସ 

𝑥̇ଷ = 𝑦̈ଵ = −36𝑥ଵ + 36𝑥ଶ − 𝑥ଷ + 𝑥ସ + 𝑢 

𝑥̇ସ = 𝑦̈ଶ = 18𝑥ଵ − 18𝑥ଶ + 0.5𝑥ଷ − 0.5𝑥ସ 

Il vient : 

𝑥̇ = ൦

0 0 1 0
0 0 0 1

−36 36 −1 1
18 −18 0.5 −0.5

൪ 𝑥 + ൦

0
0
1
0

൪ 𝑢 

𝑦 = ቂ
1 0 0 0
0 1 0 0

ቃ 𝑥 

 

2) Commandabilité : 

On a la matrice de commandabilité 

𝑄௖ = [𝐵 𝐴𝐵 𝐴ଶ𝐵 𝐴ଷ𝐵] = ൦

0 1 −1 −34.5
0 0 0.5 17.25
1 −1 −34.5 105.75
0 0.5 17.25 −52.875

൪ 

det(𝑄𝑐) = −324 ≠ 0 ⟹ 𝑟𝑎𝑛𝑑(𝑄௖) = 4 = 𝐷𝑖𝑚(𝐴) ⟹ le système est commandable 

 

3)  Observabilité : 

𝑄଴ = ൦

𝐶
𝐶𝐴

𝐶𝐴ଶ

𝐶𝐴ଷ

൪ 

𝑑𝑒𝑡 ቂ
𝐶

𝐶𝐴
ቃ = det ൮

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

൲ = 1 ⟹ 𝑟𝑎𝑛𝑑(𝑄଴) = 4 = 𝐷𝑖𝑚(𝐴) ⟹ 𝑙𝑒 𝑠𝑦𝑠𝑡è𝑚𝑒 𝑒𝑠𝑡 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒 

 

4)  Oui, la représentation d’état est minimale puisque le système est commandable et obsevable. 
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Solution de l’Exercice #2 : 

On a: 

𝐺(𝑠) =

⎣
⎢
⎢
⎡
𝑠ଶ + 4𝑠 + 1

𝑠ଶ + 𝑠

1

𝑠 + 1
4

𝑠 + 1

3𝑠 + 1

𝑠ଶ + 𝑠⎦
⎥
⎥
⎤

=
൤𝑠ଶ + 4𝑠 + 1 𝑠

4𝑠 3𝑠 + 1
൨

𝑠(𝑠 + 1)
=

𝑀(𝑠)

𝑃(𝑠)
 

Le polynôme dénominateur 𝑃(𝑠) = 𝑠(𝑠 + 1)  à des pôles simples 0 et −1. On utilise la méthode de Gilbert 

pour trouver la représentation d’état minimale (commandable et observable) du système : 

𝐺(𝑠) =
1

𝑠(𝑠 + 1)
൤𝑠ଶ + 4𝑠 + 1 𝑠

4𝑠 3𝑠 + 1
൨ =

1

𝑠(𝑠 + 1)
ቂ
3𝑠 + 1 𝑠

4𝑠 3𝑠 + 1
ቃ + ቂ

1 0
0 0

ቃ ==
𝑀ଵ

𝑠
+

𝑀ଶ

𝑠 + 1
+ ቂ

1 0
0 0

ቃ 

𝑀ଵ = lim
௦→ିଵ

ቀ𝑠
ଵ

௦(௦ାଵ)
ቂ
3𝑠 + 1 𝑠

4𝑠 3𝑠 + 1
ቃቁ = ቂ

1 0
0 1

ቃ ;    

𝑀ଶ = lim
௦→ିଶ

ቀ(𝑠 + 1)
ଵ

௦(௦ାଵ)
ቂ
3𝑠 + 1 𝑠

4𝑠 3𝑠 + 1
ቃቁ = ቂ

2 1
4 2

ቃ  

𝑟ଵ = 𝑟𝑎𝑛𝑔(𝑀ଵ) = 2 : 𝑟ଶ = 𝑟𝑎𝑛𝑔(𝑀ଶ) = 1. 

𝑀ଵ = ቂ
1 0
0 1

ቃ = ቂ
1 0
0 1

ቃ ቂ
1 0
0 1

ቃ = 𝐶ଵ𝐵ଵ et 𝑀ଶ = ቂ
2 1
4 2

ቃ = ቂ
1
2

ቃ [2 1] = 𝐶ଶ𝐵ଶ 

La représentation d’état est donc : 

𝑥̇ = ൥
0 0 0
0 0 0
0 0 −1

൩ 𝑥 + ൥
1 0
0 1
2 0

൩ 𝑢 

𝑦 = ቂ
1 0 1
0 1 2

ቃ 𝑥 +  ቂ
1 0
0 0

ቃ  𝑢

 

 

Solution l’Exercice #3 : 

1) C’est une commande par retour d’état avec action intégrale. 

2) Pour que schéma bloc de la commande par retour d’état soit réalisable il faut que le système soit 

commandable. 

Vérification de la commandabilité : 

On a :    𝑄௖ = [𝐵 𝐴𝐵] = ቂ
0 10

10 0
ቃ 

 det(𝑄௖) = −100 ≠ 0 ⟹ le système est commandable 

Le schéma commande est  donc réalisable. 

3) Représentation d’état du système en boucle fermé : 

On a : 

𝑥̇ = (𝐴 − 𝐵𝐾)𝑥 + 𝑘ூ𝑧 

𝑧̇ = 𝑦௥ − 𝑦 = 𝑦௥ − 𝐶𝑥 

𝑦 = 𝐶𝑥 

Donc la RE du système en BF est : 

ቂ
𝑥̇
𝑧̇

ቃ = ቂ
𝐴 − 𝐵𝐾 𝑘ூ

−𝐶 0
ቃ ቂ

𝑥
𝑧

ቃ + ቂ
0
1

ቃ 𝑦௥ 

𝑦 = [𝐶 0] ቂ
𝑥
𝑧

ቃ 
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4) Calcul des gains  𝐾 et 𝑘ூ permettant de placer les pôles en boucle fermée à :−3.  

𝐴∗ = ቂ
𝐴 0

−𝐶 0
ቃ = ൥

0 1 0
1 0 0

−1 0 0
൩  ; 𝐵∗ = ቂ

𝐵
0

ቃ = ൥
0

10
0

൩  ; 𝐾∗ = [𝐾 −𝑘ூ] 

Forme commandable du système (𝐴∗, 𝐵∗) 

𝑄௖ = [𝐵∗ 𝐴∗𝐵∗ 𝐴∗ଶ𝐵∗] = ൥
0 10 0

10 0 10
0 0 −10

൩ , 𝑄௖
ିଵ =

1

10
൥
0 1 1
1 0 0
0 0 −1

൩   

𝑀ିଵ = ቎

𝑄௖(3)
𝑄௖(3)𝐴∗

𝑄௖(3)𝐴∗ଶ
቏ =

ଵ

ଵ଴
൥
0 0 −1
1 0 0
0 1 0

൩ , 𝑀 = ൥
0 10 0
0 0 10

−10 0 0
൩  

𝐴ሚ∗ = 𝑀ିଵ𝐴∗𝑀 = ൥
0 1 0
0 0 1
0 1 0

൩, 𝐵෨ ∗ = 𝑀ିଵ𝐵∗ = ൥
0
0
1

൩ 

Polynôme caractéristique désiré :   𝑃ௗ(𝑠) = (𝑠 + 3)ଷ = 𝑠ଷ + 9𝑠ଶ + 27𝑠 + 27 

Calcul de 𝐾෩∗ = [𝑘෨ ∗
଴ 𝑘෨ ∗

ଵ 𝑘෨ ∗
ଵ] 

𝑘෨ ∗
଴ = 27 − 0 = 27, 𝑘෨ ∗

ଵ = 27 − (−1) = 28, 𝑘෨ ∗
ଶ = 9 − 0 = 9  

𝐾෩∗ = [27 28 9] 

Calcul de 𝐾 et 𝑘ூ :   𝐾∗ = [𝐾 −𝑘ூ] = 𝐾෩∗𝑀ିଵ = [27 28 9]
ଵ

ଵ଴
൥
0 0 −1
1 0 0
0 1 0

൩ =
ଵ

ଵ଴
[28 9 −27] 

Donc : 𝐾 = [2.8 0.9] et 𝑘ூ = 2.7 

5) Pour utiliser un observateur du vecteur d’état il faut que le système soit observable 

 Vérification de l’observabilité: 

On a :    𝑄௖ = ቂ
𝐶

𝐶𝐴
ቃ = ቂ

1 0
0 1

ቃ 

det(𝑄௖) = 1 ≠ 0 ⟹ le système est observable 

 Schéma de commande par retour d’état avec observateur 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Dynamique de l’observateur : La dynamique de l’observateur doit être plus rapide que celle du système. 

Dans notre cas on peut choisir le pôle double −30 pour la dynamique de l’observateur. 

𝐴 

𝐶 𝐵 

𝑦 𝑥 𝑢 

+ 

𝑥̇ 

𝐴 

𝐶 𝐵 

𝑦ො 𝑥ො 

𝐿 
+ 
- 

Observateur 

Système  

 

𝑥ො̇ 
 

+ 

+ 

- 

𝑦௥ 

- 

𝑧̇ 𝑧 

𝐾 

 𝑘ூ 
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 Calcul du gain de l’observateur 𝑳 = ൤
𝒍𝟏

𝒍𝟐
൨ 

On a le polynôme caractéristique de l’observateur :  

𝑃଴(𝑠) = det(𝑠𝐼 − (𝐴 − 𝐿𝐶)) = 𝑑𝑒𝑡 ൬ቂ
𝑠 −1

−1 𝑠
ቃ + ൤

𝑙ଵ

𝑙ଶ
൨ [1 0]൰ = 𝑑𝑒𝑡 ൬ቂ

𝑠 −1
−1 𝑠

ቃ + ൤
𝑙ଵ 0
𝑙ଶ 0

൨൰ =

𝑑𝑒𝑡 ൤
𝑠 + 𝑙ଵ −1
𝑙ଶ − 1 𝑠

൨      

𝑃଴(𝑠) = 𝑠ଶ + 𝑙ଵ𝑠 + 𝑙ଶ − 1 

Le polynôme caractéristique de la dynamique désirée de l’observateur est : 

𝑃଴ௗ(𝑠) = (𝑠 + 30)ଶ = 𝑠ଶ + 60𝑠 + 900 

𝑃଴(𝑠) = 𝑃଴ௗ(𝑠) ⟹ ൜
𝑙ଵ = 60

𝑙ଶ − 1 = 900
⟹ ൜

𝑙ଵ = 60
𝑙ଶ = 901

 

Le gain de l’observateur :  𝐿 = ቂ
60

901
ቃ 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


