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Exercices et solutions

Exercice 1:

Utiliser la méthode d'Euler pour donner une approximation de la solution de I'équation différentielle

ci-dessous dans l'intervalle xe[0 0.5].
ﬂ — y —X
dx

Avec: y(x=0)=2, Ax=0.1.
Solution de I'exercice 1:

xe[0 0.5] et Ax=0.1: x0=0, x1=0.1, X»,=0.2, x3=0.3, X4=0.4, x5=0.5.
Dans ce cas f(X,y)=y-X, alors d'aprés la méthode d'Euler:

Yn=Yn-1+AX f(Xn-1,¥n-1)

Sin=1, x,=0.1

Y1=Yo+AX f(Xo,Y0)=2+0.1(2-0)=2.2
Sin=2, x,=0.2

Yo=y1+AX f(X1,y1)=2.2+0.1(2.2-0.1)=2.41

n Xn Yn

0 0 2

1 0.1 2.2
2 0.2 2.41
3 0.3 2.63
4 0.4 2.86
5 0.5 3.10

Exercice 2:

Construire un schéma au différences finies du second ordre (l'erreur de troncature est
proportionnelle & Ax?) applicable pour le nceud de frontiére i.
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Solution de I'exercice 2:
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L'identification de I'équation (4) al'équation (1), donne:
a+b+c=0
2c+b=-1 ©)
4c+b=0

La résolution de ce systeme d’équation, donne |'expression suivante pour un schéma de
second ordre utilisant trois points pour la dérivée premiére.

) 3U, ; —4U,
iJ

=11
2Ax
Soit a résoudre [l'équation aux dérivées partielles (EDP) ci-dessous dans
(x,y)€[0,4]x[0,2] par la méthode des différences finies.
U (x.y) , OU(x.y)
8)(2 ayz
U(x,0) = U(x,2) =U(0,y) =0 et U(4,y) =20
AX=4ay=1

oU

ox

+U,_, i

+ B(sz )

(6)

Exercice 3:

le domaine

YA

=0

o

—_———————dO

—----==1

[
']

1. Quel est le type de cette EDP. Justifier ?.

2. Ecrire I’expression mathématique du schéma aux
différences finies pour l'approximation des dérivées de
cette EDP. Démontrer ?.

3. Appliquer ce schéma sur I'EDP.

4. Ecrire le systeme d'équations issues dans les nceuds inconnus.
5. Déduire I'équation matricielle équivalente

6. Vérifier I’applicabilité de la méthode Gauss-Seidel pour résoudre le systéme d'équations
obtenu.

ol-------
okb-------
ob-c----4
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Solution de I'exercice 3:

L'EDP est définie dans le domaine (x,y) €[0,4]x[0,2] par :
U (xy)  dUXY) _

0
aXZ ay2
U(x,0) = U(x,2) =U(0,y) =0 et U(4,y) =20
AX=4y=1

1. Quel est le type de cette EDP. Justifier ?.
A=C=1,B=0,A=B*-4AC=-4

A<0: I'EDP est de type elliptique.
2 Ecrire I’expression mathématique du schéma aux différences finies pour lI'approximation des

dérivées de cette EDP. Démontrer ?.
o°U J _ Ui —2U;+Uy;
ij

= | = o + a(sz)

3. Appliquer ce schéma sur I'EDP.

_4Ui,j +Ui—1,j +Ui+1,j +Ui,j—1 +Ui,j+1 =0

4. Ecrire le systeme d'équations issues dans les nceuds inconnus.
-4U,, +U, +0U, =0
U, -4U, +U; = 0
o, +U, —4U,, =-20
5. Déduire I'équation matricielle équivalente
-4 1 01]U, 0
1 -4 1|U,|=| 0
0 1 -4|lu,| [-20
6. Vérifier I’applicabilité de la méthode Gauss-Seidel pour résoudre le systéeme d'équations
obtenu.
- Appliquer le test de convergence. Commenter.

il =D [ay| = -4 >+[0] et |-4 >+ et |-4>[0+[1

it

J#
Le test de la diagonale dominante est vérifié, donc le systeme d'équation converge naturellement
vert une solution.

Exercice 4:

Le circuit ci-dessous montre la décharge d’un condensateur dans une / i

résistance.
1. Donner I’¢quation différentielle du circuit (en fonction dew). . —— R
2. Utiliser la méthode d'Euler pour donner une approximation de
la solution dans l'intervalle t[O0, 1].

Avec: RC=0.5, u(t=0)=5v, At=0.2s.
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Solution de I'exercice 4:

1. Donner 1’équation différentielle du circuit.
d'apreés la loi des mailles :
Ri+u=0
. du
Ona:i=C =
1

Donc 1I’équation différentielle est : Z—q: =——-u

2. Utiliser la méthode d'Euler pour donner une approximation de la solution.
te[O , l] et At=0.2: t,=0, t,=0.2, t,=0.4, t3=0.6, t,=0.8, ts=1.
Dans ce cas, f(t,u)=(-1/RC)u

Alors d'apres la méthode d'Euler: n t, Up

Un+1=Un+AX f(tn,Un) 0 0

Ur=Uo+AX f(tp,up)=5+0.2((-1/0.5)5) =3 1 02

Up=Uy+AX f(ty,u;)=3+0.2((-1/0.5)3) =1.8 :
2 0.4 1.8
3 0.6 1.08
4 0.8 0.648
5 1 0.388

Exercice 5:

Soit un fil métallique de section droite tres petite par rapport a sa longueur L de fagcon a ce que le
flux de chaleur existe seulement suivant la longueur du fil. Si en plus la source de chaleur est absente,

I’équation de Fourrier traduisant le transfert de chaleur par conduction prend la forme suivante:
=1 =2 1=3 1=4 I=5 =6

i T |o‘ - r o o T
T T :
—=a—— > 0<x<L

ot ox ) L
Avec les conditions: T(0)=1 et T(L)=0.
a est la diffusivité thermique.

>

Questions: Si le cas est stationnaire.
1. Quel est lI'ordre de cette EDP. Justifier ?.
2. Les conditions ci-dessus sont ils des conditions aux limites ou bien des conditions initiales.
Justifier 2.
3. Cette EDP est elle linéaire, non linéaire ou bien quasi-linéaire. Justifier ?.
4. Quel est le type de cette EDP. Justifier ?.
5. Ecrire I’expression mathématique du schéma aux différences finies pour I'approximation des
dérivées de cette EDP.
6. Appliquer ce schema sur I'EDP.
7. Ecrire le systeme d'équations issus dans les nceuds inconnus.
8. Verifier I’applicabilité de la méthode Gauss-Seidel pour résoudre ce systeme d'équations.

Solution de I'exercice 5:

1. Quel est I'ordre de cette EDP. Justifier ?.
D'ordre 2, puisque I'ordre des dérivées le plus élevé est 2.

2. Les conditions ci-dessus sont ils des conditions aux limites ou bien des conditions initiales.
Justifier 2.
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Des conditions aux limites, puisque ils sont appliquées en tout point de la frontiére.

3. Cette EDP est elle linéaire, non linéaire ou bien quasi-linéaire. Justifier ?.
Linéaire , puisque a est une constante.

4. Quel est le type de cette EDP. Justifier ?.

A=B?-4AC=0, C=1,A=B=0
I'EDP est de type parabolique.

5. Ecrire 1’expression mathématique du schéma aux différences finies pour I'approximation des
dérivées de cette EDP.

2
&8

-~ 2

-
\
i
1=
}

A

G —26, +6,

+ 6(:1}:2 J
Ax : ’

6. Appliquer ce schéma sur I'EDP.
6,,-26+6.,=0

7. Ecrire le systeme d'équations issus dans les nceuds inconnus.

=2
=3
=4

I=5

0,-20,+0,=0

0,-20,+6, =0 :

0,-20,+6,=0
0,-20,+0,=0

-20,+6, =-1
0, —-293-;-94 =0
0,-20,+60,=0
0,-20,=0

8. Vérifier ’applicabilité de la méthode Gauss-Seidel pour résoudre ce systeme d'équations.

n
2| = Z|aij|

j=1
J#

= |-2|> [ et F2|> |+ ] et F2|>p+ ] et |2]= ]

Le test de la diagonale dominante est vérifié, donc le systéme d'égquation converge naturellement vert

une solution.

Exercice 6:

Les valeurs qui représentent 1’évolution de la perméabilité relative g4 pour un matériau
ferromagnétique (Fer-silicium) en fonction du champ d’excitation H sont données par le tableau ci-

dessous:

Points de données i 1 2 3
Champ d’excitation H (A/m) 10° 300 100
Perméabilité relative z4 1000 | 3000 | 5000

1. Ecrire la formule d’interpolation de Lagrange qui permet d’interpoler ces points de données.

2. Trouver la perméabilité relative g pour H =500 (A/m) , H =200 (A/m).
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Solution de I'exercice 6:

1. Ecrire la formule d’interpolation de Lagrange qui permet d’interpoler ces points de données.

- Le polyndme de Lagrange est donné par:

n

Pn(X)=§ f(Xk)Lk(X), n=2 ou Lk(x):H X—X,

iz0 X¢ — %

ik
- Remplacement dans les expressions (c.a.d calcul des Ly et remplacement dans Py).
2. Trouver la perméabilité relative x4 pour H =500 (A/m) , H = 200 (A/m).

- Pour H =500 (A/m), 1 =1600
- Pour H =200 (A/m), 1 =3900
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