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Exercice n°1

Selon leurs modeles, déterminer les types des systémes décrits par les équations
differentielles suivantes :

1) by(t) +c*y(t) = u(t) 2) y3(8) + t3(8) + ay(t) = u(t)

3) #(t) + y(t) = cos (u(t)) 4)ay (t) + by(t) + (¢ + cos(£))y(t) = u(t)

5) ay(t) + y(t) = di(t) +u(t) 6) #(£) + () = w?(8) +u(t)
Solution :

1) Systeme linéaire, invariant du deuxieme ordre.

2) Systeme nonlinéaire (a cause du premier terme la dérivée au carrée), invariant du
deuxiéme ordre.

3) Systeme non linéaire (a cause de cos(u(t))), invariant du deuxiéme ordre.

4) Systéme linéaire, variant du deuxiéme ordre.

5) Systeme linéaire, invariant du deuxiéme ordre.

6) Systeme nonlinéaire (a cause du carré de la dérivée de I'entrée), invariant du
deuxiéme ordre.

Exercice 2 :

Selon leurs modeéles, déterminer les types des systéemes décrits par les équations
différentielles suivantes :

dy 2 dy dy dy
a)—= =u,b —Z 4+4y=u c)5—=2+6y="7u,d ) —= )y =b(t)u
)dt+y )y i ) 5 T8V )ai()dt+a2()y (t)

Solution

Les systemes décrits par les équations (a et ¢) sont des systémes linéaires, invariants du
premier ordre.

Le systeme décrit par 1’équation (b) est un systéme non linéaire invariant du premier ordre.
Le systeme décrit par 1’équation (d) est un systeme linéaire variant du premier ordre.
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Exercice 3 :
R
Circuit RC
v(t) T 7 - T ve(t) V() — > Ve (t)
1) Déterminer la relation entre I’entrée e(t) et la sortie Ve (t).
2) Déterminer la nature et le type de ce systéeme.
Solution
1) En appliquant la loi de maille, on obtient : v(t)=Ri(t)+v,(t)
Ona:
. dv,(t dv, (t
i(t)= C% = Donc, I’équation devienne : V(t)= RC% +V, (1)
2) C’est un systeme de nature électrique, du premier ordre n=1(m=0), linéaire et
invariant.
Exercice 4 :

1) Dresser le schémas canonique d’une pi¢ce a chauffer (L’outil utilisé est un radiateur).
2) Ce systéme est-il en BO ou en BF ? Est-il possible de le rendre en BF ? Justifier la réponse

et dresser son schéma canonique.

Solution

1) Schémas canonique d’une piéce a chauffer

Climat extérieur :

Action sur Débit l l l Température
le radiateur calorique Mesurée dans la

- o piéce :T;
———»| Radiateur Piéce a chauffer ’

A 4

2) Ce systéme est un systéme en BO.
Oui, il est toujours possible de le rendre un systéme en BF.
En ajoutant au radiateur un thermocouple qui contrdle la température de la piece et en
respectant par la suite la température consigne ou désirée.
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Systeme
Comparateur Actionneur
Température
Tc :Consigne Mesurée dans la

piéce :

— Régulateur Radiateur Piéce a » Crandeurarégler
+ chauffer
Action sur le radiateur :
Commande
Thermocouple ou
Sonde de température |4
\ Capteur
Exercice n°5
On consideére les 2 systémes physiques suivants : ANSCNAMMAN
Une masse M, retenue a un mur par un amortisseur de coefficient de frottement
visqueux f et un ressort d’amortissement k que I’on tire par une tension T vers ks mm—-
le bas.
Entrée : Force appliquée a la masse. M
Sortie : Position de la masse. —
l F

Un circuit RLC série. : i
Entrée . Tension aux bornes du circuit. . (t)T cTu ® z

Sortie : Tension aux bornes du condensateur.

1. Ecrire les équations différentielles régissant la dynamique des sorties de ces 2
systemes.

2. Donner la fonction de transfert de chacun de ces systemes.

3. La fonction de transfert canonique des systémes du 2'°™ ordre s’exprime sous la

forme :
S(p) _ K
E(p) 1 2, 2¢
(p) —p +a)—-p+1
n n
ou est la pulsation propre ou naturelle.

Wn
& est I’amortissement.
K est le gain statique du systéme.

Pour chacun des 2 systemes, exprimer ces 3 parameétres en fonction des données du probléme.

4. Pour chacun des 2 systemes, a quelles conditions le facteur d’amortissement est-il
inférieur a 1 ? Pour 1’un ou ’autre cas, en supposant & <1 , tracer allure de la

réponse temporelle du systeme a un échelon de tension (0OV — EV) .
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Les tables de transformées de Laplace donne, lorsque & <1 :

o 1 ~Cot 2
( Py p+a)2) =1- ; éz-e -Sinlwp1-&° -t +0
p-\ P +icwy, - n -

Tt

Solution : La solution est déja faite en présentiel 111?7??

1
: Systéme mécanigue :
Z forces=My = z Fext=Mj7  soient x le déplacement de la masse m et F la force
d’excitation. Par projection sur ’axe du mouvement on aura :
d’x f dx Kk F

m¥=F - fx—kx; =

7 T
dt® mdt m m
C’est un systéme du deuxiéme ordre, linéaire et invariant.

Systeme électrigue :
Loi des mailles et I’exploitation des relations électriques Courant/Tension on aura :

d’U, RdU, U, U,
S +— +—SXx=
dt L dt LC LC
C’est un systéme du deuxi¢me ordre, linéaire et invariant.

2) Fonction de transfert avec Les CIN.
La fonction de transfert par définition, est le rapport (sortie/entrée) dans le
domaine de Laplace.

Systéme mécanique :
d’x  fdx k F _ X(p) 1

2 T 2
dt® mdt m m F(p) mp°+ fp+k

Systéme électrique :
2

dU2°+BdU°+UC :Ue_)UC(p)z : 1

dt L dt LC LC U.(p) LCp“+RCp+1

3) La fonction de transfert canonique d’un systéme de deuxieme ordre est :
S(p) _ K

(O n
est la pulsation propre ou naturelle.

ou N
¢ est I’amortissement.
K est le gain statique du systéme.

Systéme mécanique :
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1
, -

t= m m m (p) mp°+fp+ fp2+fp+1
Par identification des deux fonctions de transfert on aura :

:i' 1=m t2_§=19K211 Wn:\/zetéf: f
m

kK’ w2 k  w, K k 24/km
Systéme électrique :
Ue(p) _ L 5> K=L = =LCet? =RC
U (p) LCp? +RCp+1 A

-)Klw_\/iecf_\/i

Systéme mécanique : ¢ =

4) &£<1

f
2/km

Systéme électrique : & = g\/g 2 RJ/C<2JL

La réponse indicielle d’un systéeme de 2éme ordre (&£ <1) est donnée par :

2
Tt @n =1— 1 .e_f“’"'t.sin(a)nxll—gz ~t+¢9)

p-(p*+28y-p+af)| (L&

Pour ce cas ou I&I<1 ==> discriminant A négatif (A<0) => Le systéme a une paire des pbles
complexes conjugués donnée par I'équation (3.36) du chapitre 3 et son comportement est
oscillatoire. L'équation (3.37) du chapitre 3, permet de calculer la réponse indicielle pour ce
cas (Voir 3¢™ cas du chapitre 03).

K.p1.P2 1, mpp (1 1 1 1
S(p)= =kl —+ — -
= =) (p- o) [p pl—pz(pl P—P1 P2 p—pzﬂ (3.48)

Application de la Transformée inverse de Laplace, on aura I'expression temporelle de
réponse indicielle.

s(t)=TL‘1{%}=k[l—%e‘é‘”etsin[wo 1—§z.t+arcsin(\/1—§2ﬂ] (3.50)

1-¢&2
Quelques caractéristiques d'un systéme du 2°™ordre tirées de la réponse indicielle (I€1<1)

comportement oscillatoire:
_m-ar cos(r.f)

woy1-¢&2

o Tempsdemonté: T, (3.51)
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o Temps de réponse a n% : T, (n%) = L& In(@] Si &£(0.7 (3.52)
WO n
/4
o Temps du premier pic : Tic = ——— (3.53)
[ 2
WO 1- f

Pseudo période : T, = — 2= 3.54

o Pseudo période : pp—ﬁ (3.54)
woy1-¢
o Pseudo pulsation propre : w p =W Vi-¢& 2 (3.55)
o Dépassement en % : D% = 100e 75 (3.56)
J1-&2
2ré
D [1_ g2
o Rapport entre deux maximas successifs : D—l eV (3.57)
2
o Nombre d'oscillations complétes avant d'atteindre 95% de la valeur finale:
3.58
25
o Constante de temps de réponse : = &w, (3.59)
e(t)=1
s(t)
.
D, |
K paril
0
0 T T, T, (95%) t

Réponse indicielle d'un systéme du 2é™ ordre (IE1<1)

Remargues:

1) La réponse présente la forme d'une sinusoide amortie par I’exponentielle comme le montre
la figure (Fig. 3.18). Cette allure permet de confirmer I’appellation affectée au coefficient &, a
savoir le coefficient d’amortissement.

2) Si &=0, la réponse indicielle serait une forme sinusoidale entretenue, alors que pour &=0,
les amplitudes des oscillations décroissent au fil du temps et ce, plus moins rapidement selon
la valeur de &.

3) Le dépassement indiciel ne dépend que du coefficient d’amortissement &. Plus & est petit,
moins la réponse indicielle est amortie, et plus le dépassement indiciel est important
comme.
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4) Pour un asservissement, le dépassement est un critére d’évaluation important de la
performance en régime transitoire.

5) Dans plusieurs applications, lI'automaticien cherche a réaliser un dépassement faible ou
négligeable.

Exercice n°6

Un systéme linéaire est caractérisé par 1’équation
ds
0,5.—+s(¢1)=15.e(¢)
dt

1. Donner I’expression de la fonction de transfert du systéme. Quels sont le type, 1’ordre, le
gain et la ou les constantes de temps de ce systéme ?
2. L’entrée appliquée est donnée en figure 2 (le systéme étant initialement au repos).

* donner ’expression de s(t) en fonction de x

* trouver x pour qu’a t = 0.1, la réponse atteigne sa valeur finale et ne la quitte plus.

A 2(t)

X

5

Solution : La solution est déja faite en présentiel 1117?77

1)
0,5.$ +s(t) =15.e(t) = 0,5.pS(p) + S(p) =15.E(p)=>» (0,5.p+1)S(p) =15.E(p)
S(p) 15
E(p) 1+0.5p
C’est un systéme du premier ordre, linéaire et invariant=» K=15 et t=0.5 (seconde)
S 15 15E
2 S _ > 5(p)= LEO)
E(p) 1+0.5p 1+0.5p

Calculant E(p) (I’entrée donnée) :

0 0.1 ©
E(p) = [e(t)e Pdt = [xe Pdt+ [5e Pdt = %(1— e 0P + %e"-“’
0 0 0.1

Remplacons E(p) dans S(p) on aura :

S(p)=15E(p): 15 ﬁ(l—e’o'lp)JrEe*O.lp
1+05p 1+05p\p P

s(t) est Laplace inverse de S(p).
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s(p)=DEM) 15 (X gomy Secom| 15 (X X015 on
1+05p 1+05p(p P 1+05plp p p _

_ 15x 15xe +15X5e‘°'1p
1+05p)p (@+05p)p (@+05p)p

Remarquons bien que c’est la propriété de modulation ou retard et amortissement, qu’il faut
utiliser pour faciliter les calculs, les Transformeées de Laplace de deux derniers termes sont
calculés directement de celle du premier terme .==> s(t) ???

On’a:

t 1
1-e” p(L+ )

15x

t
=% |=15x(l—e 95)=15x(1-e
(1+0.5p)p] X(1-e *) X(1-e)

15X _(t+0.1)
Lt me—oip _ 15X(1— g 05 ) — 15X(1— e—2(t+0.1))
+ U.

-1 75 -0.1p (o) —-2(t+0.1)
L me = 75(1— € 05 ) = 75(1— (S] )
+U.0p)p

s(t) =15x(1—e ) —15x(1—e D) 4 75(1 — e 20Dy = 15x(1— e — 1+ 2"V) 4 75(1 — g 2(+01)
— 15X(872(t+0.l) _ efz'[) + 75(1_ efz(t+0.1))
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