UNIVERSITE DE JIJEL Juin 2021
Faculté des Sciences et de la Technologie

DEPARTEMENT D’AUTOMATIQUE

2éme année ST Automatique (LMD) Matiere SALCI TDN°3

Exercice N°1 :
Calculer les transformées de Laplace des fonctions suivantes :

a. 12¢(t) d. 5e™
b. 5e(t—12) e. 155(t —4)

e ™2 t>2
c. 4t° f.e " gt-2)=

0 t<o0
Solution

En se servant du tableau des transformées de Laplace et des propriétés vues au cours on aura
directement :

a) Echelon : 12/p

b) Propriété de retard et amortissement : (5/p)e'??

c) Propriété dérivation : 8/p®

d) Directe : 5/(p+5)

e) Propriété de retard et amortissement : 15e*°

f) Propriété produit temporel et convolution avec le retard :

XYy X(P)*Y(p) Avec: x(t)=e 2 et y(t)=e(t-2)

X(p)*Y(p) _ & gl L
p+1 p+1

Ou avec calcul directe par I’utilisation de la transformée de Laplace :

e—(t—2) t > 2 +0 +00 1 © 1
L e Pe(t-2)= = jf(t).e‘ptdt = J'e‘“‘z)e‘mdt =e{—e“(p+l)} =e{—e2‘p”’}
0 t<0| - 2 p+1 5 p+1

Exercice N°2 :
Trouver les transformées de Laplace des fonctions suivantes :

a t*+3t° +4t+3 d. 2t* cos(3t)
b. (2t —3)5(t —3) e. 2e™ sin(5t)
c. 3tsin(5t). f. costd(t —n/4)
Solution
2
at®+3t>+4t+3 > %+%+i:w
p* p° p2 p
3

b. (2t—-3)8(t—3)=3 > o

c. 3tsin(5t) : x()y(t)=2>X(p)*Y(p) Avec : x(t) =3t et y(t) =sin(5t)
3, 5

X(P)*Y(p)=—
(p)*Y(p) o7 pTi25
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d. 2t% cos(3t) : x(t)y(t)=>X(p)*Y(p) Avec: x(t)=2t> et y(t) = cos(3t)

4 p
X *Y — *
(P)*Y(p) 0% pPis

e. 2e'sin(5t) : Propriété de retard et amortissement : L{e‘at f (t)}: F(p+a) Avec:f(t)=sin(5t)
Comme on peut utiliser directement cette propriété du tableau :

v
e * sin(wt) (p+a)’ +w?
Lie f(t)}=F(p+a)= 2—(p+5§2 >
cos(z)

f. costo(t—=/4) = cos(%) > p4

Exercice N°3 :

Tracer le graphe et calculer la transformée de Laplace des fonctions suivantes :
1) f(t)=U(t—1)-U(t-2)
2) f(t)=U(t—2)(t—2)*
3) f()=Y 0. (U(t—2n)-U(t—(2n+1))).

Solution
1. On distingue 3 cas :
= Sit<1, alors U(t=1)=0U(t—1)=0 et U(t-2)=0U(t—2)=0 et la fonction est nulle.

= Site[1,2], alors U(t=1)=1U(t-1)=1 et U(t-2)=0U(t—2)=0 et la fonction vaut 1.
= Sit>2, alors U(t—1)=1U(t-1)=1 et U(t—2)=1U(t-2)=1 et la fonction est nulle.

On obtient donc le graphe suivant :

On calcule alors la transformée de Laplace de cette fonction soit en utilisant la
transformée de Laplace de la fonction échelon-unité et le théoréme du retard, soit en
utilisant I'expression de la fonction déterminée ci-dessus.

Avec cette derniére méthode, on trouve que :
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h —pt ‘ -pt 1 -p 1 —2p
F(p)=[f@t)e™dt=[ePdt="e?-"e¢
L 1 p p

2) La fonction est simplement la fonction t—12, mais tronquée a sa partie positive et
retardée d'un temps égal a 2. On obtient donc la courbe :

F(p)=2ye
p

3) Avec le méme raisonnement qu'a la premiére question, on constate que la fonction vaut 1
sur les intervalles du type [2Nn,2n+1] et vaut O ailleurs :

14

Le calcul de la transformée de Laplace donne alors :

ot o 2n+l -
F(p)= Z I f(t).e ™dt = Z Ie‘ptdt = Z[le—%p _le—(2n+l)pj

n=0 s n=0 2n n-o\ P P
Remarque : Vous pouvez développer plus...

Exercice N°4 :
Trouver Laplace inverse des fonctions de transfert suivantes :

p+1
1) H(p)=— P
) H(P) p®+5p*+6p
p+5
2) H(p)=
(P +1)(p+2)
3) H(p) = p+3

(p+2)(p* +2p+1)
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p+3
H(p) =
DR = o+ 2p 1)

Solution
p+1

1) HP) =—5—F—5
p®+5p° +6p
Les poles de cette fonction de transfert sont 0, -2 et -3, ainsi sa décomposition en éléments simples est

comme suit :

C C C 1 1 -2
H(p)=—2+—2-+—_ 00:C, =(p-p,)H Ci=-C=_etCy=—
=+ 2" hes =(P=P)H(P)|,_, =C=5iC =0t C=—

>
2) H(p)=—y 25>

(p* +D(p+2)

Les poles de cette fonction de transfert sont %j et-2, ainsi la décomposition en éléments simples de H(p) est

comme suit :

c, ¢, ¢C, .
H(p): 1__|_ 2_+ 3 OU:Ci:(p_pi)H(p)|=_
p_J p+J p+2 p=p;

= C, =114 ; C, =1.14e "®>® et C, =§

Et la réponse impulsionnelle est donnée alors par :

S h(t)=Ce” +Ce™ +C,e™ = ge‘“ +2,28cos(t +105.26)

B p+3
3 ) = v 2p )

Les poles de cette fonction de transfert sont -1 avec un ordre de multiplicité d’ordre égale a 2 et -2, ainsi sa

décomposition en éléments simples est comme suit :

H(p) = b2
(p+D) p+1 p+2

En utilisant (2.27) = C;=2, C;=-1et C3=1
Et la réponse impulsionnelle est donnée alors par :
S hit)=2te' —e "'+

B p+3
DR = 7 2D

Les poles de cette fonction de transfert sont -1 avec un ordre de multiplicité d’ordre égale a 2 et -2, ainsi sa

décomposition en éléments simples est comme suit :
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C C C
H — 1 + 2 + 3
(P) (p+D*> p+1 p+2

En utilisant I'équation (2.27) de chapitre 2, on trouve : =» C;=2, C;=-1 et C3=1

Et la réponse impulsionnelle est donnée alors par :

S ht)=2te" —e "'+

Exercice N°5 :

Reéduire les schémas fonctionnels suivants en schémas canoniques simples :

Schémas fonctionnels > 4 Schémas canoniques réduits
1)
X(p) Yq(p) Yp) __  X(p) Y(p)
6 P 5o E® = G, (P)G(P}—
2)
X(p) G.0) Y4(p) . o
Y __ X(p) P
o P = G, (P1*G(P)—
2P
Ga(p) +
3)
X
_.,(p}+ e® [gp P — xp|__°P |Ye
- o 1+H(p)G(p)
"0 e
4)
XP g~ o) s EACI oy I X0, «p) o 1P roe e
2T ) O T e
Gz(p)
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Exercice N°6 :

E(p)

X
M(p) H(p) M(p)
| H,(p) H,(p)
H4(P)

Y Y(p)
am —® Mo o
H(p) Gz(p
> Hs(P) S(p) >
Simplifier

Réduire ce schéma fonctionnel et en déduire la fonction de transfert du systéeme.

Solution
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v

E(p) | H.(p) H,(p) | Hy(p) |_S@)
<§%§>_* | | L+ H, () 3

H,(p) |,
s =
E(p) | H,(p) H,(p) | Hip) | S|
<§%§>_+ U v
[ H,(p) |¢
< =

v

Hp)<§ i: H,(p)H,(p)H;(p) S(p)
1+H,(p)
[ H,(p) «

< >

E(p) H (p)H,(p)H;(p) S(p)
1+ H,(p)+H,(p)H,(p)H,(p)H,(p)

La fonction de transfert de systeme est :

H(p) = >(P) _ H, (p)H, (P)H,(p)
E(p) 1+H,(p)+H, (p)H,(p)H;(P)H,(P)
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Exercice N°7 :

Simplifier ce schéma fonctionnel et en déduire la fonction de transfert du systéme.

Solution
XE) N TR
\}/ Al O s -
‘ Hy.
G
+ G,G
X(p) G, 273 - Y (D)
1 +H1GzG3
H2
1+ Gy
La fonction de transfert de systéme est :
Y(p) _ G,(P)G, (P)G;(P)

H = =
(P X(p) 1+H;(p)G,(P)G;(p)+H,(P)G,(P)G,(P)+ G, (P)G, (P)Gs(P)

Exercice N°8 :

Soit I’équation différentielle suivante :
d 3 2 2

d d
e y(t)+3dt2 y(t)+6y(t) e X(t) - x(t)
1) Déterminer Y (p) du signal de sortie sachant que les conditions initiales sont nulles.
2) Déterminer la fonction de transfert du systéme décrit par 1’équation précédente.

3) Calculer y(«) pour un signal d’entrée x(t) = 5sint.
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Solution
1) Laplace de I’équation différentielle :

0%Y () +3p2Y (p) + 6Y(p) = p2X (p)— X(p) > Y (p) = ~{PAP"~D)
p°+3p°+6

X(p)(P°-1) 5 Y(P) _ (p°-1)

p’+3p?+6  X(p) p°’+3p°+6

Systeme de troisieme ordre linéaire et invariant.

2) Fonction de transfert: Y (p) =

1 (p2 -1) 1
=Y =
p?+1 (P) p®+3p°+6 p®+1

3) x(t)=5sint=> X(p)=

Théoréme de la valeur finale : y(x) = Iirrg pY(p) = y(x) =0
p-->

Exercice N°9 :

Calculer les transformées de Laplace sulvantes :

o[- vl

b) £ :(1‘.+2) U(t) + (1‘+3) ’5’2/(1‘—2)}

c) % KfEJHUr l)E_—Qt %m]
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Solution :
U(t) est I’échelon unitaire.
Calculer les transformdées de Laplace suivantes :

a) % th +t— E’St) 02/(?5)}

f(t) = (F +t— e_3t) U(t) = Ut)+tU(t)— e U(t)
1

51
Fip) = pf3+?7p+3
b) [(t+2) (1) + (t+3) w1l —2)]
()= (+2) %)+ (1+3) (1 =2) = (1+2) Z(0)+ (1 -2) +5) % (1 -2)
15 2
2[(t+5) 2 0] =5+ ﬁ[(tJrQ)‘Z/()]—%QnLE
1 5\ _ 2p+ 1
2[(t- Wt —2)] == +2) e
(e-2+5) 2ie-2] = (55+2) o
w+1 (1 5
F(p) = pr (p—QJr;) e %

):( +t+l) 2 Y (t)
aff|:(t2+f_|_1) ]:E _ EZLM

pg ) P

3[(t?+t+1) —2**02/] (p+2)° p+2)+2
(p+2)3
p?+5p+8
Flt) = ——————
(*) (p+2)3

Exercice N°10 :

Calculer Laplace inverse

-1 [ p+2 ]
2) L (p+3)(p+ 1)

[ 3
by #Z _{'p+5)2}

p—1
R —
°) [ (p? +2p+5) ]
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Solution :

U(t) est I’échelon unitaire.

a) ¥ P2 ]
) Lp+&@+4)

) 2 1
F(p) = 2 = +—
(p+3)p+4) p+4 p+3

) =| (207 = %) 2 (1)

(p+5)
R
7 B] =3t U(t)

F(p) p—1 p+1 9

D) — _ B

P 2p+5) - (prip+2 e+
-1 p 2 (o |

Z LJQJFQQ 2 +22] = (L.Ob(i) 5111(21‘.)) WU (1)

F(t) = (coﬂ2f)——shﬂ2ﬂ) et U (t)
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Exercice N°11 :
Utiliser la transformée de Laplace pour résoudre les équations suivantes :

a) 2"(t)+32°(t) + 2x(t) =0 avec: x(0)=1 e 2/(0)=0
b)  2"(t) +62'(t) + 9x(t) = e U (t) avec: x(0)=0 et 2/(0)=0

c) a"(t)—ax(t)=BeH+ 2+ 1)%(t) avec: x2(0)=0 et 2/(0)=0

d)  2"(t) —4dax(t) = 3et —t3) U (1) avec:  x(0)=0 et 2(0)=1

e) Z"(t)+uw(t) =€ cos(t) %(t) avec :  x(0)=0 et (0)=0

£y ) +x(t)= Ut)— w(t—1) avec :  x(0)=2 et 2(0)=0
Solution :

a) 2Jt)+xt)=tU(t)—tU(t—1) condition initiale :  2(0) =0
dt)+at)=twt) - (t—1)+1)Z(t—1)

(0 X(p) = 0) + X(p) = — — (é + 1)
P

(p+1)X(p)=——

p? P>
1 1
X(p)=—— _ —_ P
(») Pp+1) p°
11 1 1
X(p)=— —— 4+~ _ P
(v) »” p ptl p?

c(t)=(t—1+e")YUt)—(t—1)%(t—1)

b)  2"(t)+2(t) = X(t) conditions Initiales : { ;%8; _ 8
(P X(p)—0—0)+(pX(p)—0) = %)
4 DX () =

NSRS S S

p(p +p) P2 p p+1

z(t) = (z‘ — 1+ e—f) (1)
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c) "(t)+4x(t)=2%(t) conditions initiales { ;,Eg% i )

5
(pQX(pJ—O—lHilX(pJ:;
2
(P +4)X(p) = p +1
p+2 5 —sp+1
X(p)=m =  — = &
v) PP +d)  p P+

IRV P L 2
C2\p pP+4 PP +4

x(t) = %(1 — cos(2t) + sin(?t)) U (t)

d)  2(t) 452 (t) +4x(t) = e 2 U (t) conditions initiales : { ;;Eg% _ 1

1

2 N B(n X () — / n) = ——

(p" X(p)—p—0)+5(pX(p)—1)+4X(p) b2
1

(-p2 +5p+4)X(p)=—F+p+5
p+2
PP+ Tp+ 11 B PP+ Tp+11

X(p) = —
W= o ) = G e+ De D
5/3 —1/2 —-1/6
_ 58 2
p+1 p+2 p+4

x(0) = 1
( =

e) (L) +24(1)+2x(t) =0 conditions initiales : { S

(PPX(p)—p—1)+20pX(p)—1)+2X(p)=0
P +2p+2)X(p)=p+3

T2 (1241

x(t) = (cros(t) —- 25111(t))e‘t U (t)
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