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Introduction I.

0 Méthodes de la famille ELECTRE (ELimination Et Choix Traduisant la
REalité) développée par Bernard Roy pionnier de la recherche
opérationnelle en France.

[ Relation de surclassement (Outranking en anglais).

1 Surclassement = préference au sens strict + indifférence .

aSb si aPb ou si alb.
C’est-a-dire que a est au moins aussi bonne que b.
[ Trois situations possibles:.

aSb et bSa alorsal b

aSb et bSa alorsa P b

aSh et bSa alorsaR b



Représentation graphique des relations de surclassement

Considérons sept aternatives tel que: I.
{a,Sa;,a3zSaq,as,Saq,asSaq,a,5a,,a,5a3,aSa,, azSa-}




Concordance avec I’hypothése de I.
surclassement

O Un critere j concorde avec I'hypotheése « l'action a; surclasse
I'action a;» si 'action a; est au moins aussi bonne que 'action
a; en ce qui concerne le critere j c’est-a-dire:

ai]- > ak]-

U Pour que la relation a;S ay soit validée, il faut que:

1. la majorité des criteres soit en faveur de cette assertion
(concordance)
2. aucun critere dans la minorité ne doit étre en forte

opposition avec cette derniere (non-discordance).



Méthode ELECTRE | (B. Roy , 1968)

L Préconisée pour répondre a une problématique de choix. I

!L

1 Cherche a partitionner un ensemble d’alternatives A en deux sous-ensem
N et A\N tel que:
VbeA\N Ja € N : aSbh
Ya b€ N: aSb et bSa
Exemple d’application numérique: Soit la matrice des performances qui
représente les moyennes (sur 20) des éleves dans trois matieres. Appliquer

ELECTRE I pour sélectionner le meilleur éleve.

C1 C2 C3
a;, 087 0 16.08
a, 261 20 19.45
a; O 0 0

a, 20 20 20
as 0 20 17.9

W 0.5 0.25 0.25




1.  Effectuer des comparaisons sur toutes les paires d’actions pour I.
chaque critere, ce qui permet de construire :
v" L'ensemble de concordance :
J(ay, ar) = {j € Fla;j = ay;}
v L'ensemble de discordance :
J (aj,ar) ={j € Fla;j < ay;}:
2. Déterminer la somme des poids des criteres appartenanta (J,/ ) :
P*(a;,ar) = X; P; avecj € J(a;, ay)
P~(a;,ax) = 2 P; avecj € ] (a;, ay)
Notons:
P(a;, ar)=P*(a; ar) + P~ (a;, ay)

Si les poids sont normalisés la somme des poids sera 1.



3. Calculer les Indices de Concordance Cj,

. P+ (ai) ak)

Cip =
e P(ai) ak)

Cet indice exprime combien I'hypothese de départ “a; surclasse a;” concorde

0<Cyp <1

avec la réalité représentée par les évaluations des alternatives.

4. Calculer les Indices de Discordance D,

0 st J(apar) =0
D, =<1 . —
L S—j-m]%ix{akj — aij} j €J (a;ar)
0; est I'amplitude de l'échelle associée au critere j pour lequel existe le

maximum de discordance.



5. Filtrer les alternatives: Il s’agit d’établir la relation de surclassement

entre les alternatives :

CiRZC
Dy < d

a;Say © {

v ¢ (typiquement proche de 0 .7) représente le seuil de concordance

(minimum de concordance requise pour admettre I’hypothese
ajSay)

v d (Typiquement proche de 0.3) représente le seuil de discordance

(maximum de discordance tolérée pour ne pas rejeter ’hypothese

de surclassement)

6. Etablir le graphe de surclassement

7. Dégager le noyau du graphe.



Méthode ELECTRE ||

L Préconisée pour répondre a une Problématique de Rangement Py.
O Cette méthode utilise deux relations :
v’ Surclassement fort S¥
v' Surclassement faible S/ .
O Pour cela sont définis :
Des niveaux décroissants de concordance :
0<c <c<ct<1
Des niveaux décroissants de discordance :

0<d,<d; <1




Surclassement fort

d Cas 1 : relation de surclassement tres fortement concordante et I.
moyennement discordante.

Cik >ct

 Cas 2: relation de surclassement Moyennement concordante et
faiblement discordante.
Ci = c°
Arj — Ajj < dy V]

P*(a;,
_(al ak) > 1
P (airak)




Surclassement faible |.

U Relation de surclassement faiblement concordante et moyennement

discordante:
Cik > C

akj—aidel‘v’j

Pt(a;,
_(al ak) > 1
P~(a;, ai)

Exemple d’application

Supposons que les relations de surclassement faible et fort sont déja
établies entre les alternatives, classer les selon ELECTRE II.

S ={(az, a1), (az, a3), (as, az), (as, ag), (a4, ag), (a4, az)}

Sf = SF + {(ag, al), (as; az); (a6' ag),}



Construction du classement directe V,

1. Les relations de surclassement fort S¥sont présentées par le graphe Y, I.
(I initialement par zéro)

2. Dans Y, tous les sommets qui ne sont pas surclassés fortement sont
recensés ils forment 'ensemble D.

3. Les éléments de D qui sont reliés par Sf constituent I'ensemble U.

4. L'ensemble B contient tous les sommets de U qui ne sont pas surclassés
faiblement par aucun autre sommet de U.

5. Laclasse d’équivalence des actions classées a I'étape 1 (ayant le méme
rang), est désignée par A;

Ai=(D-U) UB
6, A toutes les actions classées a I’étape [ est attribué le rang [ + 1.
7, Vipp =1 — Ay

8SiY;,; = @ Alors arrét Sinon continuer avecl'étape [l + 1.



Construction du classement indirecte V, I.

Pour ce faire, on effectue un classement directe mais en y apportant les

modifications suivantes :

v" Inverser la direction des arcs dans les graphes de surclassement fort et
de surclassement faible.

v Une fois le rang obtenu de la méme maniére que dans la procédure

précédente, inverser-le.

Classement final
Prendre la moyenne des classements direct et inverse comme classement

final.



Méthode ELECTRE TRI |

» Problématique de Tri : affectation des alternatives a des catégories prédéfinies.

= Structure de préférence de type (P,Q,l): utilisation de pseudo critéeres.

Generalized criterion Definition Parameters to fix

Tpel: PA
Usual

m’_c/_

=
a¥

P(d)={ 5= q<d<p P




0 d<q
Pd)={ =L q<d<p e d=a; —ay
1 d>p J J

|
|
|
|
|
|
P
"q;Pija, © a;;—ag; > pj o ai <a;;—pj

"a;Qiar © q; < aj; —Ag; = Pj © Qj —Pj = A < A — g

ajj — agj < q; (_){aij_CIj < ay;j

qj Ayj < Aij +q;

IA A

"q;l;a, © {
” Agj — Aij

Etant donné deux actions a; et a; on se trouve dans une des situations

suivantes: a;Pjay ou a;Q;a,0u a;lja, ou axQ;a; ou aiP;a;.

v 7 \ ’ \‘ ’
. P. VY q.0 .00 J. / ’
a;Pay " aLQ}ah a;l;a; ,,Q5a; \ a,P;a;
L ! . 4 '
aij —P; Qi —q; Qi a;j+q;  @ij TP Ay




= Comme toutes les méthodes de la famille ELECTRE, ELECTRE —Tri utilise la

relation de surclassement.

"aSb ->aPb

OU alb  (i.e. a est au moins aussi bonne que b).

= On cherche a vérifier des relations de surclassement de type a; S b;, et

b, Sa; tel que b;, dénote une action de référence définissant les catégories.

Exemple

On veut affecter des éleves a

Faible, Moyen, - C
Y 1 b, = (10,15,13) O 3

Bon selon leurs notes en

trois catégories

Physique,

Mathématique.

b1 == {6, 11, 9}

Langue Arabe,

ai Sb1 , blSal, aq sz , szal

Moyen C,
Faible Cl
?



Etapel:
Evaluation des indices de concordance partiels

( 0 si bhj > djj +p] (bh)
1 si by <aj;+q;(b
Cj(ai;bh) _ , _hé 1 q]( h)
a;; + p;j (bp) — bp; sinon
L Pj(bn) —q; (bp)
It :f-‘t f#h"x ;#-\t 2
./ v L7 . ! N




Exercice

Cj(ab bh) = 4

( 0 si bhj = djj +p] (bh)
1 si bhj < ai]- + q] (bh)
aij + pj (bp) — bp;

sinon
 pj(br) —q; (bp)
J=1 (physique) | J=2 (Langue Arabe) | J=3 (Mathematique)
Notes de ’éleve 10.5 7 11,5
b, 6 11 9
q;(by) 0.25 0.75 0.5
p;(by) 0.75 1.25 1
v;(by) 6 8 7
b 10 15 13
g,(b) 1 1 1
2, (b)) 2 2 2
v (by) 7 10 9
w; 0.3 0.45 0.25
J=1 J=2 J=3
C; (a,bq) 1 0
Cilay, by) |1 0 0.5 _11.5+2—13
C] (bl’ al) 0 1 2-1
C_] (bz, al) 1 1




Etape2:
Calcul de ’indice

de concordance global

Y . crw:Ci(a;, by)
_ LjeF ] \tY h
C(ai’ bh) - Z
jeF Wj

J=1 J=2 J=3
Cj(a1;b1) 1 0
Cj(al, b,) 1 0) 0.5
Cj(bll al) 0 1
Cj(bZJ al) 1 1

C(aq, by)= 0.3*1+0.25*1=0.55
C(aq, b,)= 0.3*1+0.25%0.5=0.425
C(by, ay)= 0.45%1

C(b,, a,)= 0.3*1+0.45*1+0.25*1=1




Etape 3:
Calcul de l’indice de discordance: I.

A chaque critére j et action de référence by, est associé un seuil de véto

Vj (bh) (é savoir Vj > p])

(0 Si bh] < ai]- +p] (bh)
1 Si bh' > a;; + V'(bh)
Dj(ai; bh) = b.) — b ] ) ]
a;; + p;j (bp) — bp;j sinon
L pj(br) —v; (bn)
‘-"’-.. ri" ‘h‘ !-'* "'-\ "’ "“ . -
“ / \ lII,...1" "Lx ¥ \ “f

. v iq5.0.a.0 1. / .V ! (1
al%ﬂk quQ}akl . ﬂlf}ﬂk " ,ﬂijil“” ﬂ’kﬂal'

Aij — Dj a QGj+P; Y a

a;; — qj j o Qijjtq;

kj

by, n’est pas strictement préférée a a; a; S b, est rejetée




D;(aj, by) = 5

(0
1

si bhj < ajj +pj (bp)

si bhj > ajj T Vj (bp)
a;j +pj (bp) — byj

L Pj(bn) —v; (bp)

sinon

J=1 (physique)

J=2 (Langue Arabe)

J=3 (Mathématique)

Notes de 1’éleve 10.5 7 11,5
b, 6 11 9
q;(by) 0.25 0.75 0.5
p;(by) 0.75 1.25 1
v;(by) 6 8 7
b, 10 15 13
q;(b) I I I
p; (b)) 2 2 2
v; (D) 7 10 9
Wj 0.3 0.45 0.25
J=1 J=2 J=3 7+ 1.25—-11
7+ 2—15
6 +0.75 —10.5
D;(b . :
07E ¢ ]( 1,a7)]0.71 0 0.25 94+1—115
D;(by,ay)| 0 0 0

1-7



Etape 4: Calcul de I'indice de crédibilité

F(aj, by) = {j € F:D;(a;, by) > C(a;, b))}

J=1 J=2 J=3
Di(ay, b)) |0 0.41 0
D:(a,b;) |0 0.75 0
D.(b,a;) |0.71 0 0.25
D:(bya;) |0 0 0
Qd F(a;,b)=0

Q F(a;,by)={2}
Q F(by,a;)= {1}
4 F(bzr a;)=9

C(aq,b1)=0.55
C(aq, by)=0.425
C(by,a,)=0.45
C(by,a.)=1



F(a;,b1)=0  F(a;,by)={2} F(by,a;)={1} F(by,a1)= 0
Indice de crédibilité :
C(a;, by) si F(aj, by) = @
_ 1 — D;(aj, by) :
o(aibn) =19 c(a. b 1_[ (@i, Dh Sinon
( | h) - 1 _ C(al,bh)
JEF
J=1 J=2 J=3
D:(ay,by) |0 0.41 0 C(ay, by)=0.55
Dj(ay, b;) |0 0.75 0 C(ay, b2)= 0.425
D;(by,a;) |0.71 0 0.25 C(by, a1)= 0.45
Dj(bz, a;) |0 0 0 C(bz,a1)=1
G(al, bl) =0.55 O-(bz, al):].
_ L 1-0.75 _
O-(al,bz) =0.425 11—(().);1‘125_018
o(by,a;) =0.45*——-=0.24

1-0.45



Etablissement de la relation de surclassement
La relation de sur-classement définie se base sur l'indice de credibilité et I.
I'indice de coupe 0.5<A< 1 tel que:

o(aj by) = A1 eto(by,a;) = A alors a;Sbyet by,Sa; — a;l by

o(aj, by) = Aeta(by,a;) < Aalors a;Sbyet bySa; — a;S by,

o(a;, by) < Aeta(by,a;) = A alors a;Sbyet bySa; — bySa;

o(a;, by) < Aeta(by,a;) < Aalors a;Sbyet bySa; — a;R by,

o(ay,b;) =0(by,a;)=1 o(ay,by) =0.18 o(b;,a;) =0.24

o(ay,b;) >0.5et ag(by,a;) <05 alors a;Sb;
o(a;,b,) <05 et g(by,a;) > 0.5 alors b,Sa;



Etape 6:procédures d’affectation I.

On peut procéder de deux maniéres différente:
= De haut en bas : Comparer successivementa;abyet h=p,p—1,...,0
Si a; S by, alors affecter a; a la catégorie Cy,,
= De bas en haut: Comparer successivement a; aby, telque h = 0,1, ...,p
Si b, Sa; alors affecter a; a la catégorie Cy,

alsbl
szal



procedures d’affectation I.

On peut procéder de deux maniéres différente:
= De haut en bas : Comparer successivementa;abyet h=p,p—1,...,0
Si a; S by, alors affecter a; a la catégorie Cy,,
= De bas en haut: Comparer successivement a; aby, telque h = 0,1, ...,p
Si b, Sa; alors affecter a; a la catégorie Cy,

procédure 1

a;Sb, ? Non

a;Sb; ? Oui

Alors Affectera; a Co—q141
procédure 2

b;Sa; ? Non

b,Sa;? Oui

Alors Affectera; a C,
Conclusion

Cet éleve est moyen



Methode PROMETHEE |

» Preference Ranking Organization METHod for Enrichment Evaluations
» Problématique de type P.y.

= Introduction d’'une fonction f; qui exprime la préférence du decideur pour
une action a; par rapport a une autre action a,;. Cette fonction permet de

construire des relations de surclassement valuees.

= || existe plusieurs versions de cette methode, mais les versions | et Il
restent les plus utilisées. Soulignons que le systeme de préférence est de
type:

= {/ P R} dans PROMETHEE |
={/ P dans PROMETHEE I|



Calcul du degré de surclassement I.

Pour toute paire d’alternative, calculer:

1) Fi(a;ar) = fi(a;; — axj)
Fi(a;, ai) , intensité de préférence, varie entre 0 et 1 et sa valeur s’incrémente

avec l'augmentation de la différence : a;; — ay; .

1
2) m(a;, ay) = Zz w;F; (a;, ay)
J

n
Tel que wzz w;
j=1



Exer
=

N O b~ 00 B

Poids 0.5

cice

J=2 J=3
6 2
4 4
10 12
4 4
4 8

0.25 0.25

Supposons que pour tous les critéres est définie la fonction de préférence

suivante:

fila,b) =+

(0 si a<b

1 sia—b >4

a—b>b _
Sinon

. 4




z ij}' (ai' ak)
J

— |3

Il

N\

_

S

.al

\—/

[
Lo+ 0o o
(@) O O 1 O O
LO
o © <1 © © OO dA o d
o O O O O O OO0 0O O
LO
0.01_00 O O 1 O -

DA

-l O <

F,(a, b)
a1 O
Fs(a,b)| a; |a; |as | ay | as




IO S S I R |

0125 O 0125 0,375

0,625 0 0.5 0,25 0,5

0,5 0,5 0 0,5 0,75

a 0,375 0 0,25 0 0,5
a 0,25 0,25 0 0,25 0

Calcul des flux sortant: Ce flux positif exprime la force d'une action
(plus important est ®* plus 'action est bonne)

(@) = ) mlaya)
ap€A
Calcul des flux entrant: Ce flux négatif exprime la faiblesse d'une
action (plus faible est ®~ plus I'action est bonne)

> (a) = ) mlara)

ar€A



|
---n--

0,125 0 0,125 0,375 0.625

0,625 0 05 025 05 1875
0,5 0,5 0 0,5 0,75  2.25
0,375 0 0,25 0 05 1.125
0,25 0,25 0 0,25 0 0.75

1.75 0.875 0.75 1.125 2.125




PROMETHEE |

=q;, Pa, SSI ®*(a;) > ®*(ay) et @ (a;) < P~ (ag)

Ou ®*(a;) = ®*(ay) et P (a;) < ® (ay)

Ou ®*(a;) > ®*(ay) et P (a;) = ® (ay)
=q;1a, SSI ®*(a;) = D (ay) et P~ (a;) = P~ (ay)
= a; Ray SSI ®*(a;) > ®*(ay) et @ (a;) > © (ai)

Ou ®*(a;) < ®*(ay) et P (a;) < D~ (ay)

a3 P a2

| a | @ e | o | oa a2 P a4
0.625 1.875 225 1.125 0.75 a4 P as
1.75 0.875 0.75 1.125 2.125




PROMETHEE Il |

Dans PROMETHEE Il, on obtient un préordre total. On fait ordonner
les actions selon le flux net @ :
®(a;) = ¢*(a;) — P~ (a;)
= aq; P a; SSI ®(a;) > ®(a;)
= a; I a, SSI ®(a;) = ®(ay)
I T T N N
0.625 1.875 225 1.125 0.75

1.75 0.875 0.75 1.125 2.125
_ -1.125 1 1.5 0 -1.375

Ce qui donne l'ordre totale suivant : a3, a2, a4, al, ab



Fin chapitre 3.



