Mécanique des Milieux Continus Ch4. Lois de comportement en élasticité linéaire

CHAPITRE4

Lois de comportement en élasticite linéaire
4.1 Linéaritégéometrique, Linéarité physque, dadiatélinéaire

Dans le deuxiéme chapitre nous avons modeé un tenseur qui est représentant de I'état de
contraintes a l'intérieur du matériau lorsque celui-ci et soumis a un éat de chargement a sa
frontiere.

Dans |e troisieéme chapitre, nous hous sommes intéresses al'étude de la déformation C'est-a-dire
gue connaissant le champ de déplacement dans le matériau, nous avons édaboré un tenseur de
déformation qui permet de traduire locdement les variaions de longueurs et les variations
angulaires. Nous avons égaement défini la notion de linéarité du point de vue des déformations.
Cette linéarité est souvent appelée linéarité géomeétrique car elle ne sintéresse qu'ala géometrie de
ladéformation.

Les deux premiers chapitres peuvent sappliquer a tout milieu continu (solide dastique, solide
plastique, fluide) car aucune loi spécifique de comportement n'a éé introduite. Par loi de
comportement, nous entendons la maniere dont |e matériau soppose ala sollicitation. Cetteloi peut
dépendre du point du matériau considéré, de latempérature et du temps.

Dans ce chapitre nous dlons éablir une relation entre les composantes du tenseur des
contraintes et les composantes du tenseur des déformations. Ces relaions peuvent éres linéaires
(linéarité physique), et sil y a simultanément linéarité physique et géométrique dors la théorie
introduite seracelle de I'dadticitélinéaire.

42 L0 deHookegindralisée

Dans I'dadticité linéaire classque on suppose que les déplacements et les gradients
déplacement sont petits et il N'y a pas de distinction entre les descriptions de Lagrange et d’Euler.
On suppose que le processus de déformation est adiabatique (pas de gain ou de perte de chaeur) et
isothermique (température constante). Dans ce cas les relations entre I’état de contrainte et I’état de
déformation sont des fonctions linéaires.

On peut donc écrire :

S =Cjm€m OUS =C:E (4.1)
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Cette expression est connue sous le nom de loi de Hooke généralisée. Le tenseur du quatriéme
ordre C représente le tenseur d'@adicité ou le tenseur de raideur. Dans I’hypothése d’un milieu
continu homogene, ses composantes sont indépendantes des coordonnées du point considéré. Ce
tenseur comporte 81 termes, mais compte tenu de la symétrie des tenseurs de contrainte et de
déformation, le tenseur d'élasticité est caractérisé par 36 termes.

Le tenseur d'éadticité est un tenseur d'ordre 4. 11 est donc particulierement difficile aexpliciter.
Les formules dével oppées sont relativement lourdes. 1l convient donc de trouver une méthode qui
permette une simplification d'écriture.

On remplace le double indice du tenseur de contrainte par un seul indice de rang 6.

Siu=S;
Sx»=9S;
S S Si _
_ _ S =S3 4.2
Sij=|Sa S» Sxm| > Sk= _ = ( . )
S23_532_84
Sa Sz Sz 4 B,
SSl_SlS_SS
| S12=S2 =S¢ |
De méme pour le tenseur des déformations
€1 =6
€, =€,
€1 € €y _
- _ €3 =63 4.3
€j=|€xn €xn €x| —Ey= —2%a. — (4.3)
gZS_ e23_e4
€n €3 €3 26, —
gBl e31 e5
91 2e12:e6
Larelation (4.1) sécrit d'une maniéere simplifiée,
S«=Cweéen (K=12,...6) (4.4)

et I'énergie interne dans ce cas est purement mécanique appel ée énergie de déformation.

Lanouveleforme du tenseur déagticité permet aors de lui associer une matrice carrée (6x6) :

Si| |G G G Qs Gs G || 6
S, Ca Cpn G Gy Cx Cx||8;
Ss|_|G G G G G G| |8 (4.5)
S, Cio Cpp Gy Cu Cps Gy || €y
Ss| |G G G Cu G G ||®s
1S6] [C1 G Ces Cas Cos  Cos] |86
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4.3.|sotropie, Anisairopie et symdriedasioue

L'hypothese disotropie impose que laloi de comportement soit indépendante du repere chois
pour I'exprimer. En d'autre terme, |e tenseur d'éagticité doit étre invariant pour tout changement de
base.

Un milieu est dit orthotrope pour une propriété donnée S cette propriété est invariante par
changement de direction obtenue par symétrie rdative a deux plans orthogonaux. On remarque
guaors la symétrie par rapport au troiseme plan orthogonal est automatiquement acquise. Ce
mode de comportement est relativement bien réalisé pour le bois, les composites unidirectionnels
et les produits métalliques laminés.

431  Smdriepar rgpportauplan x;, X, .

Le matériau éudié présente un plan de symétrie pardlele a x, X, . Dans ce cas, laforme de la

matrice des constants éastiques doit étre telle qu’un changement de base effectué par rapport a ce
plan ne modifie pas la matrice. Ce type de matériau est appd é matériau monoclinique.

Pour un plan de symétrie élastique parallele aux axesx,, X, (voir figure ci-dessous)

7

Fig. 4.1. Plan desymétrie paraléea x;, X,

La matrice de changement de base traduisant cette symétrie est :

10 0
a,=(0 1 0 (4.6)
00 -1

Laformule de transformations des contraintes est

Si‘i = &p35qS pq OU [S~I:|:[A][S~][A]T (4.7)
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ou en forme matricielle

S, S¢ Ss| [1 0 0O][s, s, ss|[1 0 O s, S, Sg|[1 00
S, S, S,|=|0 1 O0Js, s, s,||0 1L O0|=|s, s, s,|/[01 O
s. S, S;| |0 0 -1f|s, s, s,||0 O -1| |-s, -s, -s,||0 O -1
Si Sé Ss S, S¢ S5
S, S, S,|=|ss s, -S, (4.8)
S, S, S,| |-Ss; -s, s,
Alorss, =s, pour K=1,236€ets, =-s, pour K=4,5
De laméme maniére laformule de transformation des déformations est
. . T
& = &pdje€ pq OU [E]:[A][E][A] (4.9)
Alorse, =e, pour K=1,236¢€t e, =-e, pour K=4,5
Laloi de Hooke dans le repére ox,x,X, est s, =C,,, €&y
Laloi de Hooke dans le repére ox x,x, et s, =C,,, €y,
Les six éguations sont :
Pour K=1
s, =C,e,+C.e,+Ce,+C e,+Ce. +C £, (4.10)
s,=C,e,+C.e,+C,e.+Ce,+C.e. +C e, (4.12)
Substituons les résultats de (4.8) et (4.9) dans larelation (4.11)
S; =Cey + G, + G —Cp, —Ciss + i (4.12)
Comparons (4.10) et (4.12), on trouve C,, =C,. =0
Pour K=2
s,=C,e,+C,e,+C,e,+C,e,+C,e,+C,e, (4.13)
s,=C,e,+C,e,+C,e,+C,e, +C,e. +Cye, (4.14)
Substituons les résultats de (4.8) et (4.9) danslarelation (4.14)
S, :C21e1+C2262+C23e3_C24e4_C25e5+C26e6 (4-15)

Comparons (4.13) et (4.15), ontrouve C,, =C,, =0
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Pour K=3

s;=C,e,+Ce,+Ce, +Ce, +Cre. + Cyey
s;,=C,e,+Ce,+Ce, +Ce, +Cre. + Cyy

Substituons les résultats de (4.8) et (4.9) dans larelation (4.17)
s;=C,e,+Ce,+Ce,—C,e,—Ce. +Ceq

Comparons (4.16) et (4.18), on trouve C,, =C,. =0

Pour K=4

s,=C,e,+C.e,+C,e,+C.e,+C,e. +C, e,
s,=C,e,+C,e,+C,e,+C,e, +C,e.+C,e,

Substituons les résultats de (4.8) et (4.9) danslarelation (4.20)

S, =C; +Cp, +Cuy —Cpy —Cues + Cues
S, =—Cue1 —Cu, —Cufs + Cpu, + Cus — Cueg

Comparons (4.19) et (4.21), ontrouve C,, =C,,=C,,=C,, =0

Pour K=5
s, =Ce, +Ce,+Ce,+Ce,+Ce. +Cg;
s,=C.e, +C.e,+C.e,+C.e, +C.e.+C.e,

Substituons les résultats de (4.8) et (4.9) dans larelation (4.23)

_35 = C51e1 + Cszez + C53€3 - C54e4 - Csses + Cseee
ou S5 = _C51e1 - C52e2 - C53e3 + C54€4 + Csses - Csses
Comparons (4.22) et (4.24), ontrouve C,, =C,, =C,,=C, =0
Pour K=6

S,=Ce,+Ce,+Ce,+C e, +Ce. +C.e,

Sg=Cyf, +Cpe, +Ciy + Cye, + Cos + Cy
Substituons les résultats de (4.8) et (4.9) danslarelation (4.26)

S¢ = CGlel + Cszez + C63e3 - C64e4 - Ceses + C66e6

(4.16)
(4.17)

(4.18)

(4.19)
(4.20)

(4.21)

(4.22)
(4.23)

(4.24)

(4.25)
(4.26)

(4.27)
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Comparons (4.25) et (4.27), ontrouve C,, =C, =0

Enfin le tenseur d’élasticité est de la forme

i Cll C12 C13 0 0 C16 ]
C21 C22 C23 0 O C26
CKM — C31 C32 C33 0 0 C36 ( 428)
O 0 0 C, C, O
0O 0 0 C, C, O
L C61 C62 CGS 0 0 C66 _

Le nombre de constantes indépendantes du tenseur d'él asticité monoclinique est donc 13.
432 Symdriepar rapportauplan x,,x .

Supposons maintenant que le matériau possede un plan de symétrie dastique paralde aux
axesXx,, X, . Leméme raisonnement conduit aun tenseur delaforme

Cll C12 C13 O ClS O
C 21 C 22 C 23 O C 25 O
e 29
44 46
C51 C52 C53 O C55 O
i 0 Cy 0 Cg)

433  Symdriepar rapportauplanx,, x, .

Supposons encore que le matériau possede un plan de symétrie dastique pardlée aux
axesx,, X, . Le méme raisonnement auss conduit a un tenseur de laforme

Cll C12 ClS C14 O 0
CZl CZZ C23 C24 O 0
CKM — C31 C32 C33 C34 O 0 ( 430)
C, C, C, C, 0 O
0O 0 0 0 C, Cg
(0 0 0 0 Cy Cyl
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434  Syrdriepar rapport adeux plansorthogonaux. Matériau orthotropioue

Si le matériau possede ces deux plans de symétrie smultanément, aors le tenseur d’élasticité
seralacombinaison de (4.28) et (4.29). 1l vient:

C,, C, C;, 0 0 O
Ch Cp C, O 0 0
“5 553 b =
44
0 0 0 0 Gy O
0 0 0 0 0 Cy

On remarque que la symétrie par rgpport au plan Xx,, X, apparait naturellement des que I'on
impose celle par rapport a X, X, et celle par rapport a X,,X,. On obtient ici le tenseur déasticité

orthotrope, atrois plans de symétrie orthogonaux, qui est souvent celui des matériaux composites
dont la structure posséde ces trois plans de symétrie.

Un matériau orthotrope est caractérisé par 9 constantes € astiques indépendantes s les plans de
Symeétries sont connus.

435 Matéiauisoropioue

Un matériau pour lequel, en un point quelconque, les composantes du tenseur d'éasticité
Cin SONt identiques dans toutes les directions est un matériau isotrope. Dans le cadre de
I’élasticité linéaire, un tel matériau est fonction uniquement de deux parameétres caractéristiques
indépendants. On peut démontrer qu’un matériau isotrope correspond en fait & un matériau

orthotrope possédant de plus une symétrie de révolution autour de chacun de ces axes
d’orthotropie.

Pour uneisotropie le nombre des constants é astiques indépendantes se réduit a deux.

c, ¢, C, 0 0 O
c, C, C, 0 0 O
c |G C. C 0 0 0 (432
“ 1o o o0 c, 0 O
o 0o 0 o0 C, O
0 0 0 0 0 C,f
Avec CM:_Cn;Cm ;. Cyu=m ; C,=1

I et m sont appelées les constantes de Lamé.
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Larelation (4.32) devient
1 +2m | I 0 0 O]
| I +2m I 0 0O
co | I I+2m 0 0 O (4.33)
Mo 0 0O m 0o '
0 0 0 0OmaO
0 0 0 0 0 m|
Enfonctionde I et m laloi de Hooke (4.1) pour un matériau isotrope sécrit
s; = 1d;e, +2me; (4.34)
L'inverse delareation (4.34) donne les déformations en fonction des contraintes
-1 1
e, =————d.S, +—S. 4.35
Toam(30+2m) T 2m Y (4.3)
ou
1+n n
e, :?Sij _Edijskk (4.36)
avec
n=G=gio ot | AT (4.37)
2(1+n) (1+n)(1-2n)

E est lemodule d'élasticité et n |e coefficient de Poisson qui sont appelés les constantes de
I'ingénieur.

Le développement de larelation (4.36) donne:

_1+n n

€;; ——E S; _Edij (311+522+533)
1+n n 1 n
€n= ?Sn _E(Sn +S, +S33) = Esn _E(Szz +333) (4.38)
1 n 1 n
€2 :Eszz_E(S11+533) ; esszgsss_E(511+Szz) (4'39)
1+n 1+n 1+n
€p= ?312 o €= ?513 y Cp= ?323 (4'40)

M1CM 8



Mécanique des Milieux Continus Ch4. Lois de comportement en élasticité linéaire

En forme matricidlle

ey [L non 0 o |[sx]
E E E

€ _n i _n 0 0 0 Sy
E E E
n n 1

633 —E _E E 0 0 0 533

= (1+n) (441)

e 0 0 O = 0 0 ||s,
0 o o o AN 4

€3 E S
O 0 0 0 o’ NG

_e12J B E __312
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