Systemes linéaires



Analyse temporelle

Systeme premier ordre



Systeme du 1°" ordre

J Systeme regi par I'equation difféerentielle
Tv(t)+ v(t) = Ku(t)

2 Fonction de transfert
Tv(t)+yv()=Ku(t) = sTY(s)+Y(s)=KU(s)

K T - constante de temps
H(s) =1 X : gain statique
POle . A =—=

T
Condition de stabilité : 7 >0

1 Réponse indicielle
¢ Entrée : signal échelon u(z)=T(7)

¢ Réponse du systeme

u(@®)=I1) = U(s)=

Lo | —

. On en déduit Y(S):ﬂlf—ﬁ-)

w0 =k(1-eT)= k(1 )




Caractéristiques:

Réponse indicielle

___________________________

0.63K t-——/
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Tableau recapitulatif de I'évolution de la sortie
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Rapidite du systeme

e 0.95K

0 T 2T 3T 4T 5T 6T

¢ Temps de reponse 7, du systeme
t. = temps au bout duquel la reponse indicielle atteint 0.95y_

¢ Temps de montée ¢,
t = temps au bout duquel la réponse passe de 0.1y_a 0.9y_

=227

m




Analyse temporelle

Systeme second ordre



Systeme du 2° ordre

J Systeme régi par I'équation differentielle
a,V(t)+a (1) +a,v(t) = byu(r)
2 Fonction de transfert
a, V(1) +a (1) + ay v(t) = byu(t) = ((‘.’25’2 +a;s +ag )F(S) =DbyU(s)

bo

a,s* +a;s+a,

H(s)=

Forme canonique:

H(-S‘): 5'2 2,’:.’
—— +—Zs+1
w2 @,

¢ - facteur d'amortissement, X : gain
o, - pulsation naturelle non amortie du systéme avec @, >0



1 Systeme aperiodique (&£ >1) : réponse indicielle

09 5 10 13 20 23
€ Remarques

» Pente a l'origine nulle

» La reponse la plus rapide correspond a &=1

» Asymptote horizontale y=K

30



J Systeme oscillatoire (0<&<1)
¢ Reéponse indicielle

o cw t

v(it)=K|1- ﬁ S].‘[l(i’upf + @)
1 =20

avec @, =, J1-&2 et @=arctan 7 ‘ — arccos &
| =

).

N

K \/K—T\P%%




Systéme oscillatoire (0< £ <1) : réponse indicielle

0

10 15 20 25 30

Caracteristigues de |la réponse indicielle

» Reponse oscillatoire amortie de pulsation ®, =0, J1=&
B2

v
P

» Pseudo-periode des oscillations Tp =

. - L
~ Temps de pic 1. = o)



Systeme oscillatoire : caracteristiques de la réponse indicielle
Ymaxp-——— '

0

0 5 10 15 20 K 30
~ Dépassement (D)

Définition : D, =225 100

v . valeur de la sortie en regime permanent

V... . valeur de pic de la reponse indicielle e

D estlie au coefficient d'amortissement ¢ par - ), =100¢ Vi-¢

L t=0uTa



Systeme oscillatoire : caractéristiques de la reponse indicielle

0 3 10 13 20 25 30

~ Temps de reponse a n% (7

n?s )

C'est le temps au bout duquel la reponse indicielle atteint 1% de
sa valeur finale

1,100 (£<0.7)

[ =
W% S T

On mesure en général le temps de réponse a 5% : -’}Sw = E (f < U-?)

st atalll=] n e



Influence du coefficient d'amortissement

=02
£=0.4
£=0.7
K’ ——
“"'-.,,____d_,_.--"’"
£=0.9
&=1
':' i 1 1 1 1
0 5 10 135 20 25 30

» Amortissement faible (£ < 0.7) : reponse peu amortie, fortes oscillations,
fort dépassement, réponse d'autant plus rapide que & est faible

» Amortissement fort (¢ > 0.7) : réponse trés amortie, pas d'oscillations,
déepassement a peine visible
» Amortissement ¢ = 0.7 (souvent utilisé)
» Dépassement D=5%&,7, =3

o T5e,



Analyse fréequentielle

Systeme premier ordre



Réponse harmonique

e(t) =Eo sin(wf) /—/( jw) ——5(1) = Sp si(wt+ @)

e |H(jw)| est le gain du systeme qui est le rapport (So/Ep)

e ¢=arg(H(jw)) est le déphasage entre la sortie et 'entree.



Diagramme de Bode (rappel)

Soit la fonction de transfert suivante:

H(]+rrp)n(1+2~jp g, +p? m{, )

H(p) =
) p° ]_[":I‘FT;:P)H(]JFZEJP Wy, +P 'I'D:'



Diagramme de Bode (rappel)

Le gain:

Gap = 20log,, |HUﬂJ)|

Gag = 20log.o|K| + Z 20logqo|1 + JowT,|
i
+ Z 20log, ‘1 — mz/mﬂjz +]m2.fj/muj‘ — a20logy,lJwl
j

— Z 20log4|1 + Jwt, | — Z 20l0gs0|1 — w?/wo,> + Jw2&/w,|
k L



Diagramme de Bode (rappel)

Le gain:

GdB — Z ZDEDQID\X(RelHUm)ln)Z + (fmlHUm)ln)z

Gap = 20log.o|K| + Z 20109104/ 1 + wT;?
1

2 2
+ Z 20log4, (1 — mz/mﬂjz) + (mej/mﬂj) — a20logqo|w|
j
— Z ZOEugm\/l + Wty ?
k

— Z ZOEgng(l — (Hz/mnlz)z + ({UZ{IX(UGI)Z
l




Diagramme de Bode (rappel)
La phase:

¢ = argt(jw)}:
o =arg(K)+ Z arg(1+ Jwt;) + Z arg (1 - mzfmﬂjz +]m2.fjfmﬂj)
L J

—a.arg(Jw) — Z arg(1+Jwty)

k

—~ Z arg(1— w?/wo,® + Jw2§/wy,))

l



Diagramme de Bode (rappel)

La phase:
Im{H(jw)}
Y Z (”T“ 7 RE{H(]m)})
s w2é/w
@ = arctg(K) + Z arctg + Z arctg (1 — mjzf:j 2) —a.arctg(w)

SIS



Diagramme de Bode (rappel)

» Sila fonction de transfert est gain pur:

La fonction de tran;felj;d un gain pur e'a la fonction de transfert harmonique est

donc identique (H(]m) =K. X

D'ou : S~---7
* Le gain en décibel | G = 20logK
* Laphaseg=0°




Diagramme de Bode (rappel)

» Sila fonction de transfert est intégrateur :

La fonction de transfert d’un intégrateur est de la forme 1"ou la fonction de
. b K "~ N
transfert harmoniquer: H(jow) =——.
N ~ Jo s

o o - =

On en dedut :
* Le gain en décibel :|G; = 20log(K) — 20log(w)| Ce qui correspond dans le lieu de

Bode a une pente de .20 dB par décade (notée (-1)) et qui coupe 1’axe des abscisses en
w=K.
* La phase |p = —90°|car H(jw) est un imaginaire pur.




Diagramme de Bode (rappel)

» Sila fonction de transfert est intégrateur :

On peut généraliser au cas ou le systéme a pour fonction de transfert Dn a

alors :
* une pente (-n) (-20.n dB par décade) pour le gain
* une phase qui vaut -90°.n

Rappel:

On appelle décade, l'intervalle qui sépare une
fréequence f1 d’une fréequence f2=10.f1




Diagramme de Bode (exemple)

» Sila fonction de transfert est systeme 1°" ordre:

Prenant I'exemple

10
H O
On met le systeme sous forme canonique
10/5 2

H(jw) =
Recherche des asymptotes (w, = 5)

1+jw/5 1+02w

Siw K5 - H(jw) = % (w est négligeable par rapport a w,)
Gap = 20l0g.0(2) = 6 dB

@ = arctg (2) —arctg G) =0



Diagramme de Bode (exemple)

Magnitude (dB)

Phase (deg)

-20

45 |

-90

Bode Diagram
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10"
Frequency (rad/s)

Premiere asymptote horizontale

102



Diagramme de Bode (exemple)
» Sila fonction de transfert est systeme 1°" ordre:

' ) = —2— : Yo~ @
Stw > 5 _}H(]m)_jmjs (car 1+jmﬂ _jmﬂ)
Gap = 20l0g,0(2) — 20log,o(w) + 20logy,(5)
= 6—20log,o(w) + 14 = 20 — 20logyo(w)
(ce qui est une asymptote de pente égale a -20dB par décade).

¢ = —arctg(w/5) = —arctg(+w) = —E



Diagramme de Bode (exemple)

Deuxieme asymptote est une pente de -20 dB/décade qui coupe la
premiere asymptote a 5 rad/s (pulsation de coupure)

Bode Diagram
40 : —

20 o |

Magnitude (dB)
1

-20 ' — . s T
90 . — .

45 i

45 .

Phase (deq)

Q0 F= = o o e o o o e e =

-135 ' — ] -
10° 5 10" 102
Frequency (rad/s)



Diagramme de Bode (exemple)
» Sila fonction de transfert est systeme 1°" ordre:

Siw=05 —>H(jw)=fj

Gap = 201l0g:,(2) — 20l0g,oV2 =6 —3 =3 dB
(ce qui correspond en fait a un affaiblissement de 3 d/B entre ’asymptote horizontale
etla courbe reelle).

@ = arctg G) —arctg (1) ==

U7 4
o Les deux asymptotes se coupent en w = w,
* ,estappelée pulsation de coupure.



On obtient le tracé de Bode,

Bode Diagram

40 - —— ]

Magnitude (dB)

45 F |

45 | o~

Phase (deg)
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Analyse fréequentielle

Systeme second ordre



Diagramme de Bode (rappel)

» Sila fonction de transfert est systeme 2°" ordre:

La fonction de transtert du second ordre est

Nous avons vu lors de I"étude de la réponse temporelle que la réponse du second ordre dépend

des racines du dénominateur et donc du facteur d’amortissement/ E \Nous allons done
\

. . . . U
distinguer les ditfférents cas. hoad

& est notée z sur le graphe




Diagramme de Bode (rappel)

» Si la fonction de transfert est systeme 2¢" ordre:

G dBi

20 +— —Asymptote finale
| | | delpente :

© 0O
~NCRARTN

T = |
-40d B/Idecade M ) z= ’
i o z= : 1
ST L T T T s
N‘\% !/1. ‘ ‘T\ Premier ordre
| 7] | TrilavecT =1 |
"'20 . _"?< I e~ ST
2= 11 DN ~ |
> , ~L.
2=31" //1&-\ f:.\" 1 L]
-40 L | L ff:;_,\ INNY HRRLE!
z=5" Lr]]|| S
= 0l T TN
Z= |
=0 i N ‘\ | |
’ : \ ‘
r : ‘
| I | W
"'80 | | l | 3
| 1l
| 1l ‘
"‘]00 ! | [ ; J l% 118
10-¢ 107 10° 10! 102

Rapport d’amplitude : G en décibel pour différentes valeurs de z



Diagramme de Bode (rappel)
» Sila fonction de transfert est systeme 2¢" ordre:

[}

w/wn

-50 1

-90°
-100

-150

-180

Rapport de phase pour différents valeurs de z



Diagramme de Bode (exemple 1)

» Sila fonction de transfert est systeme 2°" ordre:

Prenant ['exemple
1

H —
) p°+5p+6
On met le systéme sous forme canonique
K 1/6
H(p) = 28 1, 5 T
l1+—p+—=p l1+-p+-p
w3 6

6




Diagramme de Bode (exemple 1)

» Sila fonction de transfert est systeme 2°" ordre:

Puisque ¢ > 1, le systeme est sur-amorti. Dans ce cas, le dénominateur a 2 racines
réelles; on peut alors factoriser la fonction de transfert comme suit:

1
= ) 1+ 00)
| 1
Hjw) = 6(1+1jw)(1+1jw)

ce qui correspond a deux systemes du premier ordre en cascade avec les deux

. 1 1 1 1
pulsations de coupure : w; =— et w, =— avec: T; =- Et Ty, =~
T1 T2



Diagramme de Bode (exemple 1)

» Sila fonction de transfert est systeme 2°" ordre:

Methode 1:
On obtient 2 systemes ler ordre:
( 1
H(jw) = H1(jw) + H2(jw), avec - 6(1 +ii'w2)

6(1+ jw/3)



Diagramme de Bode (exemple 1)

V4 . V4 \ ’ . . 1
Méthode 1: étude du systeme Higw) = T
Siw <2 - HO(jw)==- (w est négligeable par rapport A W)

6

G045 = —20log,,(6) = —15.56 dB

@0 = —arctg (E) =0

Siw>2 - Hi(jw) = — -
6(3/0)

. W ~ i
3" 300) (car. 1+;m1 _jmi)

G145, = —2010g,,(6) — 201044 (g)
= —20log,,(6) — 20log,qw + 20log,,(2) = —9.54 — 20log,,w
(ce qui est une asymptote de pente égale a -20dB par décade).

91 = —arctg(3w) = —arctg(+w) = _E



Diagramme de Bode (exemple 1)

Vé . L \ - ' _ ‘1
Meéthode 1: étude du systeme u1(w) = T T D
Bode Diagram
20 ——
O_\\\\\\\
8 \\_\\
E’-zo —_—— T A
0]
-40 \
-60 L L PN SR S S L L S R
45 —_— —_—
§ 0O mm— T ——— ———— e —————————
%: B \\
ffu N-—————————— — e —
-135 - -
107 100 2 10" 102

Frequency (rad/s)



Diagramme de Bode (exemple 1)

1

Méthode 1. étude du systeme Hz2(w) = 6T j9/3)

Siw K3 —-HO(jw) = g (w est négligeable par rapport a w,)
G0, = —20l0g,,(6) = —15.56 dB
@0 = —arctg (E) =0

_ N 11
Siw>3 - H2(jw) = eejm) = 20o)
w
6245 = —2010g1(6) — 20l0gso (2)
= —20log,,(6) — 20log,ow + 20log,,(3) = —6 — 20log, @

(ce qui est une asymptote de pente égale a -20dB par décade).

(car. 1+jm—2_jm2)

m

@2 = —arctg(3w) = —arctg(+e) = —-



Diagramme de Bode (exemple 1)

V4 4 > : 1
Méthode 1: étude du systeme Hz(w) = st 03
Bode Diagram
20 ' S
g
o
£
-135

Frequency (rad/s)



Diagramme de Bode (exemple 1)
Méthode 1:  On obtient G = G1+G2 = ~1554 — 40log ()

et p=¢l+o2=-n

Bode Diagram

0
m 20
3
a:
=) -40 HO
'g H1
@ H2
60 |-
= H
-80
0
S 45F
(O]
o
() -90 B
wn
©
o -135
180
1072 107" 100 10" 102

Frequency (rad/s)



Diagramme de Bode (exemple 1)
Methode 2: on cherche les asymptotes de H(jw) =

6(1 + rgw)(l +T,jw)

Siw K2 —>H0(jw) = g (w est négligeable par rapport a w, et w,)
GO4p = —2010g,,(6) = —15.56 dB
@0 = —arctg (E) =0

1 1

Si2<w<3 —>H1(;m)_ﬁ (car: 1+j—=j—)
S

3(jw) wq w1

Glgp = —2010g,,(6) — 201044, (f)

= —20log,o(6) — 20log ow + 20l0g,,(2) = —9.54 — 20logqw

(ce qui est une asymptote de pente égale a -20dB par décade).
¢l = —arctg(3w) = —arctg(+w) = —E

Siw>» 3 - H2(jw) = ———r (car: 1+j==j2)
o(zi0) i) o

G245 = —2010g,,(6) — 2ozugm( ) 201044, (“)

= —20log,,(6) + 20log,,(3) + 20log,,(2) — 40log,ow = —40log,ow
(ce qui est une asymptote de pente égale a -40dB par décade).

@2 = —2arctg(w) = —2arctg(+w) = —ZE = -7




Diagramme de Bode (exemple 1)
Meéethode 2: On obtient la courbe de

N
o

Magnitude (dB)

A
o

»
o O
] [

A
&

Phase (deg)
3

-135

-180 ==

Bode Diagram

H(jo) = 6(1 + T]_}w)(l +T,jw)

N
o
T

o
T

N
S
|

— — — asymptote HO ||

— — —asymptote H1 |
— — —asymptote H2
H(jw)

Frequency (rad/s)



Diagramme de Bode (exemple 2)

» Sila fonction de transfert est systeme 2°" ordre:

Soit le systéme :

1
H(p) = 1 3 1
1,243 1
sP™ TP T3
On met le systéme sous forme canonique
Hp) K 5
1+m—up+m—%p 1+4p+p
k=5
On déduit que: ':“3’01 =1
§=;E=D.38

Puisque & < 0.7, le systéme est sous-amorti et présente une résonance.
La pulsation de résonance (voir chapitre5.pdf) a pour expression:

W, = Wgy 1 — 282
@, = 0.85 rad/s



Diagramme de Bode (exemple 2)

Cette fonction de transfert peut s'écrire:

5 5
H(MJ)=1+Ejr'mr—u:¢:r2 =(1—m2)+§jm
4 4

L'expression du gain est:

2

3
Gz = 20log,o(5) — ZOEﬂgm\/(l —w?)? + (E m)

L'expression de phase est:

0
@ = arctg (g) —arctg




Diagramme de Bode (exemple 2)

Recherche des asymptotes:

Siw<1; w*«<1->H(w)=5
Gap = 201090 (5) = 14 dB

@ = arctg (g) =0

Stw=1

p = arctg(e) =~

Siw>1 w2>»1 - H(jw)=——=—

3
Jo-w? ()

Gap = 20log4,(5) — 20log,o(w) — 2010 g4, ,i + w?

= 20log,,(5) — 40log,ow = 14 — 40log,qw
(ce qui est une asymptote de pente égale a -40dB par décade).

=
@ = —arctg (_“:2) = —arctg(0) = —m

Siw=w, =085 - Ggp = 17.14 dB




Diagramme de Bode (exemple 2)

On obtient la courbe de
Bode Diagram

40

N
o
|

Magnitude (dB)
o

-20

45

-90

Phase (deg)

-135

180 1 085 1
10 10 10
Frequency (rad/s)




Marge de phase

La marge de phase est définie par
M, =o(a,)+180°

ou @, est la pulsation de coupure a 0 dB de la fonction de transfert complexe G(jm) :

20logy|G(ja, |=0dB=|G(ja, | =1

Meéthode de mesure de la marge de phase sur le lien de Bode : repérer sur
la courbe du gain la fréequence pour laquelle le gain coupe 0 dB. Relever la
phase ¢ pour cette pulsation. La marge de phase est 180 — ¢.



Marge de gain

La marge de gain est définie par

1
‘G[jm

180°

M, =

= MdB=-20log,,

G [jmmﬂ‘ )‘

ou @ e &5t la pulsation pour laquelle la phase de G(jw) vaut :

m-g[G(jﬁ)_m: )J =180

Meéthode de mesure de la marge de gain sur le lieu de Bode : repérer sur la
courbe du phase la fréquence pour laquelle la pulsation coupe -180". Relever
la gain G (G4p) pour cette pulsation. La marge de gain est 1/G (ou —Gyp).



5 5
—_— Gl(jw)=
(0.01p + 1)3 Ue) = Gotie £ 8

Exercicel Gi(p)=

Marge de phase et marge de gain

Bode Diagram
20 - e

W, = 139

________________________________________________

P
o
Q0

MG = 4.08dE

Magnitude (dB)
& .

Mg = 17.4°

Phase (deg)

Frequency (rad/s)



Exercice 2

10% 10
p(p +10)(p + 100) () jw(1 +0.10)(1 + j0.01w)

G2(p) =

Lieu de Nyquist

10j(1 —j0.1w)(1 — j0.01w)
w(1+ 0.01w2)(1+ 0.0001w?2)

G2(jw) =

—1.1 | 10(1 — 0.001w?)
(1+ 0.0102)(1 + 0.000102) "’ w(1+0.01w2)(1 + 0.0001w?)

G2(jw) =

10(1 — 0.001w?)
1.1ew

o(jw) = arctg



