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Préface

Ces notes de cours sont une introduction a I’étude des équations aux dérivées partielles.
Elles sont destinées aux étudiants de niveau L3 de filiéere mathématique.

Les équations aux dérivées partielles (EDP) interviennent dans de trés nombreux domaines
appliqués, voir industriels, principalement en ingénieurie, en mécanique et en physique,
mais aussi en finance, en économie, en chimie, en biologie, en médecine... Il n’existe pas une
méthode universelle pour résoudre toutes les EDPs, il faut donc se résoudre a restreindre
notre champ d’étude. On réalisera ceci en exigeant que 1’équation satisfasse certaines pro-

priétés, par exemple qu’elle soit linéaire.

Ce cours est divisé en quatre chapitre :

Au premier chapitre, nous rassemblons les notions et les propriétés fontamentales des
EDPs, telles que, la linéarité, la classifications, condition au bord... Ensuite, on rappelle
les séries de Fourier et la transformée de Fourier et son application sur les EDPs.
L’objectif du deuxiéme chapitre est d’étudier I’équation de Laplace. On commence par
résoudre par la méthode de séparation des variables le probléme de Dirichlet pour le lapla-
cien dans un disque puis dans une sphére. On déduit par la suite la solution de I’équation
de Laplace a l'extérieur de la sphére. Vient ensuite, les fonctions harmoniques et leurs
propriétés. Nous établisons les noyaux de Poisson dans le disque et dans le demi-plan su-
périeur, ces noyaux sont des fonctions harmoniques qui donnent la solution de I’équation
de Laplace munie aux conditions aux limites de Dirichlet sous forme d’intégrale.

A la fin de ce chapitre, nous nous intéressons a introduire les fonctions de Green.

Le chapitre qui suit est consacré a ’étude de I’équation des ondes. On donne la solution
dans une corde vibrante (en dimension 1) puis dans une membrane vibrante (dimension

2). A La fin du chapitre on présente le principe de Huygens.
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L’équation de la chaleur fait I’'objet du dernier chapitre. On présente la solution de cette

équation a l'aide du noyau de la chaleur.

A la fin de chaque chapitre se trouve une selection d’exercices qui a été résolu pendant

les séances de travaux dirigés.



Chapitre 1
Généralités

1.1 Notations

Soit © un domaine de R, d > 2, on désigne par 0N la frontiére de © et on note I' une
partie de 9. Si © = (1, T9, ..., 74) un vecteur de Q ou R? on définit le gradient spatial

d’une fonction scalaire par : pour tout fonction f définie de €2 dans R,

of 8f>t

(%1 ’ ’ 8(Ed

grad(f) =1 =
et la dérivée normale est donnée par
S =df(n) =Vf-n.
La divergence spatiale d'un champ de vecteur

p:2 — R
x — p(x)=(pi(x), - pi(z))

s’écrit 5 5 5
din(ay O O pa
ZU( ) 8I1 + 81’2 + + al'd
Le laplacien de f est 'opérateur du second ordre défini par
0*f  O*f 0% f
Af=di -4 Ly 2L
f = div(V]) o3 * 3 LR x?

Définition 1.1.1. Une équation auzx dérivées partielles (EDP) est une équation fonction-

nelle qui met en relation une fonction et ses dérivées partielles. Typiquement, Si u est
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une fonction a valeurs scalaires des variables x1, ...,x4, une EDP est une relation de la

forme :

ou Ou u  O%*u
F ...)=0. 1.1
(33'1, y Ly U, al‘l’ 03327 76.’13%’ 8331(9.1527 ) ( )

Une solution de l’équation (1.1) est une fonction u = u(xy,xs, ..., zq4) des variables indé-

pendantes 1, Ta, ..., xq dont les dérivées partielles apparaissent dans l’équation existent a
tout point de Q) et telle qu’aprés avoir substitué cette fonction et ses dérivées partielles

dans 'équation (1.1), celle-ci est satisfaite.

Exemple 1.1.2. 1) L’équation

xl(gi;g) + (3%) - (%) (5_;) _ sin(a? 1 22) (1.2)

est un exemple d’une EDP pour le domaine 2 = R2. Cette équation peut s’écrire sous la

forme de l’équation (1.1) ci-dessus

n(5) + (5.8) - (520) (5r,) st b =0

’u  *u
oz 023
u(zy, xe) = sin(zy — x2) sont des solutions de cette solution.

2) Similairement, = 0 est une autre EDP dans R?, u(x1,22) = (x1 + 22)? et

Définition 1.1.3. L’ordre de U’EDP. L’ordre d’'une EDP est le plus haut degré de

dériwation présent dans l’équation.

Exemple 1.1.4. L’équation

Pu (a2u>4 .
+ 2 =e"!

023014 0x2

est une EDP d’ordre 3.

1.2 Equations aux dérivées partielles linéaires

1.2.1 Définitions

Définition 1.2.1. Opérateur différentiel linéaire. On appelle opérateur différentiel

linéaire du second ordre dans un ouvert Q0 de R?, une application linéaire définie sur
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Iespace des fonctions de classe C* sur € par

0? 9]
Lu(xy,...,zq) = Z aij(x1, ...xq) - -+ Zbi(xl, ""xd>8;: + f(x1, .., za)u, (1.3)

telle que, a;;, 1 <i,j <d, b;, 1 <i<d et f sont des fonctions définies sur R?.

Définition 1.2.2. EDP linéaire du second membre. Une EDP linéaire du second

membre est une équation de la forme
Lu=g (1.4)

ot L est un opérateur différentiel linéaire et g est une fonction définie sur R,
i11- On dit que l’équation (1.4) est une équation linéaire homogéne ou sans second membre

si la fonction g est identiquement nulle sur €2.

Exemple 1.2.3. Equation de Laplace : Au = 0, équation de la chaleur ,des ondes....

En revanche, ’équation (1.2) est non linéaire.

1.2.2 Classification des EDP du second ordre

Etant donné une équation linéaire du second ordre :

d
0*u
E a;i (21, ...2q) +H =0,
ij=1 / 8@(%]

d
telle que H = sz‘(ﬂh, -~-a$d)g;{
i=1 !

fonctions de d variables x1, ..., 4.

+ f(z1, .., xg)u — g(x) et les a;;, 1 < 4,5 < d, sont d?

Définition 1.2.4. Une EDP linéaire du second ordre est dite elliptique dans Q2 si la
matrice (a;j)1<ij<a Wadmet que des valeurs propres non nulle et qui sont toutes de méme

signe.

Exemple 1.2.5. L’équation Au(x) = f(x) en dimension n est elliptique. La matrice
correspondante est la matrice identité de dimension n X n, toutes les valeurs propres sont

donc égales a 1.
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Définition 1.2.6. Une EDP est dite hyperbolique dans ) si la matrice (a;;)1<i j<qa n'ad-
met que des valeurs propres non nulles et qui sont toutes de méme signe sauf une de signe

0PPOSE.

Exemple 1.2.7. L’équation des ondes

D?u
@(t,m) — PAu(t,x) = f(t,x), pourt>0, x € R?

est de type hyperbolique. En effet la matrice A vaut dans ce cas

1 0 0
0 —c? 0
0 —c?

dont une valeur propre vaut 1 et toutes les autres —c?.

Définition 1.2.8. On dira que I’EDP est parabolique si (a;;)1<ij<a admet une valeur

propre nulle.

Exemple 1.2.9. L’équation de la chaleur

% — kAu(x,t) = f(x,t), pourt>0, z cR?

est de type parabolique. En effet, la matrice A correspondante

0 0 .. O
0 -k ... 0
0 e —k

admet une valeur propre nulle et les autres valent —k.

1.2.3 Conditions au bord, conditions aux limites

Le plus souvent on n’étudie un phénomeéne que dans un domaine et les conditions qu’on

impose sont la donnée de la solution et de certaine de ses dérivées sur le bord du domaine,



CHAPITRE 1. GENERALITES

on qualifie donc ces conditions de conditions au bord. Si I'une des variables représente le

temps, on réserve le terme condition initiale pour la donnée d’une fonction pour t = ¢,
u(x, ty) = g(x), Vo el

et pour les autres variables, on dit qu’il s’agit de conditions frontiéres ou aux limites.
Condition de Dirichlet. Cette condition consiste & imposer la valeur de la solution sur
la frontiére

u(x) = g(x), Ve N

telle que g est une fonction donnée définie sur 0f).
Condition de Neumann. Cette condition impose la valeur de la dérivée normale de la
solution

ou

3_77 = sur 0f,

telle que g est une fonction donnée définie sur 0€2 et 7 est le vecteur normale a la frontiére.
Condition de Fourier-Robin. Il s’agit d'une relation entre I'inconnue et les valeurs de

la dérivée de la fonction sur le bord du domaine, elle est de la forme
au—i—b@ =g sur 0f)
In

ou a, b, g sont des fonctions données définies sur 0f).
Condition mixte ou mélée. On impose plusieurs types de conditions sur plusieurs

parties de la fonction.

1.2.4 Probléme bien posé

Un probléme est bien posé au sens de Hadamard s’il existe une unique solution qui dépend

des données de facon continue.

1.2.5 Principe de superposition

Théoréme 1.2.10. Soit L un opérateur différentiel linéaire, soient uy,us, ..., U,, 1 solu-
tions de Lu = 0.La fonction u = ayuy + asus + - - - + ayu, est aussi solution de Lu = 0

pour tout choix de constantes ay,as, ..., ay.

10



1.2. EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES LINEAIRES

Preuve. Soient uq, ...u,, n solutions de Lu = 0 i.e.
Lui=Luy=---=Lu, =0

et soient aq,...,a,, n constantes, on a

L(ayuy + agug + -+ - - + apuy,) Ll a1 Luy + asLug + - - - + a, Lu, = 0.

D’ou le résutat.

Exemple 1.2.11.

1) La fonction u,(z,t) = exp(—n?m*t) sin(nwz) est solution de I'équation

ou  O*u
= 1.
ot Ox?’ (1.5)
0 0?
0_1; = —n’1u,(x,1), 8_:1:; = —n’1u,(x,1),
alors, la fonction
P
u(z,t) = Zanexp(—nQWQt) sin(nmzx),
n=1

est une solution de cette équation pour tout choix de ay, ..., a,.

2) Si Luy = 0 et Lus = v alors u = uy + uy est solution de ’équation Lu = v.

Il ne faut pas oublier que les solutions doivent satisfaire les conditions au bord. Celles-ci
peuvent elles-méme étre linéaires ou non. Ainsi, u(0, ) est une condition au bord linéaire

puisqu’elle est de la forme Au = 0 ot A est un opérateur linéaire.

Théoréme 1.2.12. En superposant des solutions u,, d'une équation linéaire Lu = 0 qui
satisfont une condition au bord Au = 0, on obtient une solution de [’équation qui satisfait

la condition au bord.
Exemple 1.2.13. On prend [’équation (1.5) avec les conditions suivantes
u(0,t) =0 et wu(l,t)=0, ¢t>0.

Ceci donne

P
u(0,t) = Zanexp(—nQWZt) sin(nm0) = 0

n=1

11
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P
et wu(l,t)= Zanexp(—n27r2t) sin(nm) = 0.
n=1

Le choix de a,, n =1,...,p, permet de faire varier la valeur de u,
P
u(z,0) = Zan sin(nmz),
n=1

si on s’impose u(x,0) = f(x), il n'existe en général pas de suite finie ay, ...,a, telle que
P
f(z) = > a,sin(nmx) mais si f est assez régulier on peut le développer en série de Fourier

n=1
en sinus et trovver la valeur de a, telle que u(z,0) = f(z).

1.3 Séries de Fourier

Théoréme 1.3.1. Soit f : [0,27] — R, une fonction définie et intégrable sur [0,27] et sa

série de Fourier est

% + ; (an cos(nx) + by, sin(n:c))
avec
( 1 2m 1 2
ap = —/ flz)dzr et a,= —/ f(z)cos(nz)dx, n>1
T Jo T Jo
1 2w
b, = — (z)sin(nx)dz, n > 1.
\ T Jo

Si f est continue par morceauz, alors la série de Fourier converge pour tout x € R et nous

avons

f@T) + f(z7)
2

- % + nZ:;(an cos(nx) + by, sin(naz)), Vz € R,

telle que f est le prolongement périodique de f dans R de période 2.

Remarque 1.3.2.

i) Fonction paire, série de Fourier cosinus. Le développement en série de Fourier
d’une fonction paire ne contient que des cosinus, on dit que l'on a une série de Fourier
COSINUS.

it) Fonction impaire, série de Fourier sinus. Le développement en série de Fourier
d’une fonction impaire ne contient que des sinus, on dit que l'on a une série de Fourier

SINUS.

12



1.4. TRANSFORMEE DE FOURIER

Théoréme 1.3.3. Série de Fourier multiple. Soit f une fonction de L*(]0,2x[*) alors

flz,y) = Z A OS(ME) COS(NY) + by, cOS(max) sin(ny)

m,neN

+ Cm p sin(ma) cos(ny) + dy, p sin(ma) sin(ny).

1 2m 2w
= dxd
0,0 47r2/0 /0 f(x,y)dzdy,

1 27 27 1 27 27
aon = —/ / f(z,y)cos(ny)dzdy, by, = ﬁ/ / f(z,y) sin(ny)dzdy
o Jo

2m® Jo Jo
1 2w 2m 1 2m 2m
mo =55 o f(z,y)cos(mzx)dzdy, cpmo= 9 ), /0 f(z, y) sin(maz)dzdy

A = % /0:: /o:: f(z,y) cos(mx) cos(ny)dzdy,
b = %/0 /o f(z,y) cos(mx) sin(ny)dxdy
Cn = % /022: /OZf(x, y) sin(mzx) cos(nzx)dzdy,
dimn = % /0 /0 f(z,y) sin(mzx) sin(ny)dxdy.

Si f(_x7y) = f(:C,y) et f(l', _y) = f(x,y) alors
flz,y) = Z A, cOS(ma) cos(ny),

m,neN

st f(—:c,y) = —f(l',y) et f(ﬁ?, _y) = —f(x,y)
flz,y) = Z Ay sin(mz) sin(ny).

m,neN

1.4 Transformée de Fourier

On rappelle espace L'(R) 'espace de fonctions a valeurs dans R dont la valeur absolue

est intégrable au sens de Lebesgue.

Si f est une fonction a valeur réelle ou complexe, d’'une variable réelle x, sa transformée

de Fourier notée F(f) (notée aussi f) est la fonction donnée par

+oo
VweR, F(Hly) = flx)e *m™da

= +<>° f(x) cos(2mzy)dx — i +OO f(z)sin(2rzy)dz.

13
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Si f est continue par morceaux et appartient a L'(R), sa transformée de Fourier admet

elle aussi une transformée de Fourier et

Oof(f)(y)e%rizydy — f(er) ;— f(mi)

— 00

En particulier,
+oo

F()y)e™ ¥ dy = f(z).

—0o0

quand f est continue au point x. Cette égalité s’appelle la transformée de Fourier réci-

proque.
Exemple 1.4.1. Soit f la fonction créneau donnée par
1 sifz| <1
0 silz|>1
On a pour tout y € R,

1
-1

F(H)ly) = /R e

1 1
= 2/ cos(2mzy)dr — z'/ sin(2rzy)dz
0 —

1
1 sin(2my)

2
= — sin(2wxy)

21y 0 Y

On veut maintenant calculer f a partir de F(f).

f(x) = / F(f)(y)Pmovdy = / SIN@Y) oviay g,

Yy

in(2

—/Mcos@wxy)dy
R 7Y

/ sin(2m(1 + x)y) + sin(27(1 — x)y)
R 21y

dy.

On sait que

[ v
r

On calcule cette intégrale selon les valeurs de x. On distingue quatre cas :

Siz=—-loux=1,0na

sin(47y) 1 1
= Y gy = =
f(z) /R oy YT o T2

14
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Si —1 < x < 1, on trouve que

f(x) = /]R sin(27(1 4 z)y) + sin(27(1 — z)y) T

dy=—+—=1
21y J 27T+27T

Siz>1,0na

f) = /]R sin(27m(1 + x)y) + sin(27(1 — x)y)dy

2my
B / sin(27m(1 + z)y) — sin(27(z — 1)y)d
R 2my Y
2 2w
Six < —1,
sin(2m(1 + z)y) +sin(2n(1 — 2)y
o= [ SRl O ),
R Y
/ sin(—27(1 + 2)y) + sin(2w(x — 1)y)d
= Y
R 2my
T T
=——+ —=0.
2m + 2m
On déduit que
0 sifz|>1
flz)=(1 sifz|<1
1
D) siz=—1louz = 1.

1.4.1 Utilisation de la transformée de Fourier

Considérons le probléme suivant :

ou 0*u
gu_ _gu R
s V>0, vVee

u(z,0) = f(z), VzeR.

On introduit la transformée de Fourier de u par rapport a x

+o0
F(u)(v,t) = / e 2™y (x, t)dr, Vv € R.

—00
On suppose que F(u) est une solution qu’on puisse la dériver en dérivant sous le signe
d’intégration et que Vt > 0, x — % soit intégrable sur R.

En prenant la transformée de Fourier des deux membres de (1.6) par rapport a x, on

obtient N n 4
o0 ) 0 > ; 0
/ o~ 2imva 81‘: (1.7 t)de - / G—QZWVI_U(;L‘, t)dl’

o [e.o]

15
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Soit . . .
oOF < g0 < g0
—055u) (v, t) = /_oo 6_2””8—?(3:,75)(1% = —/_Oo e‘glﬂ”xa—;(x,t)dx
En intégrant par partie quatre fois on trouve
+o0 ) 84u +o0 )
/ e’z””’xﬁ(x,t)d:v = (2i7ry)4/ e 2™y (z, t)dr
—o0 xr —o0
et donc
oF
aiu) (v,t) = 167"V F(u)(v,t)
est une équation différentielle homogeéne d’ordre 1, sa solution est
F(u)(v,t) = ce " ceR.

Quand ¢ = 0 on trouve u(v,0) = ¢ et donc F(u)(v,t) = F(u)(v,0)e 67" Comme

—+o00

e 2y (x,0)dr = / e 2™ f(z)dr = F(f)(v)

)0 = | 8

—0o0

d’ou

F(u)(v,t) = F(f)(v)e o7,

Supposons que f € L'(R) et F(f) € L}(R), comme e~ 167"t < 1 on trouve que pour tout
t>0,v— F(f)(v)e 167" est également dans L'(R), et on peut appliquer la transformée

de Fourier réciproque pour trouver u(zx,t),

2 F (u) (v, £)dv = /

—0o0

—+00

o0
€2i7wxf(f)(V)€_16W4V4tdv.

Vi >0, wu(zt)= /

—00

1.5 Exercices

Exercice 1.5.1. Pour chacune des équations aux dérivées partielles ci-dessous, indiquer

son ordre, si elle est linéaire ou non, si elle est linéaire homogéne ou non.
Pu Ou ou\ > ou 0t 0t *u
2 O0x? - x@y yi ) (&v) T <8y) ) Ox? * 0x20y? * oy

0*u Pu 02u\ ou\”
. . : y
d)o— +2 y + )2 =sin(z); e) (—2> + (—) + sin(u) = €.

16
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Exercice 1.5.2. Trouver la solution générale de I’EDP suivante

0?u
w—l—u:o

ot linconnue u est une fonction de deux variables x et y.

Exercice 1.5.3. 1) Soit
0%u
da?
une EDP ou l'inconnue u est une fonction de trois variables x,y et z. Trouver la solution
générale de I’EDP.

=1 (1.7)

2) On suppose que la solution u de ’équation (1.7) vérifie

ou
U(O,y, Z) = F<y7 Z) et %(07:% Z) = G(ya Z)

ot F' et G sont deux fonctions définies sur R?. Déterminer la fonction w.

Exercice 1.5.4. Considérons l’équation de Black-Scholes

ou r et o sont des constantes, S et T sont les variables indépendantes et ¢ = (S, T) est
la variable dépendante (fonction inconnue).
1) Posons y = In(S). Montrer que l’équation de Black-Scholes est transformée dans la

nouvelle EDP a coefficients constants

oc o2 0% a2 Oc
- - — —rc. 1.
or 2 0y? +(r 2 >8y re (1.8)

2) Posons c(y, ) = e ""u(y, 7). Montrer que l’équation (1.8) est transformée dans l’équa-

tion de diffusion
ou o2 0%u o? Ou
e
or 2 Oy 2 "0y
Exercice 1.5.5. On définit la transformée de Fourier en cosinus ainsi sa formule de

réciprocité comme suit : pour toute fonction f définie sur [0,+oo[ et de classe C' sur

0, +00[, on a

fo(v) = 2/000 f(z)cos(2mvx)de, f(x)= 2/000 fo(v) cos(2mva)dy,
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CHAPITRE 1. GENERALITES

On considere le probleme suivant

( ou , 0%
a(:}:,t)—a @(Zﬁ,t), Vm>0,Vt>0,
ou B (1.9)
u(z,0) = g(x), Va>0,

\

tel que f est une fonction définie pour toute t > 0 et g est une fonction définie pour tout

x>0 et de classe C* sur [0, 400, a est une constante positive. On suppose que

lim u(z,t) =0

T—00

1) Montrer que u.(v,t) vérifie l'équation différentielle suivante

Ot
ot
2) Résoudre ’équation (1.10).
3) On suppose que f(t) =0, Vt > 0, en déduire u(z,t) la solution du probléme (1.9).

(v,t) = —47*V%a* (v, t) — 22 f(t). (1.10)

18



Chapitre 2
Equation de Laplace

L’équation de Laplace est une EDP du second ordre elliptique donnée par Au = 0 tel que

A est opérateur de Laplace défini pour toute fonction v de classe C? par

d
0*u
WE
i=1 O]

Au = (div o grad)(u) =

2.1 Interprétation physique

L’équation de Laplace intervient trés fréquement dans des problémes de la physique. u
représente typiquement la densité d’'une quantité (comme par exemple, la concentration

chimique d’un produit) en équilibre.

2.2 Probléme de Dirichlet pour le laplacien dans un
disque

Soit Q le disque (x — o)+ (y — y0)? < Ry de centre My(xg, o) et de rayon Ry. Pour tout
point (z,y) de disque €2, il existe un unique couple (r,0) tel que 0 < r < Ryet 0 < 0 < 2,

xr=mx9+rcosf et y=1yy+ rsinf.

On s’intéresse a résoudre le probléme

Au =0 dans
u = f surodf),
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CHAPITRE 2. EQUATION DE LAPLACE

tel que f est une fonction a valeur réelle de période 27 et de classe C?.

Lemme 2.2.1. Soit u une fonction de classe C?, on a

A _@—Fl%—i-i@
v= or2  ror 12002

Preuve. Pour I’étudiant.

2.2.1 Solution particuliére par séparation des variables

Nous cherchons une fonction u de classe C? de deux variables 7 et # définies pour 0 < r <
Ry et 0 < 6 < 27 et telle que u(Ro,0) = f(0) sur la fronticre. En utilisant la méthode
de séparation des variables, nous posons d’abord u(r,6) = R(r)¢(). On a Au = 0 si et

seulement si

/! 1 / 1 /!
R (1)o(0) + - B (r)(0) + 5 RN (6) = 0. 22)
En divisant 1’équation (2.2) par R(Tgf © on obtient
R0 RS0

"R TR0 T 600

donc /! / /!
LSRG R0 80)
R(r) ~ R(r) ¢ (0)
Puisque le membre de droite ne dépend pas de r et le membre de gauche ne dépend pas

de @, les fonctions r +> 7”2% +r

g((:)) et 0 — —% sont constantes, et donc il existe

une constante A telle que

R(r)  R(r) __¢"(9)

"Re) VRO T ew)
et on a
¢"(0) + Ap(0) =0 (2.3)
r?R"(r) +rR'(r) — AR(r) = 0 (2.4)

On s’intéresse a la premiére de ces équations puisque 'on veut que u soit réguliére, on

cherche ¢ périodique de période 2.
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2.2. PROBLEME DE DIRICHLET POUR LE LAPLACIEN DANS UN DISQUE

Si A < 0 les solutions sont des combinaisons exponentielles, de telles fonctions ne sont pas

périodiques donc nécessairement, A > 0 et dans ce cas les solutions de (2.3) sont
$(0) = Acos(VA0) + Bsin(V)\).

telles que A et B sont des constantes. Encore une fois la condition ¢(0) = ¢(27) ne peut

étre satisfaire que lorsque A = n%, n € N. On obtient finalement une famille de solutions
on(0) = A, cos(nb) + B, sin(nd).

On reprend I'équation (2.4). R(r) est solution de I’équation d’Euler
r*R"(r) +rR (r) — n*R(r) = 0.

Sin=0,o0na

rR'(r) +rR(r)=0 = rR'(r) + R'(r)=0 = (rR'(r)) = 0.
On intégre deux fois par rapport a r, on trouve

T‘R/(T) == R/(T) — CT_O = R(r) = colnr + do.

Dans ce cas ¢(f) est constante et donc la solution u ne dépend pas de 6
u(r,0) = coln(r) + do.

Sin # 0, on effectue le changement de variable z = Inr. L’équation (2.4) est équivalente

4 ’EDO linéaire du second ordre & coefficients constants

dont les solutions sont de la forme R(z) = C,e"*+ D,,e~"*. Par conséquent, les solutions de

(2.4) sont données par R,(r) = C,r™ + D,r~™, n € N*. Récapitulons toutes les fonctions

ug(r,0) = colnr + Dy
Un(r,0) = (car™ + Dpr ™) (A, cos(nf) + B, sin(nf)), n € N*.

(2.5)

Rappelons que 1’on cherche des fonctions u de classe C? dans tout le disque 2, en particulier
au centre du disque. Parmi les fonctions ci-dessus, on élimine donc toutes celles qui n’ont

pas de limite quand r — 0. Il reste les fonctions

un(r,0) = (A, cos(nb) + B, sin(nd))(c,r") = (ozn cos(nb) + B, sin(n@))r”, neN,
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CHAPITRE 2. EQUATION DE LAPLACE

tel que o, = A,c, et 5, = B,c,. Par superosition, on pose alors

u(r,0) = Z " <ozn cos(nd) + B, sin(n@)) : (2.6)

neN

Cette solution doit vérifier la condition aux limites
u(Ro,0) = f(0). (2.7)
Soit le développement en série de Fourier de la fonction f

f(0) = % + Z(an cos(nf) + by, sin(nd)).

n>1

On voit de (2.7) que

Z Ry <Oén cos(nb) + B sin(n9)> = % + Z(an cos(nf) + by, sin(nd)).

neN n>1

Par identification, il faut que

ao 1 2m

Q=75 =5 i f(@)dy,
27
oan Ry = an = %/ f () cos(nep)dp, (2.8)
0
1 27
Bl = by = = / £() sin(ng)d.

T

En remplacant dans (2.6)

2w

ur0) = 5= [ rons

+ % Z ;—; ( /027r f(¢) cos(nyp)dp cos(nd) + /O27r f(p) sin(np)dy sin(n@))
1 2

:% ;

Y () " £()(costng) cos(nt) + sin(rp)sin(nd)) o

flp)dy

On fait appel a la formule cos(a — b) = cosacosb + sin asin b, on trouve

u(r,0) = % /02” f(ga)(l + QZ (}%)ncos(n(gp - 9)))dgp.
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2.3. PROBLEME DE DIRICHLET POUR LE LAPLACIEN DANS LA SPHERE

Or,
¢in(p—0) | gin(p—0)

2

cos(n(p —0)) =

Ce qui implique que

—+ e_in(SO_G)

u(r,0) = % /027r f() (1 +23° (Rio)n(emw—e) 5 )dgo.

D’autre part, grace a la propriété de la série géométrique dont la raison est inférieur a 1

S (L) e LR o (L)erinten = re” 0"
Ro RO — reile=0)’ RQ Ro — re~ile=0)

n>1 n>1

On déduit que

]_ 2m rei(so_a) re_i(‘p_e)
ud) =5 [ s (1 + )
0

27 Ry —reite=0) = Ry — re=il¢=0)
1 I £ )(1 rRye¢=0 — 2r2 4 yRye ¢ )d
2 o 4 R% + 12 — Ryrelv=9 — Ryre=iv=0) 4
L[ 2R —0) —2r?
1 £(0) (1 N or cos(p — 0) — 2r >d
2 Jy Ry + 12 — 2Rgr cos(p — 0)

1 [ R —r?
= — de.
27 /0 /() R2 4+ 12 — 2Rgr cos(p — 0) 7

Ou encore pour xg = yo = 0 et z = z + iy, la solution du probléme (2.1) est donnée par

1o Ry — (2* + ¢
u(x,y):—/ 0 —( . ) >/ (p)dp
21 Jo  Ro—2Rop(xcosp +ysing) + a2 +y

1 2 R()ei(p +z
= — Re (—
2 Jo Roe? — z

) Fp)deo

2.3 Probléme de Dirichlet pour le laplacien dans la
sphére

On considére la boule Q de centre O et de rayon 1 dans R3.

2.3.1 Coordonnées sphériques

A un point P de R?® de coordonnées cartisiénnes (x,y,2), nous pouvons associer ses

coordonées sphériques (r,0,¢). La coordonnée r est la distance du point P a 'origine
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CHAPITRE 2. EQUATION DE LAPLACE

O = (0,0,0). La coordonnée ¢ est la mesure de I’angle fait par la demi-droite issue de
I'origine et passant par la projection orthogonale du point P sur le plan des z, y et la
demi-droite de = positifs et finalement la coordonnée 6 est la mesure de I’angle fait par la
demi-droite issue de l'origine et passant par le point P et la demi droite de z positif. Ces

valeurs satisfont les inégalités, 0 <r, 0 < ¢ < 27w et 0 < 0 < 7, et telles que
x =rcos(p)sin(f), y=rsin(p)sin(d), =z =rcos(d),

ou bien

Y z
r=+/x2+y?+ 22, p=arctan>, 6 = arccos—.
x r

Lemme 2.3.1. Soit u une fonction de classe C?, on a
_82u+20u+ 162u+ cos au+ 1 0%
COr2  ror 12002 r2sinf@0f  r2sin?0 02’

Preuve. Pour I'étudiant.

Au

2.3.2 Résolution par la méthode de séparation des variables

Désormais, on s’intéresse au probléme suivant

Au=0 dans
u=f sur 0Q =S5,

(2.9)

qui est équivalent &

Pu 200 1P ot w1 o
or2  rodr 12002  r2sinf0f  r2sin®6 02
u(r,0,0) = f(0.0) 1=1,0<0<m 0<¢p<2m

=0 0<r<1,0<60<m 0<¢p<o2r,

(2.10)
tel que f est une fonction continue sur la sphére (frontiere de la boule) définie pour
0 € [0,7] et v € [0,27].

Nous cherchons u par la méthode de séparation des variables, on pose

u(r, 0, ) = R(r)y(0)o()-

Alors u est la solution de la premiére équation de (2.10), ceci donne
/! 2 /

R(r)y(0)e(p) + —R(r)v(0)e(y)

1 "
R(r)y"(0)o(e) +

‘e R(r)b(0)(¢) = 0.

r2sin® 6



2.3. PROBLEME DE DIRICHLET POUR LE LAPLACIEN DANS LA SPHERE

2

En multipliant par W on trouve
oR(r) o R(r)  "(0) | cos(0)9'(0) 1 ¢"(¥)
") T RE) (W) T Sime 90) T sin’e o(p) )

Pour que cette égalité soit vérifiée, il faut que chacun des termes soit égal a une constante
A

LRY(r) o R(r)y _47(0)  cos(@)y'(0) 1 ¢"(p) _
-(r ") R0 ) - 50) T sine w(0) st alp)
Ceci est équivalent &
r?R"(r) + 2rR' (r) + AR(r) =0 (2.11)
sin? Hqi”((:)) + sin 0 cos Gilég; + Zﬂ(if)) = Asin® 4. (2.12)
L’équation (2.12) est aussi équivalente a
sin? 6’@2:,((9? + sin @ cos Hﬁlgg)) — Asin?f = — qi;’((;o))
cette équation est satisfaite si et seulement si il existe une constante p telle que
o 0"(0) V'(0) o, 9'(e) _
sin” ¢ 0 +SlH9COS€¢(0) — Asin“f = — o)
et donc
sin? 0" (0) + sin 6 cos 61’ (0) — (Asin® 6 + u)p(0) = 0 (2.13)
¢"() + polp) =0 (2.14)

Il est nécessaire que R soit bornée sur [0, 1], ¥ soit bornée sur [0, 7] et ¢ soit de période
27 et bornée sur [0, 27].

e Résolution de I’équation (2.14).

On a vu dans la section précédente que cette équation a une solution périodique de période

27 donnée par
G (p) = Ay cos(mep) + By sin(my), p=m? mecN.

e Résolution de I’équation (2.13) telle que p = m?, m € N.

Pour trouver la fonction 1 on pose w = cosf ou § = arccosw. On a

! _ : dw " a2 de dw
V'(0) = _Smedw’ " (0) = sin de2 —cos@dw.
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CHAPITRE 2. EQUATION DE LAPLACE

Il est donc possible de déterminer 1’équation différentielle a 1’équation

d
. 92 o
S ew—2COSQ%—()\+m) =0
On pose T'(w) = 9 (arccosw), sin# = 1 — w? on trouve
2
(1 — w)T"(w) — 2T (W) — (A + - ’foﬂ)T(w) —0. (2.15)

Il s’agit d’un probléme de Sturm-Liouville.

Théoréme 2.3.2. Polynémes de Legendre. On considére le probleme suivant : Ré-

soudre sur lintervalle | — 1, 1[ I’équation muni des conditions auz limites
d df
—(a=a)0) +Af(@) =0
limlf(m) existe et finie (2.16)
T——

lim f(z) existe et finie.
z—1

Les solutions de ce probléme sont les nombres A, = n(n+ 1),n € N, et les fonctions

11 da,, .

appelées polynomes de Legendre. Ainsi (1 — x?)P"(z) — 2z P! (z) + n(n + 1)P,(z) = 0.

Equation de Legendre : Soit v > 0 et x €] — 1, 1[. L’équation

(1—2%)f"(z) = 22f'(x) + v(v +1)f(z) =0

s’appelle équation de Legendre d’indice v. Il existe deux solutions indépendantes f; et f,

développable en série

fi(x)=1-— V(VQ—J!rl)xz n v(v — 2)(V4—:— 1)(V+3)x4 .

PR P Gy A2 N R VR 2 I I

Toute solution est alors de la forme a; f; + as fo pour |z| < 1.

Si v = 2k est pair, f; est un polynéme proportionnel & Pyy.
Si v =2k + 1 est impair, f, est un polynéme proportionnel & Pogyq.

Ce sont les seules solutions qui restent bornées au voisinage de 1 et —1.
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2.3. PROBLEME DE DIRICHLET POUR LE LAPLACIEN DANS LA SPHERE

Théoréme 2.3.3. Fonctions de Legendre associées. On considere le probleme de

Sturm-Liouville suivant
2

L=y - ) 4 A7) =

dx dx 1
lim f( ) existe et finie (2.17)
x——1

lim f(x) existe et finie.
z——1

Les solutions de ce probléme sont les nombres A\, = n(n+ 1), n € N et les fonctions
md™P,

P"=(1-2%7% T

n

appelées fonctions de Legendre associées définies pour m < n. On peut exprimer directe-

ment

m 1N 10 g™
P (z) = (1 — ?( —>
w (7)== n+ 2nn! dgntm

5 (2 — 1)

St m = 0 on retrouve les polynémes P,.

Les polynomes P™ n € N, m fixé, forment une base orthogonale de L?(—1, 1) pour normer
1

les éléments de cette base, on calcule |P™||* = E"erg! et on a / P"P"dr = 0, m fixé,
n # 1. B
Définition 2.3.4. Harmoniques sphériques. Les fonctions
Cinn(8,p) = cos(mp)P*(cos ), Sy, = sin(mep)P (sin )
s’appelle harmoniques sphériques ou harmoniques de surface.

Théoréme 2.3.5. Toute fonction définie sur la sphére et de carré intégrable f c’est a
dire toute fonction de L*([0, 7] x [0, 27]) se développe en série de Fourier par rapport auz

harmoniques sphériques

- Z Z(Am,ncm,n(ea (10> + Bmﬁsm:”(e’ (10))’

n=0 m=0

avec

Apn = ey / / (8, ) cos(myp) P (cos 0) sin Odpdh

B = T m) / / f(0, ) sin(me) P (cos 0) sin Odpdb.

La convergence a lieu dans L?, elle est uniforme si f est continue.
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CHAPITRE 2. EQUATION DE LAPLACE

Pour déterminer la solution de (2.15) on utilise le Théoréme 2.3.3. Puisque ¢ est borné
sur [0, 7], T" a une limite finie quand w tend vers +1. D’aprés le Théoréme 2.3.3, on déduit

que A= —n(n+1),n € Net T(w) = P"(w) et donc
Unm(0) = Yom T (cos8) = v m Py (cosB),  tel que 7, est constant.

e Résolution de I’équation (2.11) tel que A = —n(n + 1).
Pour résoudre I’équation (2.11), ou bien on effectue le changement de variable z = Inr de
la méme fagon que dans la résolution de (2.4), ou bien ’étudier de maniére systématique :
c’est 'objet de la théorie de Fuchs. On cherche R(r) de la forme Ar®* 4+ Br®?, on obtient
I’équation indicielle

ra(a—1)r@) £ 2r(ar*™ ) —nn+1)r* =0 = ala—1)+2a—-nn-+1)=0

= ala+1)=nn+1)

on trouve @y = n et ay = —(n+ 1) donc

R(r) = Dr" + Er~"tD)  n e N*,

Pour que R reste borné, il faut que liI%R(r) soit finie alors il faut que F soit nul. on déduit
r—
que
R.(r) = D,r", VneN.

e La formule de u(r,0, p). Grace aux étapes précédentes, on déduit que

u(r, 0, ) = f: z”: r" P (cos 0)(m,n cos(me) + B sin(mep))

n=0 m=0
avee m.pn = DpYnmAm €t B = DpYnmBim-
Cette solution vérifie la condition au bord i.e. u(1,6,¢) = F(6, ). On utilise le théoréme

2.3.5, on a

p) = Z Z KinnCrmn(0,0) + LinSnm(0, ).

n=0 m=0

On choisit donc Ky, ,, = G €t Ly n = B OU

2
Km,n— n+m / /f ,©)Ciyp sin 8dfdy (2.18)

2m
Ly = n—i—m / / f(0,)Spm.nsinbdidep. (2.19)
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2.4. PROBLEME DE DIRICHLET DANS R?\ Q

Théoréme 2.3.6. La solution au probléme de Dirichlet pour la sphére de rayon Ry centré

a Uorigine relatif a la fonction f(0,¢) est

U(T, 9, (p) == Z Z (RL())TL(Km,nCm,n(ea 90) + Lm,nSm,n(Q’ @))

n=0 m=0
avec Crypn(0,p) = Pl (cos) cos(mp) et Smn(0,0) = P(cosf)sin(my) et Kypn, Lmn
sont donnés dans (2.18) et (2.19), P est la fonction de Legendre associée, Cy,p €t Spn

sont les harmoniques sphériques correspondantes.

Remarque 2.3.7. Si on suppose que la fonction f(0,¢) ne dépend pas de @ on cherchera
une solution u ne dépendant pas non plus de ¢ ce qui revient & faire m = 0. On obtient

alors pour une sphére de rayon Ry la solution au probléme de Dirichlet relatif a f est

u(r,0) = Z 2n2—1— ! </_11 f(as)Pn(:B)dzv) (RLYP”(COSQ).

0

2.4 Probléme de Dirichlet dans R? \ ()

On considére le probléme de Dirichlet a 'extérieur de la sphére du centre O et de rayon

Ry

0*u  20u 1 0%u cosf Ou

= +- - = <0<
3T2+rar+r2802+r28in089 0 r>HRy, 0=,

w(Ry,0) = f(A), 0< 6 < (2.20)
lim u(r,0) = 0.

La méthode de séparation des variables peut étre aussi utilisée.

Proposition 2.4.1. La solution du probleme (2.20) est

u(r,0) = Z 2n2—1— ! (/_11 f(x)Pn(x)dx> <%>n+1Pn(cos 0).

Preuve. Pour u(r,0) = R(r)y(0), R est solution de (2.11) et v est solution de (2.13) tel
que p = 0, on obtient

¢”(9> - ’YnPn<COS 9), R(r) = Dr" 4+ ET—(n—H)'
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CHAPITRE 2. EQUATION DE LAPLACE

De la troisiéme ligne de (2.20), il faut que la limite de R(r) quand r tend vers oo soit nul,

pour cela il suffit de prendre D égal a zero. Par conséquent,

Z o~ "D P (cos b))

n>0

Quand r = Ry, on a de la deuxiéme équation de (2.20)

u(Ro, 0) Z an, Ry (n+1) . (cos 0) ZK P,(cos0)

n>0 n>0

tel que K,, = 225 [ (0) P, (cos 6) sin fdf. 11 suffit donc de prendre o, = Rj™ K,,.

2.5 Fonctions harmoniques

Définition 2.5.1. Une fonction u qui vérifie Au = 0 dans un ouvert Q de R?, s’appelle

fonction harmonique.

Théoréme 2.5.2. Formule de Green

1) Soit o une fonction de classe C* dans Q, on a

/Ago d:v—/ 3g0d
o9

2) Soient © et 2 deux fonctions de classe C* dans Q, on a

/ng(x)Aw(x) dr + /Q Vo(z)  Vip(z)dr = /aa gp(:/v)a—nda

Théoréme 2.5.3. Lemme de Green
Soit u une fonction de classe C* dans un domaine Q de R3. On suppose que les dérivées
de u sont continues sur Q. Soit My = (0, yo, z0) un point de Q et r? = (z — x0)% + (y —

Y0)? + (2 — 20)? la distance du point M de coordonnée (x,y,z), alors

1du d /1 1
4 = - = do — [ —Audxdyd:z.
7u(o, Yo, 20) /aQ <7"d7) d77< >> o /Qr udrdydz

Dans R?, le résultat analogue est le suivant

2mu(zo, Yo) = /89 (ln (—)% - u%ln (T))da - /an <%> Audxdy.

30



2.5. FONCTIONS HARMONIQUES

Théoréme 2.5.4. Théoréme de la moyenne
i) Soit u une fonction harmonique dans un ouvert 2 de R? contenant le disque de rayon

R centré au point My = (xq,yo) alors ¥r < R

27
u(wo, yo) = %/ u(zo + 1 cos b,y + rsin 0)do.
0

i1)Soit u une fonction harmonique dans un ouvert 0 de R3 contenant la boule de rayon R

centré au point My = (xo, Yo, 20) alors Vr < R

1 s 2
u(zxo, Yo, 20) = yym / / u(xg 4 rcosesind, yo + rsinpsin b, zg + r cos 0)dfdp.
o Jo

On dit que u a la proprété de la moyenne dans . Plus généralement, pour @ C R d > 2,
soit u harmonique de classe C*(SY), alors pour tout point & € Q, r > 0 tel que la boule

fermée B(x,r) du centre x et de rayon r soit inclue dans ), on a

1
u@) = /B | )iy
1

") = @B /aB(w,r) uly)dy

tel que |B(x,r)| est la mesure de Lebesque de B(x,r) et o(0B(x,r)) est la mesure de

surface de la sphére du centre x et de rayon .

Preuve. Soit u une fonction harmonique i.e. u € C*(Q) et Au = 0. Soit My un point de

2, on considére D le disque du centre M, et de rayon r > 0. D’apres le lemme de Green,

2mu(zo, Yo) = /8D { In (%)g—z — udin(ln (%)) }da - /Dln (%)Audm.

On utilise la formule de Green on trouve que

/ Audx = / d—uda,
D ap dn

comme u est harmonique on obtient

/DAudm:/aDj—zda:O
2mu(zo, yo) = — /8D { In (%)Z—Z — udi; <ln (%)) }da

31
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On effectue le changement de variable en coordonnée polaire x = z¢+r cos 8, y = yo+7rsin

et de = dxdy = rdrdf tel que 0 <r < pet 0 <60 <2m. Pour (z,y) € 9D alors

2m
2mu(xg, yo) = / u(xo + pcosb,yo + psinb)do.
0

De la méme facon on démontre la propriété de la moyenne dans R? en utilisant les coor-

données sphériques.

Théoréme 2.5.5. Principe de maximum
Soit Q un ouvert connexe borné de R? de frontiere 0. Soit u une fonction continue sur
Q harmonique dans Q et non constante dans 2. Alors le mazimum de u est atteint sur le

bord OS2 et seulement sur le bord de ). On dit que u vérifie le principe de mazimum.

Preuve. Tout d’abord on a € borné et u est continue sur © donc v admet un maximum

M dans Q. On montre par ’absurde que si le maximum de u est atteint dans Q alors u

est constant. Soit xy € Q tel que u(xy) = max u(x) := M et u harmonique. Soit B une
Q

S
boule fermée de centre xy et de rayon r contenant dans (2. Par définition de maximum,
Vye Q:u(y) <M

ce qui implique que
Vye Q.M —u(y) >0 (2.21)

D’autre part, d’apreés le théoréme de la moyenne on a

1

1
@) = 7 [ uwdy = o [ 01 = utw)dy =0

en combinant avec (2.21) on trouve que M — u(y) = 0,Vy € Q et donc u est constante.

Corollaire 2.5.6. Soit Q0 un ouvert borné connexe de R? de frontiére 0. Soit u une
fonction harmonique. Alors, pour tout x dans Q, |u(z)| < I%%X|u|. En particulier, si u est

nulle sur OS2 elle est nulle dans €.

Preuve. Puisque u est harmonique, |u| est aussi harmonique et atteint le principe de
maximum.

Siuw = 0 sur 052, alors maxu = 0 et donc |u] < maxu = 0 dans €2 et donc u est nulle dans
Q.
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Corollaire 2.5.7. Le probleme de Dirichlet pour le laplacien a une solution unique.
Preuve. Soient u; et uy deux solutions du probléme de Dirichlet

Au=0 dans§), wu=g surdfl.

Donc la fonction @ = uy — uy vérifie Au = 0 dans 2 et @ = 0 sur 9€2. D’aprés le corollaire

précédant u est nulle dans 2. D’ou 'unicité.

Théoréme 2.5.8. Soit ) un ouvert connexe borné de R? et u une fonction continue sur
Q qui a la propriété de la moyenne dans €2, alors u est harmonique dans ), ce qui entraine

qu’elle vérifie le principe de maximum.

Preuve. Nous ferons la démonstration en dimension 2. Soit @y un point de €2 et D le
disque de centre x( entiérement contenu dans 2, v la frontiére de D. On suppose que
u = f sur v tel que f est une fonction définie sur ~. Soit v la solution du probléme de
Dirichlet suivant

Au=0 dans D, wv=f sur~.

Comme v est harmonique, v a la propriété de la moyenne donc

1 1
(0= v)(en) = o [ utwidy - 5 [ o)y
T Jy 27 J,
D’autre part, u = f sur v et v = f sur y ce qui implique que (u — v)(xg) = 0 et donc
u(xg) = v(xy) et aussi u = v dans D. Alors u est harmonique dans D, en particulier

Au(xg) = 0 et xq est arbitraire dans {2, par conséquent, Au = 0 dans Q.

Proposition 2.5.9. i) Toute fonction harmonique dans un ouvert ) est de Classe C*®
dans €.

i) Les dérivées d’une fonction harmonique dans Q0 sont harmoniques dans §).

Preuve. 1) Soit (2, 3o, 20) un point de Q de R? et B la boule du centre (x¢, o, 29) toute

entiére contenue dans € et de frontiére S. Appliquons le lemme de Green en explicitant r

47TU(I07 Yo, Zo) :/

S

( 1 du
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Chacune des intégrales est dérivable par rapport a g, 4o, 2o la dérivée s’obtient en dérivant
sous le signe d’intégration. On vérifie qu’on peut intégrer une infinité de fois.

2) Soit u fonction harmonique dans €2, tel que Au =0
o™u o™
Al=— ) =—(Au)=0.
(83:’?) 8:)32”( u)

u
donc —— est harmonique dans €.
L
Théoréme 2.5.10. Théoréeme de Liouville
i) Soit u une fonction harmonique dans R telle que lim u(xy) = 0 alors u est identi-
xro—00

quement nulle.

ii) Une fonction harmonique bornée dans R est constante.

Preuve. Soit &y un point de R? et B(O, R) la boule de centre O et de rayon R. tel que
xo € B(O, R) i.e. d(xy,0) < R. On a u est harmonique, d’aprés le principe de maximum

< .
|u(zo)| < oo

Comme lim wu(xy) = 0, ceci est équivalent a
To—00

Ve > 0,3R > 0 tel que Vo € R\ B(O, R), |u(zo)| < e.

Le principe de maximum est atteint en dehors de B(O, R), sur B(0, R) C R?\ B(O, R)

alors lim max u = 0 et donc u(xy) = 0, Vy, € R%
R—0dB(O,R)

Théoréme 2.5.11. Théoréme de Harnack

Soit Q un ouvert borné connexe de R? de frontiére 9). Soit (u,), une suite des fonctions
continues sur Q et harmoniques dans 2. On suppose que (uy), converge uniformément
sur 0N lorsque n — oo alors (uy,), converge uniformément dans Q0 vers une fonction

harmonique.

Preuve. Soit (u,), une suite de fonctions continues sur Q et harmoniques dans  i.e.
Au, = 0, ¥n € N. On suppose que (u,), converge uniformément sur JS) lorsque n — oo
ie.

Ve > 0,3ng € N, tel que Vp < q<mng: |uy(x)—u,(z) <e Vo e
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2.6. NOYAU DE POISSON DANS LE DISQUE

Or, pour p et ¢ fixés u, —u, est harmonique A(u, —u,) = 0 dans Q et |u, —u,| atteint son
maximum sur Jf2 et donc |u, —u,| < I%%X|Up —u,| < ¢ dans Q. Et donc (uy,),, est une suite
de Cauchy dans . On note u la limite de (uy,), quand n — co. Comme u,, vérifie pour
tout point n la propriété de la moyenne dans €2, u vérifie aussi cette propriété. Comme u

est continue sur Q d’aprés le théoréme 2.5.8, v est harmonique.

2.6 Noyau de Poisson dans le disque

Définition 2.6.1. On appelle noyau de Poisson relatif au disque du centre O et de rayon

R la fonction harmonique dans ) définie par

1 R? — (2% + 42 1 Re" + (z +i
21 R? — 2R(x cos + ysinf) + 22 +y> 27w Re? — (z + 1y)
Py est harmonique dans €2 et strictement positive pour tout 6 et pour tous x, y tels que

2 +y* < R2.

Remarque 2.6.2. Py dépend de = ety par lintermédiaire de z = x+iy, on note Py(z,y)
sous la forme Py(z) et on a
1 Re" + 2
= —Re(2o—).
Pol2) o "\ Rei _ -
Théoréme 2.6.3. Soit f une fonction continue sur [0,2x] telle que f(0) = f(2m). Soit
Q le disque 2% + y* < R? et O sa frontiere. Il existe une seule fonction u telle que
1) u est harmonique dans €.
2) i = f(0).
) lim u(z) = f(0)
z€Q)

27
Cette fonction est u(z,y) = / Po(z,y)f(0)db.
0

2

Preuve. 1) Soit u(z,y) = Po(x,y) f(0)dl, Py est de classe C?, on peut dériver sous

0
le signe d’intégration

Au(z,y) = / " APy(x.y)f(6)d8 = 0

2m
2) Vérifions d’abord que pour |z| < R, / Po(x,y)dd = 1. On écrit
0

Re®+z  Re®+z  Re’+z 1
Reie—z_Reie(l—R;e)_ Re® 1 —zR-1le-i0’
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On a
‘36_19 —l|(x+i )(cos® — isin )|
R° | R 4
1
:}—%](xcosﬁ—i—ysin@)—l—i(ycos@—xsin@)]
1 1 2 oy 1
:ﬁ<(xcosﬁ+ysin0)2—l—(ycose—xsin9)2>2 :%

< 1.

. n
La série géométrique » (%e*w) est de raison inférieur a 1, on voit que

neN
S (5 =1
—e =
R 1—zRte—

neN

et on aura

Re + 2 _ Rei9+zz<iei9>n
Re? — Re® = R
_ Re? 4z
~ Re® (
< _ib
:1+2Ee +2R

Pour |z| < p < R a l'intérieur du disque de convergence on peut intégrer terme a terme.
Or, Vn > 0,

z . 22 )
1+_€719+_€7210+.H)
R R?

2
z° .
262104—"'

27 1 27
+i—cos(nd)| =0
0 n 0

2w 2m 21
/ e Mldl = / cos(nf)do — z/ sin(nf)df = 1 sin(nf)
0 0 0 n

Donc,
21 1 2
df = — df = 1.

Vérifions maintenant que  lim u(z) = f(6y). On a Vn €]0, 2],
z—Re0
|z|]<R

u(z) — f(60) = / " Py y) f(0)d6 — F(B0) = / " Do) (£(6) — F(60))do

Oo+n
_ / Po(z.y) (F(8) — 1(60))d0 + / Pol.y) (F(0) — 1(6))do.

J0o—n , |6—00|>n
v ~ TV 7

I 12

Soit € > 0, puisque [ est continue il existe n tel que

V0 € [0 = .0 + 7], |£(9) = F(60)] < 5.

36



2.7. NOYAU DE POISSON DANS LE DEMI-PLAN

alors

ot vl -

0

€
2
Ayant fixé 1, nous allons montrer qu’en choisissant z assez proche de Re?, || < 5. On

suppose que z = 1 e’ tel que ¢ € [p — 2,00 + 2]. On a pour |0 — 6o > 1

n
0— o >—=
0 — ¢ 5

1 R? — |22
ml= gl [ Re( ) U0~ S
1 R? — |22

27 Jio—gp)> |Ret — z|?

(£ (0)] + 1 (6o) )do.

Comme f est continue sur [0, 27], il existe k > 0, tel que |f(0)| < k

k 1
< Mip2_ 2
12| < — (R 7”)/

6005 | R €7 —Te|?

D’autre part,
|R6i9 . rew|2 _ |ei9|2|R o rei(¢—6)|2
= |(R — rcos(p — 9))2 + (rsin(p — 9))2|
> rsin @ — 0
N
> —.
rsm|2|

Ceci donne
1 1

. — <
|Re?® —reie| — rsin g

Par conséquent,

2 .2 . 2 .2
‘I2|§ER r / dezk:(27r 2n) R? —r
[0—00|>n

T rsin ? T rsind
On passe a la limite quand r tend vers R on trouve linll% 15 = 0. On peut choisir r tel que
r—

[Ip| < § des que [z > 7.

2.7 Noyau de Poisson dans le demi-plan

Soit f une fonction définie sur R telle que f € L*(R). On cherche une fonction u harmo-

nique définie sur Rx]0, +oo[ bornée telle que

lim wu(x,y) = f(t), VteR.
(z,9)—(t,0) (@.9) =)
y>0
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On introduit la transformée de Fourier de u par rapport a x
+o0

F(u)(v,t) = / e 2™y (x, t)dr, Vv € R.

—00

On suppose que F(u) est une solution qu’on puisse la dériver en dérivant sous le signe
d’intégration et que Vt > 0, x — % soit intégrable sur R.

En prenant la transformée de Fourier des deux membres de

Pu  u

a2 0x?
par rapport a x, on obtient
too 0% too 0%
—2imvx —2imvx
e —(z,y)dxr = — e —(x,y)dx
/_ N ayg( y) /_ N (z,y)

Soit

2 +o0 2 +o0 2
el ;;gu) (v,y) = /_ . 6_2””’”2—;;(96&)65115: - /_ e (0

En intégrant par partie deux fois, on trouve

oo

+0c0 ) 82u 400 )
/ e_QZﬂyxw(x,t)dm = (22'7w)2/ e 2™y (z, t)dr

oo —0o0

et donc

0*F (u)
Oy?

est une équation différentielle homogéne d’ordre 2 sa solution est

(v.y) = 4m* v F(u) (v, y),

Fu)(v,y) = A(v) e 2™ + B(v)e*™¥, Vy > 0.
On rappelle que la solution doit étre bornée, donc
Fu)(v,y) = cv)e ™ vy > 0.

Quand y = 0 on trouve u(v,0) = c(v) et donc F(u)(v,y) = F(u)(v,0)e 2. Comme

“+00 “+o00

Flu)(v,0) = /_ =2y (1 0)dr — /_ =2 () de — F(F)(v)
d’on

Fu)(v,t) = F(f)(v)e .
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Supposons que f € L'(R) et F(f) € L*(R), comme e~2"l¥ < 1, on trouve que pour tout
y > 0,v > F(f)(v)e 2" est également dans L'(R), et on peut appliquer la transformée

de Fourier réciproque pour trouver u(x,y).

+o0o “+o00
Vy > O, u(a:, y) _ / ezi””,}’:(u)(y, y)dl/ _ / eQiﬂ'VZ‘F(f)(V)e—Qﬂ"Wde'
On montre que
]:'—1 (6—27r\y|y) _ l Yy .
T 1'2 + y2

En effet,

0 +o00
/ 6727r\1/|ye2mxudy — / e27rl/y+2mxudy + / 6727Tl/y+2mxudy
R 0

_0 +o00
— / 6(27ry+27riz)udy + / 6(727ry+2m'm)udy
—00 0
1 1

6(727ry+27rix)u too

_ (2my+2miz)v
‘ —o0 * 2(ix — y) 0

- 27m(y + i)

1 ( 1 1 )
C2r\y+ix  —y+ix
- _ Y
m(a? +y?)
On déduit que

+o0
u(z,y) = / e%””]-"(f)(y)]:(ﬁ)dy

Grace au théoréme de Fubini, on a

u(z,y) = /+OO X MEF(f * N — )dv

_ 1 x Y

=7 U )
Y

=/ (22 + y?)

1 yf(t)
N 7T/]R(x—zf)2—|—y2dZf

Théoréme 2.7.1. Soit f une fonction continue bornée sur R. La seule fonction harmo-

nique bornée dans le demi-plan y > 0 telle que

lim w(z,y) = f(t), VteR.
(@) —(t,0) (@.9) = 1)
y>0
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est

u(z,y) = l/}R—< yf () dt.

T r—1)2 4 y?
Définition 2.7.2. La fonction Py(z,y) définie dans le demi-plan y > 0 par

1 y
Pi(z,y) = Tl—22 12

pour tout t € R, s’appelle le noyau de Poisson du demi plan supérieur, c’est une fonction

harmonique dans le demi plan y > 0. La solution au probléme de Dirichlet est alors

u(r,y) = /R Py(x,y) f(t)dt.

Exemple 2.7.3. On cherche la solution du probléme de Dirichlet dans le demi-plan y > 0,
telle que f(x) = cosx. En effet, on a

+00
Y cost
=2 —————dt.
uoy) =2 /_oo (t—x)* +y?

On sait que, cost = Re(e) et donc

+oo it +o00 it
y € ! ‘
u(l‘,y) T 6(/_00 (t—l')2+y2 ) Y e(/_oo (t—m)2+1 )

On pose s = t’T‘T donct =ys+x et dt = yds, on aura

1 +o0 ei(ys+x) 1 . too  iys
=S [ ) ([ )
—_————

—00

On rappelle que
bix
/ _c - Ee_“b, Ya,b >0
R

et donc,

Par conséquent,

u(z,y) = Re(e™ ) = cosze V.
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2.8. FONCTIONS DE GREEN

2.8 Fonctions de Green

On note x le vecteur (z,y,z) de R3 et xq le vecteur (g, yo, z0) de R3. Soit Q un ouvert
borné de R3. Soit f € C(Q) g € C(99). On veut résoudre le probléme de Dirichlet

Au = f dans
(2.22)

u=g sur OS.
Ce probléme a une solution unique u € C?(€2).

Théoréme 2.8.1. Soit xy € €2, on suppose qu’il existe une fonction H € C*(Q x Q) telle

que

AH =0 dans €
] (2.23)

H=—- sur 09,
r

tel que r = ||@ — xo|rs. On pose G(wo, ) = =(H — ). Siu € C*(Q)NC(Q) est solution
du probleme de Dirichlet (2.22) alors

w() = /Q F(@)C (o, @)d + /a Qg(w)‘g—f(azo,w)da.

Preuve. Soit zy € Q et soit H une fonction de C?(Q2 x Q) telle que AH =0 dans €

et H = % sur 0f2. D’aprés la formule de Green, on a

/uAHd:c+/Vu-VHd:c:/ ua—Hda
Q Q oo On
Ju
HAwdx + | Vu-VHdx = H—do.
Q Q oo On
On retranche ces deux équations, on obtient
0 0H
/(HAu@) —uAH) dx = HEY e
Q oo On on

En vertu du lemme de Green (Theoréme 2.5.3)

= (S (o [ B

Mettant bout a bout les deux derniéres équations

1 1 du d 1 1 1
= — - —H)— —(H——-))do—— | (H—-)Aud
u(@o) 4#/39 <(r )dn+udn( r)) 7 A7 Q< ’r’) uar
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On pose G(x,®g) = +=(H — %). Comme H =1 sur 0, G = 0 sur Q. et on a

T

u(a:o):/8 uﬁdo—l-/QG(a:o,a:)Au(w)dw

o dn
:/ g£d0+/G(m0,m)f(m)d:1:.
aq  dn Q

Définition 2.8.2. On appelle fonction de Green de Q (relatif au laplacien) une fonction
définie sur € x € ayant la propriété suivante : pour tout point xy € 2 la fonction x —
G(xo, x) est de classe C* dans Q\ {xo}, nulle sur 0 et vérifie AG = d(xy), tel ge § est
la distribution de Dirac ((,¢) = p(x)).

Théoréme 2.8.3. 1) Pour tout ouvert borné Q, il existe une fonction de Green G (relative
aA).

2) G est symétrique au sens ol
Gz, x) = G(xp, )

elle vérifie

dG
lim —do = 1.
e—0 B(zo,) dn

2.9 Exercices

Exercice 2.9.1. Trouver la solution du probléeme de Dirichlet

,0'u  Ou  D*u

a2 Vo T 0

telle que 0 < r <1 et 0 <0 <27 avec les conditions aux ltmites,
1.
u(1,0) =2+ cos 20 + 3 sin 36.
et u(r,0 + 2m) = u(r,0).

Exercice 2.9.2. En utilisant la méthode de séparation des variables, résoudre I’équation

de Laplace suivante :

u  O*u

@Jr@_y?:()’ O<z<a et 0<y<b,
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telles que
{ u(x,0) =0, { u(0,9) = /(y),
u(z,b) =0
avec f(0) = f(b) =0 et g(0) = g(b) = 0.
Exercice 2.9.3. Soit la boule B C R? de centre O et de rayon Ry > 0, de frontiére OB.

On cherche u une fonction bornée solution du probleme de Dirichlet suivant

82u+28u+ 1 82u+ cos f) 8u+ 1 u
or2  ror 12002 r2sinf00  r2sin?600p?

0<r<Ry, 0<0<m, 0<p<2r, (2.24)
u=f sur 0B.

On suppose que [ dépend seulement de la variable 6.

1) Montrer que si u(r,0) = R(r)w(0), il existe une constante X\ telle que R(r) et 1 (0)

vérifient
r*R"(r) +2rR'(r) — AR(r) = 0, (2.25)
0
W"(6) + Zif S (0) + Xb(0) = 0. (2.26)

2) On effectue le changement de variable z = Inr, résoudre I’équation (2.25).

3) Soit P,, n € N les polynémes de Legendre définie sur | — 1, 1] vérifiant I’équation
(1 —2*)P"(z) — 2z P/ (x) + n(n+ 1)P,(x) = 0.

Trouver la solution de (2.26).

4) Pour tout m,n € N, on a

1 0 si m#mn
/ Po(z)P,(z) de = 2

1 M1 si m=n.

En déduire la solution u(r,0) de (2.24).

Exercice 2.9.4.
1—22— y2

1 — 2z + 22 4 32
D ={(r,y) eR?> 2*+y*<1}.

1) Montrer que la fonction u(x,y) = est harmonique dans le disque

2) Le principe du mazimum est-il vérifié dans D

Exercice 2.9.5. Enoncer et démontrer un principe de minimum pour l’équation de La-

place.
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Chapitre 3
Equation des ondes

Dans ce chapitre on s’intéresse a ’équation des ondes homogéne dont sa forme est

92
gy _ AAu =0,

ot?
muni a des conditions initiales et des conditions aux limites convenables. t désigne le
temps, © € Q, Q C R? et u est une fonction définie sur Q x [0, +o0[, u = u(z,t) et le

laplacien A, désigne le laplacien par rapport a la variable d’espace x.

3.1 Interprétation physique

L’équation des ondes est une modélisation simplifiés d’une corde vibrante (d = 1), mem-
brane vibrante (d = 2) ou d’un solide élastique (d = 3). Dans cette représentation phy-
sique, u(x,t) représente le déplacement dans une certaine direction du point  a 'instant

t> 0.

3.2 Ondes en dimension 1 : Corde vibrante

On considére une corde vibrante de longueur L, de densité constante, élastique, tendue
entre deux point A et B. On s’intéresse aux petites vibrations transversales de la corde
(penser par exemple aux vibrations d’une corde de guitare). On supposera que les effets

de gravité des autres forces extérieures peuvent étre négligeables, 1’équation des cordes
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3.2. ONDES EN DIMENSION 1 : CORDE VIBRANTE

vibrantes est décrite par I’équation des ondes en une dimension

0%u 0%u
— = (3.1)
ot? ox?

Si I’on se fixe la position de la vitesse initiale de chaque point de la corde et le mouvement
de n’importe quel point de la corde doit étre déterminer d’ott pour ¢t = 0

u(z,0) = f(z), %(x,O) =g(z), dans]0,L] (3.2)

tel que f et g sont deux fonctions données définies pour 0 < x < L. Nous supposons que

la corde est fixée aux deux extrimités
u(0,t) =0, wu(L,t)=0, Vt>0 (3.3)
On cherche la solution de I’équation (3.1), (3.2), (3.3) qui soit de la forme
u(z,t) = X(x)T(t),
on voit qu’il existe une constante A telle que

X"(z) =X (z), 0<uz<lL,
T"(t) = X*T(t) t>0.

Et on a de (3.3), X(0) = X(L) = 0.
Si A >0 on trouve X (z) = 0 donc on rejette ce cas.

Si A < 0 on trouve les solutions suivantes

2.2

X, (z) = B, Sin(%x), An = —%, n € N*.
An, étant connu, T, () est solution de T (t) = —”2222“2 T, (t) et donc
T.(t) =C, cos(%t) + D, sin(%t).

Par superposition,
nm nem nem
u(x,t) = sin(—ux (ancos —1) + By sin(——t >
(,1) = 7 sin() (a cos( ) + 5y sin( )
C’est la série de Fourier de période 2L par rapport a x et % par rapport a t

u(z,0) = Zan sin(n%w) = f(x).

n>1
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Les a,, sont les coefficients du développement en série de Fourier de la fonction impaire

de période 2L égales & X(x),0 <z < L

ay = %/OL f(x) sin(n%x)da:

D’autre part,
ou nme nm

o7 (@0) = > —=fusin(—z) = g(x)

n>1

ce qui implique que
L

aU nim
o7 (1,0) =D nBysin(—-2) = —g(x)

n>1
les (nf,) sont les coefficientts du développement en série de Fourier de la fonction impaire
de période 2L égale a %g(x), 0 <z <L donc

2 L nmwx

B = ner |, g(z) sin(T)d$.

Il convient d’examiner que cette série converge pour tout ¢ et deux fois dérivables en x et

en t. On pose

F) = 23 (onsin(22) = B, co("22))
Gly) = % 2 (an Sin(n—zy) + By Cos(%))

et donc

u(z,t) = F(x +ct) + Gz — ct).

On a des conditions initiales

{ F(z) + G(z) = f(x)
F'(z) — G'(z) = Lg(x)

On combine ces deux équations on obtient

Py~ L@ @) e —gln)

2¢ ’ 2¢
On intégre ces deux quantités sur z on aura
Fa) = 35@+ 5 [ oWy +e 6 =36 -5 [ gy +
x)=—-f(z)+ — c x)=-f(zr)— — Co.
5 2 J, g\y)ay + c1, 5 2 J, g\y)ay + c2

46



3.3. ONDES EN DIMENSION 2 : MEMBRANE VIBRANTE

Par conséquent,

/Hdg(y)dy + (c1 + ¢2). (3.4)

—ct

(@, ) = %(f(:c bet)+ flo—ct) + o

Finalement, de (3.3) on trouve que ¢; + ¢3 = 0.

Remarque 3.2.1. La formule (3.4) s’appelle la formule de D’Alembert.

3.3 Ondes en dimension 2 : membrane vibrante

L’équation d’une membrane vibrante s’écrit

Pu  Pu 1 0%

Ox? * o2 2o

Elle représente les petits mouvements d’une membrane tendue au voisinage de sa position
d’équilibre. u est Pécart d'un point (z,y). On suppose que Q est le carré |0, L[?, on cherche

par séparation des variables la solution du probléme suivant :

Pu  Pu 1 0%

2 o~ Eom (35)
u(0,y,t) =u(L,y,t) =0, Vy€l0,L[, Vt >0, (3.6)
w(z,0,t) =u(x,L,t) =0, Vz €]0,L[, Vt >0, '

u(z,y,0) = f(z,y) Y(z,y) €]0, L[
ou (3.7)

57 (@:9,0) = g(z,9)¥(x,y) €0, L[

On suppose que u(z,y,t) = X(x)Y (y)T'(t), alors

X'(a)  Y'(y) _ 1T
X@) " Yl ©eTw

Il existe une constante A telle que

X"(x)  Y"(y)

X@) Y T @1
Ainsi, il existe une constante k telle que
X// YI/
M@ Yy
X(x) Y(y)
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CHAPITRE 3. EQUATION DES ONDES

On arrive a résoudre les EDOs

X"(z)+kX(x)=0, 0<z<L (3.8)
Y'(y)+ (=2 —k)Y(y)=0 0<y<L (3.9)
T"(t) — AXT(t) =0, t>0 (3.10)

On remarque des conditions aux limites que
X0)=X(L)=0 et Y(0)=Y(L)=0.

On a vu dans la section précédante (la corde vibrante) que les deux problémes

X"(x)+kX(x) =0 Y"y)+ (=2 —k)Y(y) =0 (3.11)
X(0)=X(L)=0 Y(0)=Y(L)=0 '
ont des solutions lorsque k > 0 et —\ —k > 0,1i.e. 0 < k < —\. On pose A = —7? les

solutions sont données par

X(z) = Ay cos(Vkz + By sin Vkz)

Y (y) = Az cos(y/7? — kx + Cysin /72 — ky)
T(t) = E cos(cyt) + Dsin(cyt)

Pour x = 0 on trouve que A; = 0 et pour z = L on trouve que k = %, m > 1 et donc

X (z) = By, sin(%x).

Maintenant on détermine les constantes A, et (5, on prend y = 0 on trouve A, = 0 puis

y = L on trouve
m/m? + n? 72 (m? + n?)
[ A R

Par conséquent,
nmw

Yin(y) = Cy Sin(fy)

et enfin

T (t) = Epn cos(cVm? + 712%15) + Dy sin(cvVm? + nQ%t)

Par superposition, on trouve la solution

u(@,y,t) = Z (am” cos(cvm? + nQ%t) + Bmn Sin(C\/m%t)> sin(%x) sin(n%y).

m,n>1
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3.4. EQUATION DES ONDES DANS R?, PRINCIPE DE HUYGENS

On utilise les conditions initiales pour déterminer o, et By,. Quand t = 0, u(x,y,0) et

g‘t‘ (x,y,0) sont des séries de Fourier multiple de période 2L qui convergent vers f(z,y) et

g L g(x,y) respectivement.

Qmn / / f(x,y)sin( —ZL‘) sm( 7 )dxdy

7r:10) sm( )da:dy

i = L

(x,y) sin(

Lc7rx/m2 + n? / / L

3.4 Equation des ondes dans R?, principe de Huygens

Définition 3.4.1. Soit ® une fonction continue dans une boule B(xg,r), soit r < R. On

appelle moyenne de ® sur S(xo,r) la quantité

1
_ o do.
)= 35 f M

On peut exprimer de fagon simple

M@(.’BQ, T

1 2m
Mg (xg, 1) = yym / / D (o + rsinf cos p, yo + rsinfsin g, zo + 7 cos 0) sin Odpds.
0

Théoréme 3.4.2. Formule de Kirchhoff Soit l’équation des ondes dans R?
Pu (62 N 0%u N 82u>
o ox?  0y* 022

(i) Pour toute fonction g de Classe C* dans R?, il existe une seule solution de (3.12) telle

(3.12)

que
0
u(z,y,2,0) =0 et a—?(m,y, 2,0) = g(x,y, 2).

cette solution est

1
t) = !
U($07 ) 4t //S(zo,ct) s

1 2w
= m/ / (ct)?g(zg + ctsin B cos @, yo + ct sin @ sin @, 2 + ct cos 0) sin Odpdd
w2t Jo Jo

= tMg(w(], Ct)

(11) Pour toute fonction g de Classe C* et toute fonction f de classe C? il existe une seule

solution u de (3.12) telle que

u(@,0) = flw) et S(x,0) = glx)
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cette solution est donnée par la formule de Kirchhoff

1 0 1
uent) = oo [ / o g / / _ Ja)an)
of  of

— o
= e //S(oco,ct) (tg(w) — f(x)) + ct(sinf cos Yo + sin # sin gpa—y + cos eg)da

Ce qui peut aussi s’écrire

d
u(xg, t) = tMy(xo, ct) + %(tl\/[f(a:o, ct))

et en posant h =tg — f + ct(sin 6 cos go% + sin 0 sin o2 + cos 9%), on obtient

EN
U(mo, t) = Mh(wo, Ct)

Principe d’Huygens
Supposons que les valeurs initiales f et g sont nulles dans R?\ D telles que D est un

ouvert de R3 de frontiére dD. La fonction

of + cos Qg)

0
h =tg— f+ ct(sinf cos gpa—i + sin # sin gpa—y ™

est nulle sur R3 privé D. On veut savoir quand u(x,t) n’est pas nul.
Soit &y un point extérieur de D. On note d; = Iwr.1€18||:v — x| et dy = glgg)(”ﬂ: — x|
a) Si ¢t < dy : pour tout point & € S(x, ct) on a h(x) =0 car x ¢ D et S(xo, ct)ND = 0.
Et donc
u(xo, t) = 0.

b) Si dy < ¢t < dy on a S(xg,ct) N D # ) alors h(x) # 0 et
u(zxo,t) # 0

c) Sidy < ct on a S(xg,ct) N D = alors pour tout x € S(xo, ct), h(x) = 0 et donc
u(xo, t) = 0.

On exprime cela de la fagon suivante

Théoréme 3.4.3. Principe d’Huygens

Tout se passe comme-ci chaque point de 0D émettait une onde qui se propage a la vitesse
ct, tant qu’aucune de ces ondes n’a atteint xy, u(xg) est nul, puis lorsque toutes les ondes
ont dépassé xy, u(xy) est de nouveau nul. Il y a ainsi deux fronts d’onde : un front avant

et un front arriére.
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3.5. REPRESENTATION DE LA SOLUTION DE L’EQUATION DES ONDES
HOMOGENE DANS RP, D > 2

3.5 Représentation de la solution de ’équation des ondes

homogéne dans R, d > 2

Définition 3.5.1. Si ® est une fonction continue sur RY, & € R? et r > 0, nous défi-
nissons la moyenne sphérique Mg (x,r) comme étant la valeur de moyenne de ® sur la

sphére S(x, )

Mo (@, r) = ——— / L B(EMo() = L / B(x + ry)do(y).

ri—lwy, Wy

S(x,7) la spheére de centre x de rayon r dans R, Sy sphere unité de RY et wy la mesure

de surface de la sphere de centre x et de rayon r.

Théoréme 3.5.2. Soit le probléme de Cauchy

% —Azu = 0 dans R¥x]0, +o0]
u(z,0) = f(x) pour z e R?
W(x,0) = g(x), pourxw R

i) On suppose d > 3 impair, si [ € C%(Rd) et g € C%(Rd) alors la solution u est

donnée par
u(e,t) = 1-3.-- (1d _ 2)wd{at<t_lat)d;3(td_2 /||y||:l f(x +ty)do(y))
19, 2 (142 x do
o) @ [ gl maoty) )

ii) On suppose d > 2 pair, si f € C*% (RY) et g € C2 (RY) alors la solution u est donnée
par
1 PV fx+ty)
o,(t710,) = (t 1/ ———dy
13- (d- 1)wd+1{ M e V1-=llyl? )

—194%52 (1d—1 9(x +ty)
A /y||§1 1—Hy||2dy)}'

u(x,t) =

3.6 Exercices

Exercice 3.6.1. En utilisant la méthode de séparation des variables, résoudre I’équation

des ondes suivante :
Pu 0%

W_C@’ O<z<l et t>0
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avec
u(0,t) = 0, pour t>0
{ u(l,t) =0, pour ¢t>0
et
u(z,0) =sin(rz), pour 0<z<l,
@(x,O) =0, pour 0<uz<l1.

ot

Exercice 3.6.2. Résoudre [’équation des ondes suivante :

Pu 0%

Eﬁg =c 5}5, O<zxz<L e t>0
avec
u(0,t) =0, pour t>0
u(L,t) =0, pour t>0
et
u(z,0) = f(z),  pour <z<
0
8_2;(36’ 0) =0, pour x <L,
et tel que
2
%, pour 0<z< %
f@) =9 94 ,a € R.
I(L—a:), pour L<e<L

Exercice 3.6.3. Vibration d’une membrane dans un rectangle.

En utilisant la méthode de séparation des variables, résoudre l’équation des ondes sui-

vante :
0*u 2(82u 0*u
=c

57 = @4_8_3/2)’ O<z<a e O0<y<b t>0

avec

, pour O<y<bd, t>0

, pour O<z<a, t>0

( )=0

u(a,y,t) =0, pour O<y<b t>0
( )=0
( ) =0

, pour O<z<a, t>0
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et
u(z,y,0) = p(z,y), pour 0<z<a, <y <b,
0
a—?(w,y,O) =(z,y), powr O0<z<a, 0<y<b

Exercice 3.6.4. Soit l’équation des ondes dans R?
0*u 2(82u N 0*u N 0*u
—— =
ot? oxr?  Oy? 022

munt auxr conditions initiales

). @y €R: 10

u(z,y,2,0) = o(z,y, 2), pour (z,9,2) € R?
ou
ot
Déterminer la solution u(zx,y, z,t) dans les deuz cas suivants :
1) p=0 et Y(x,y,2) = 2> + y* + 22,
2) p(x,y,2) =2+ y*+ 2% et Y = 0.

(x,y,2,0) =(x,y, 2), pour (z,9,2) € R3.

Exercice 3.6.5. On considere [’équation des ondes amorties :
Pu  u ou
—_—= —— — r—
ot?  0x? ot

ot r est un réel positif ou nul (qui mesure la résistance de l’air). On suppose que

(3.13)

u : R? — R est une fonction de classe C* qui vérifie I’équation (3.13), et 'on pose

e(x,t) = %i%(m,;if#—%(g—z&,t)f
p(z,t) = E(w,t)a—x(x,t).

I. On suppose dans cette partie que r = 0.

1) Montrer que

Oe _Op de _Op
E(m,t) = 8_x(x7t) et que 8_x(x’t> = E(m,t).

En déduire que e et p sont également solution de (3.13) (toujours avec r =0).

2) On suppose qu’a Uinstant t = 0, u(x,t) et a—qz(x,t) sont nulles pour tout x ¢ [—R, R].

2.a. Rappelez pourquoi, pour chaque t, il existe un réel R(t) telle que u(x,t) pour tout
x & [=R(t), R(t)].
2.b. Montrer que pour chaque t € R

Oe
. a(x, t)dx = 0.
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II. On suppose maintenant que r > 0.

Montrer que
Oe ou op

ar (7 1) =~ Gy 0+ e 1)

Exercice 3.6.6. Il est possible de montrer que le déplacement vertical u(x,t) d’une poutre
homogéne est gouverné par équation d’ordre 4 de la forme suivante :

P*u 0%

— 4+ c"— =0, t.q u=u(xt).

oz T gt 1 (1)
Supposons que la poutre est de longueur [, que sa vitesse initiale est nulle, i.e.

ou
5(1'70)_07 Vo € [Oal]a

que les extrémités de la poutre sont supportées, i.e. u(0,t) = 0 et u(l,t) = 0 pour tout
t >0, que les moments sont nuls, i.e.

0%u 0%

CUh0.0=0 et L2011 =0,

552 (0:1) 52 (h)
et finalement que le déplacement initial est connu, i.e. u(z,0) = f(z) ou f(z) est une
fonction donnée.

a) En utilisant la méthode de séparation des variables et les conditions ci-dessus, montrer

que la solution formelle est

en?m2t

u(x,t):Zansin(n;m)cos( 2 )
n=1

ot ) ansin("*) est la série de Fourier impaire de f(x).
n=1

z(l —x)
-

b) Trouver la solution formelle si le déplacement initial est u(x,0) = f(x) =
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Chapitre 4
Equation de la chaleur

Dans ce chapitre nous étudions I’équation de la chaleur homogéne suivante

%—czAwu:O, t>0, x€QcCR?

muni aux conditions aux limites et conditions initiales convenables.

4.1 Interprétation physique

L’équation de la chaleur ainsi appelé équation de diffusion, décrit dans des applications
typiques ’évolution dans le temps de la densité u d’une certaine quantité telle que la

chaleur, la concentration chimique...

4.2 Séparation des variables

Soit 2 C R% un ouvert régulier, on veut résoudre ’équation de la chaleur sur € avec les

conditions de Dirichlet

% —AALu=0 dans x]0, 00|
u(x,t) =0 sur 0Qx]0, 00| (4.1

u(x,0) = f(x) dans Q.

On suppose que u(x,t) = T(t)e(x) avec T € CY(R,) et e € C2(Q2) NC(Q). Alors
T'(t) _ Ac(x)
@)  e(x)

T'(t)e(x) — T(t)Ae(x) =0 =
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On notera que le coté de gauche ne dépend que de t alors que le coté de droite ne dépend

que de zx, il existe une constante A telle que

T'(t) = AT(t), t>0 (42)
e .

() —Ae(x) =0, € etelspo=0

L’équation de t est une simple EDO dont la solution est T'(t) = T(0)e*. la deuxiéme
équation de x a l'avantage qu’elle ne dépend pas de t. Si €2 C R, alors c¢’est une EDO
qu’on sait résoudre. Si Q C R posséde de symétrie (Exemple rectangle, boule), alors on

peu essayer de séparer les variables.

Définition 4.2.1. Pour  C R? ouvert, on définit le spectre de l’opérateur de Laplace

avec les conditions aux limites de Dirichlet

AQ):={NeR, FeecC*(Q)NC(Q);e # 0 solution de
Ae — Ae = 0 dans Q et e = 0 sur 0€2}.

Exemple 4.2.2. Soit Q :=]0, L. On essaye de calculer A(]0, L[) pour L > 0, il faut donc

trouver des solutions de
Xe(z) —e'(x) =0, z€]0,L], e(0)=ce(L)=0.
e Si A =w? > 0 alors la solution générale de l’équation " (x) = \e(x) est donnée par
e(x) = ccosh(wx) + dsinh(wz), ¢,d € R.

Mais seule la solution e = 0 vérifie e(0) = e(L) = 0, donc X €] —00,0]. De la méme fagon
on exclut A = 0.

o Si A= —w? <0 alors la solution générale de " = —w?e est donnée par
e(z) = acos(wzx) + bsin(wz).

Pour que ¢(0) = e(L) =0 et e # 0 il faut que a =0 et b # 0 et wL = km pour k € Z\ {0}.

Donc
ks 2
A0, LD = {=(F) ", keN}.
et les fonctions propres asociées auz valeurs propres A = —w?* € A(]0, L[) sont les fonctions
e(r) = bsin(wz), beR.
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Théoréme 4.2.3. Soit Q C R? un ouvert borné régulier. Soient e € C2(Q) N C(Q) et
A >0 telle que Ae — Ae < 0. Alors

maxe = maxe.
Q 0

Corollaire 4.2.4. Pour Q de R? ouvert, borné régulier, on a
A(Q) C] — 00,0

Preuve. On montre que si A > 0 alors A ¢ A(R). Soit A > 0, soit e € C3(Q) NC(Q);e #
0 solution de Ae — Ae = 0 dans 2 et e = 0 sur 92. D’aprés le théoréme précédent

e(x) <maxe =0; Vo e
EY9)

Comme —e est aussi solution du probléme alors e > 0 ce qui implique que e est identi-

quement nul dans €2, donc ce probléme n’a pas de solution non triviales et par conséquent
A(Q) C] — 0, 0][.

4.3 Equation de la chaleur dans R

Soit I'équation de la chaleur dans R%x]0, +oo[ muni & la condition initiale

% = Azu dans R4x]0, +o0|

u(z,0) = g(x) dans R%
Définition 4.3.1. Noyau de la chaleur. On définit le noyau de la chaleur

1 —l=l2,
e #@ , t>0, zeRL
(4t)2 ’

o(x,t) =

Proposition 4.3.2. Soit ¢ le noyau de la chaleur alors
i) pour tout © € RY et tout t > 0, ¢(x,t) > 0,
ii) pour tout t > 0 / o(x,t)de =1

R4
i) ¢ est de classe C*°(R?x]0, +oc[) et

dp

i Ag¢ dans RYx]0, +o00]
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Preuve. Il est clair que ¢(x,t) > 0, Vo € RY Vit > 0 et que ¢ € C*°(R¥x]0, +o0[). On

montre (ii), on a

1 —l=l2, 1 22 d
oa, {)da = d/ e dp = d(/eudx) .
R (4mt)2 Jra (4mt)z N Jr

On pose y = ﬁz on obtient I'intégrale de Gauss qui égale a /7 et donc

o(x, t)dx = ! —(2vmt)? = 1.

Rd (4rt)2

Théoréme 4.3.3. Soit g € LP(RY), (1 < p < o0) et soit

u(w.t) = [ ofe —y.Holw)dy.

ou ¢ est le noyau de la chaleur, alors
i) si g >0 et g n'est pas nul alors u(x,t) > 0, V& € R?, Vt > 0.
i) u € C*°(R¥x]0, +-00]) et

% = Agu dans R?x]0, +o0]

iii) Si g € L®(RY) et si g est continue en xy € RY alors

lim  u(x,t) = g(xo).

(x,t)—(x0,0)
En particulier, si g est continue et bornée alors u est continue sur Rdx]O, +oof, et
u(x,0) = g(x).
iv) Pour toutt >0, on a

lu(, )l e ey < 9]l o ra)- (4.4)
Preuve. les deux premiéres propriétés résultent de la Proposition 4.3.2-i-ii
iii) Soit g € L>=(RY) continue en xy alors
Ve > 0,36 > 0,Vy € RY, |ly — xo||re < 0 = |g(y) — g(x0)| < e.

Gréace a la propriété ii) du lemme 4.3.2 on voit que

u@, 1) = g(zo)l = | [ oz -y Hg(y)dy - gl=o)|

‘ Ra

| e —y.0)(g(y) - g(o)) dy|

< /B(m) o(x —y,1)|g(y) — g(xo)|dy

+ /Rd\B(wo,a) o(x —y,1)|g(y) — g(wo)|dy
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La continuité de g en xy implique que

[ sy tlaw -s@lldy <z [ ey <z [ olw- iy -
(960 5) B(mo,ﬁ) R4

Evaluons la deuxiéme intégrale. On a g € L=(R?) alors

[ sa-volaw) - senliy < 2gle [ oo -yt
R4\ B(z0,5)

On a  tend vers @ donc ||z — zo < 2
)
lzo — yll < flzo — 2| + |z —yl < 5 + [z —yl. (4.5)
Comme on intégre sur I'ensemble ||y — x| > § on voit que

o 1
lzo =yl < llzo — 2| + llz —yll < 5 + llz — yl| < Sllzo — yll + [l — y]

—llz -yl

—1 9
— |y — >
o — yl* > —

16t

—lz —y|? —llzo — yl”
P ( At = &P 16t
Par conséquent,

T o A Ty S
(4rt)2 Jjy—aol|>5 4t (4t) % Jy—ao|2s 16t

On effectue le changement de variables z = y;;”io

1
= llzo =yl < llz - y|I* =

et donc on a

2(|91 00
[ ola—y0loty) - slaoldy < “g”g«w%)d [, el i
R4\ B(z0,6) 2 I=l1> 127

mt)
Q
2-42g[l U2 d
exp (—||2]1%) d=
2> <

/\

2.

w\& <

|
()
Puis on passe a la limite quand ¢ tend vers 0.

iv) Pour montrer I'inégalité (4.4) on utilise 'inégalité de Young, on a

[u(, )l oay = [0, 1) * gllzoway < NlOC, Ol r@ayllgll e wa).

On conclut en utilisant la propriété ii) du lemme 4.3.2.
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CHAPITRE 4. EQUATION DE LA CHALEUR

4.4 Equations particuléres (Bernoulli, Riccati, Clairaut)

4.4.1 Equations de Bernoulli

Ce sont des équations différentielles scalaires de la forme
u'(t) + P(t)u(t) + Q(t)u*(t) =0

ol o € R, P et () sont deux fonctions définies continues sur un intervalle de R. On peut

11—«

faire le changement de fonction inconnue v = u qui rameéne a une équation linéaire.

4.4.2 Equations de Riccati
Ce sont des équations différentielles scalaires de la forme
u'(t) + Ptyult) + Q(t)u’(t) = c(t)

ou P, () et ¢ sont des fonctions définies continues sur un intervalle de R. On sait résoudre
cette équation dés que 'on connait une solution pariculiére v. On pose alors u = v + w,
cela conduit & une équation de Bernoulli pour w avec a = 2. Comme indiqué ci-dessus on

peut faire le changement d’inconnue z = w~! qui conduit & une équation linéaire pour z.

4.4.3 Equation de Clairaut

On appelle équation de Clairaut toute équation du premier ordre scalaire de la forme
u(t) = tu'(t) + g(u')

ol g est une fonction définie et dérivable sur un intervalle R.

4.5 Exercices

Exercice 4.5.1. Déterminer dans chacun des cas suivants la température u(z,t) dans
une barre d’argent de 10cm de longueur, de densité p = 10.6g/cm3, , de conductivité
thermale K = 1.04cal/cm deg sec et de chaleur spécifique o = 0.056cal/g deg. La barre est

parfaitement isolée latéralement, les extrémités de la barre sont maintenues a température
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4.5. EXERCICES

constante 0°C' et la température initiale (en C) est f(x). (Rappelons que la constante ¢

apparaissant dans ['équation de la chaleur est ¢ = Ko/p.)

T st 0<z<5h
10—z st Hh<zx <10

a) f(ﬂJ)Z{

b) f(x) =2(100 — 2?),
¢) f(x) =x(10 — z).

Exercice 4.5.2. Déterminer la température ur(x) aprés un trés long intervalle de temps
(t — 00) dans une tige de longueur | suffisamment mince pour que la chaleur soit distri-
buée également pour toute section transversale orienté selon l’axe des x avec des extrémités
ax =0 etx=1I, dun matériel homogéne parfaitement isolé latéralement et dont les tem-
pératures aux extrémités sont des températures constantes différentes : u(0,t) = Uy et

u(l,t) = Uy pour tout t > 0.

Exercice 4.5.3. On considére le probleme suivant

ou 0%*u
E(Jc,t) = @(af;,t), Vo €]0,7[, WVt €]0,+o0],
w(0,t) =0, wu(mt)=c Vt>0 (4.6)

u(z,0) =sinz  Va € [0, 7],

telles que c est une constante.

En posant u(x,t) = v(z,t) + w(zx), résoudre le probléeme (4.6).
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