CHAPITRE IIT FONCTIONS HOLOMORPHES

III-1 DERIVATION DANS LE DOMAINE COMPLEXE

Malgré la possibilité de considérer un nombre complexe z comme un couple (x,y)
de R?, il y avait une différence essentielle entre la fonction considérée comme une fonc-

tion de la variable complexe z ou des variables réelles z et y. Cette différence apparait

particuliérement dans la dérivation.
l11-1-1 Définition 1
Soit f une fonction uniforme définie sur domaine (ouvert connexe) de

C, et soit zg € D. On dit que f est dérivable en z, si

i £) = £ ()

z—zp Z— 2Zn

existe et elle est finie. Dans ce cas on la note f'(z) et on Uappelle la dérivée de f au

point zp.

Remarque : Si on pose h = z — 2p, on aura f’'(z) = }Lim w.

I11-1-2 Définition 2
On dit que f est holomorphe dans D, si f est dérivable en tout point z de D.

Elle est dite holomorphe en un point zy st elle est dérivable dans un disque ouvert

centré en zj.

Exemple : Tout polynome est une fonction holomorphe dans C.

Si la fonction f: D — C est dérivable au point zg € D, alors elle est

continue au poinit zg.
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Preuve. Pour tout z; € D\ {%}, on a

f(z) — f (=)

Z— 20

f(2) = f(20) = (z — 20) = lim (£ (2) — £ (20)) = 0 x f{z)=0.

D’ou f est continue en z. O
Remarque : La réciproque de la proposition est fausse. Par exemple f (z) = |z| est
continue en zy = 0, mais elle n’est pas dérivable en z; = 0. En effet
|h]-0

pour h=1> 0 on alim 2 =1, et pour h =ik, k> Oonalim B2 = 1 21,

IT-2 CONDITIONS DE CAUCHY-RIEMANN

Soit f (2} =u(z,y) +iv(zx,y) une fonction définie dans un domaine

D, et soit zg = xq +iyy € D. Alors f est dérivable au point zy, si et seulement si les
fonctions u et v sont dérivables au point (xo,yo) € R2, et vérifient les équations dites de

Cauchy-Riemann

ou ou ou ov
P (zo,y0) = % (%o, %0) et oy {(xo,%0) = o (%o, %0),
dans ce cas on a
Ju .Ov
' (z0) = oz (20, y0) + 26_33 (20, Yo) -

Preuve. Condition nécessaire : Supposons f dérivable au point zj, alors

£ (z0) = Tim 2.Z) = S (z0).

z—2g z— 2z
en particulier pour £ — g, ¥ = ¥g, On trouve

Flz) = EILTO u (x, o) — u (o, yo)$+_z'i: (z,90) — v (z0, %))

1

du Ov
= o (20, %0) + 1& (zo0,Y0)
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et de méme pour x = x4,y — 1o, On trouve

' ~ lim u (To,y) — u (o, Yo) + i {v (%o, y) — v (To, %))
fz) = yl—’yﬂ i (¥ — %o)

o .0
= 3—; (330, yo) - 1% (560, yo) .

H

1l se peut que la fonction f vérifie les conditions de Cauchy-Riemann

sans étre dérivable en z.
Exemple : Soit f (2} = f(z +iy) = Jxy, z0 = 0.

Onau(z,y) = ¥zy et v(x,y) =0, donc

X 0.0) = lim B0 =u00 _ 0 o,
oz z—0 z r—0 T
8u(0 0) = hmu(O,y)—u(O,O):Q
Oy y—0 Yy

Do Wy

Ox dy

D’ot les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiées, mais la fonction f n’est pas déri-

vable en 0, car hm YV prexiste pas. En effet pour x =y, on a

0 T4y
3 e 32 1 1
lim a:y = lim —:r; =lim—— X —==4x
0|z +iy| =0|(1+d)z| ==0|1+4d Yz

1. En multipliant la deurieme condition de Cauchy-Riemann par i

et Uajoutant a la premiére, on aura

of  .of
9 iy =0

ou bien ?—3’_' =0, ot gf % (% +1 ) dit opérateur de Cauchy-Riemann.
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2. Si les fonctions u et v sont deuz fois dérivables et vérifient les relations (3.1), alors

6‘2u+82u_82v+&_
dr? oy 9z Oy

0.

De telles fonctions sont dites harmoniques. Ainsi les parties réelle et imaginaire

d’une fonction holomorphe sont des fonctions harmoniques.

III-3 REGLES DE DERIVATION

I11-3-1 Opérations sur la dérivée

Les régles de dérivation somme, produit, quotient et composition (lorsqu’elles sont

définies) sont les mémes que celles utilisées dans le cas réel.

L (f(2)£g(2)) = f'(2) £ (2).
2. (f(2)9(2)) = f (2)g(2) + f () ¢ (2).

@)Y _ P -f@dE)
5 (g(z) sar 2 sig() #£0.

4 (g0 f) (2)=F(2)d[f (2)].
I11-3-2 Dérivées des fonctions Elémentaire
1. (2™ =nz""1,
2. (e*) = ez,
3. (logz) =1,

4. (sinz) = cosz, (cosz) = —sinz,

5. (tanz) = %~ =1+ tan®z.

cos? z

6. (sinh z)’ = coshz, (coshz) = sinh 2.
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I11-3-3 Regles de I’'Hopital
Si f et g sont deux fonctions holomorphes dans un domaine contenant le ponit z; telles

que f(z0) = g () =0, et ¢’ (z) # 0, alors

f(2) _ f' (20)
=0 g(z) g (20)

Dans le cas ot f/(25) = ¢’ (20) = 0, on peut utiliser cette régle & nouveau.

Exemple
sin z

Calculons lim
z—0 #

Les fonctions sin z et z sont holomorphes sur C, et sin0 = 0, donc par la régle de

[’Hépital, on a

sin z . cosz
= cos{) = 1.




