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Chapitre 1

Modélisation Géométrique des Robots
Manipulateurs

1. Introduction

Dans ce chapitre, on s'intéresse a la position et I'orientation des corps du robot dans les
situations statiques. Pour analyser le comportement mécanique de la structure mécanique d’un
robot manipulateur, il est nécessaire de lier un repére orthonorme a chacun de ses corps et un
reférentiel Ry attaché a la base du robot manipulateur et puis nous décrirons les relations entre
ces reperes. L'étude des mouvements des corps revient alors a 'étude des mouvements des
reperes. Pour cela, nous avons besoin a une convention commune qui nous facilite les calculs,

telle que la convention de Denavit-Hartenberg modifié.

2. Paramétres Denavit-Hartenberg modifié

Les parametres de Denavit-Hartenberg modifié permettent de disposer d'un paramétrage des
corps tel que les matrices de passage aient toutes la méme forme littérale, ce qui facilite les
calculs. Cette méthode s'applique lorsque le robot posséde une chaine simple ouverte et que

ses articulations sont rotatives ou prismatiques.

2.1. Description des articulations

Un robot manipulateur peut étre considéré comme un ensemble de corps connectés en chaine
par des articulations. Due a des considérations de construction mécanique, les manipulateurs
sont généralement construits 4 base d’articulations rotatives ou prismatiques qui ne présentent
qu'un seul degré de liberte.

Les segments (corps) sont connectés en partant de la base fixe gui est appelée segment « O ».
Le premier corps mobile porte le numéro « 1 », et ainsi de suite jusqu’a I'extrémité du bras

qui est le corps « n ».
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effecteur
Segment n
segment 2
:aniculation\ e
segmentl
Base X

Figure 1. Chaine cinematique d'un bras manipulateur série

Les axes d’articulation sont définis par des droites dans 'espace. L’axe articulaire « i » est
détini par une droite dans |'espace ol le vecteur de direction est celui autour duquel le
segment « [ » tourne par rapport au segment « i — 1 ».

Un corps peut étre spécifié par 2 nombre lesquels définissent la position relative de 2 axes
dans I'espace. La figure 2 montre le segment « { — 1 » et la perpendiculaire mutuelle le long
de laquelle la longueur du segment a;_; est mesurée. Le deuxiéme paramétre nécessaire pour
définir la position relative des deux axes est appelé 'angle de Twist. 51 on imagine un plan
dont la normale est la perpendiculaire mutuelle, on projette les axes « { » et « i — 1 » sur ce
plan et on mesure |'angle entre eux. Cet angle, noté «;_;, est mesureé de I'axe « i — 1 » vers
I’axe « i » dans le sens de la régle de la main droite autour de a;_,.

Remarque : Dans le cas ol les deux axes se coupent, I'angle de Twist est mesuré dans le plan
contenant les deux axes et le sens de cet angle est choisi arbitrairement.

Axe d
Axe i'|,_1 f‘"r

Lien §

S
fe——o  perpendiculaire Tl —
< Qi1 Commine
A
!

®

Figure 2. Paramétres de Denavit-Hartenberg modifiés
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2.2. Description de la connexion des segments

Les segments voisins partagent entre eux un méme axes d articulation. L'un des parameétres
d'interconnexion est la distance mesurée sue cet axes commun d'un segment a 1"autre. Ce
paramétre est appelé le décalage du segment, il est noté d;. Le deuxiéme paramétre donne
I"angle de rotation autour cet axe commun pour passer d’un scgment & son voisin. Cet angle
noté 8; est appelé angle d’articulation.

Pour tout robot, on peut définir ces 4 grandeurs pour chaque segment. Pour une articulation
rotative, 8; est appelé la variable articulaire et les 3 autres grandeurs seraient fixes. Pour une
articulation rotative, d; est la variable articulaire et les 3 autres grandeurs seraient fixes. La
description du mécanisme par ces grandeurs est une convention appelée notation de Denavit-

Hartenberg modifiée.

2.3, Premier et dernier segment

La longueur du segment a; et I'angle de Twist a; dépendent des axes articulation i et { + 1.
Par conséquent, @, jusqu’'a a,_; et a; jusqu’a a,_; sont définis. Aux extrémités de la chaine,
notre convention sera d’assigner zéro a ces grandeurs t ay, = a, = 0etay = a,, = 0.

Le décalage du segment d; et I'angle d’articulation 8; sont définis pour 1'articulation 2
jusqu’a articulation n — 1. 8i articulation 1 est rotative, la position zéro pour 8, peut étre
choisie arbitrairement et d; = 0 serait notre convention. Similairement, s1 'articulation 1 est
prismatique, la position zéro de d; peut étre choisie arbitrairement et #; = 0 serait notre

convention, Exactement les mémes conventions sont appliquées pour I'articulation n.

2.4. Repére des segments
On définit un repére attaché a chaque segment. Ainsi, le repére {i} est fixé rigidement au
segment i. Les conventions utilisées pour placer ces repéres sont :
- L’axe Z du repére {i}, noté Z;, coincide avec I’axe de "articulation i
- L’origine du repére {i} est le point ou la perpendiculaire a; coupe 'axe de
Iarticulation i.
- X; pointe le long de a; dans la direction de "articulation { 4 "articulation i 4 1.
- Dans le cas ot @; = 0, X; est normal an plan formé par Z; et Z;;. On définit a;
comme étant mesuré dans le sens de la régle de la main droite autour de ¥;.
- 9; est formé par la régle de la main droite pour compléter le i*™ repére.
La figure ci-dessous montre la localisation des repéres {i} et {i — 1} pour un robot

manipulateur quelconque.
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axei-1 axe

Figure 3. Les repéres suivant la convention D-H modifié

2.5. Premier et dernier segment de la chaine

On attache un repére a la base du robot, appelé repére {0}. On déerit la position des autres
reperes par rapport a ce repere, ¢ est un repere de référence.

Puisque le repére {0} est arbitraire, on choisit Z; le long de I'axe | et on positionne le repére
{0} tel qu’il coincide avec le repére {1} lorsque la variable articulaire 1 est zéro.

Pour I"articulation n rotative, la direction de %,, est choisie tel qu'il s’aligne avec ¥,_; quand
O, =0 et l'origine du repére {n} est choisic telle que d,, = 0. Pour I'articulation n
prismatique, la direction de %, est choisie telle que 8, = 0 et origine du repére {n} est

choisie a I'intersection de X,,_, et I"axe articulaire n quand d,, = 0.

Résumé
En attachant les repéres aux segments suivant notre convention, les paramétres de Denavit-
Hartenberg modifié sont définis comme suit :

- ay est la distance de 2; 4 Z;,, mesurée le long de %;

- a; est 'angle entre 2; et 2, mesurée autour de X;

- d; est la distance de X;_; a X; mesurée le long de Z;

- 8 est'angle entre X;_; et X; mesurée autour de Z;
Remargque
Il n'y a pas que ces transformations possibles pour aller d'un systéme d’axe a un autre. Nous

pouvons, par exemple, avoir des rotations autouwr de yv. Mais si nous ne prenons pas celte
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convention, nous devrons faire des multiplications a chaque nowvelle convention, et si nous

gardons la convention de Denavit et Hartenberg, il suffira de trouver les quatre paramétres.

2.6. Exemples
Exemple 1

Le premier exemple est le manipulateur a 3 d.d.l. de rotation de la figure 4.3. La géométrie est
telle qu'en 8; = 0, les axes 1 et 3 sont verticaux et I'axe 2 perpendiculaire au plan de la
feuille. Les systémes d’axes sont construits comme il est indiqué dans ce chapitre. Pour cet

exemple, on a deux choix pour placer le repére {0}. Ils sont présentés dans les figures 4 et 5.

Figure 4. Robot a 3 ddl (1 choix pour le repére {0})

Parameétres D-H modifié sont donnés dans le tableau 1

i a, & d, (28

[ 0 0 0 f,

2 - 90 i 0 o,

3 90’ Iy 0 &,
Tableau 1
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Figure 5. Robot a 3 ddl (2™ choix pour le repére {0})

Parameétres D-H modifié sont donnés dans le tableau 2

i ' a,. d, 8.

| 0 0 a 0,

2 -90" | |, 0 &,

3 90 1, 0 8,
Tableau 2

Exemple 2
Le robot SCARA (Selective Compliance Assembly Robot Arm) (Figure 6) est I'un des robots
les plus utilisés en industrie. La version a4 quatre degrés de liberté (4ddl) du SCARA est

¢tudiée ici. Ce robot posséde trois articulations rotatives et une articulation prismatique.

Figure 6. Robot SCARA 4 4ddl
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Les repéres sont assignés aux articulations comme il est schématisé a la figure 7.

n, q]-_ "I&
Zy I'T z, T T ety
n. ul _h. nl._._.,. (4] ':. ._._h.
£, X, L Ty Ty
a4y
- |

Figure 7. Assignement des repéres aux articulations du robot SCARA

Parameétres D-IH modifié

Les parametres D-H modifiés sont donnés dans le tableau 3

i a, a, d, o
1 ] 1] 1] q,
2 0 D, 1] g
3 0 D, 0 q5
4 0 0 . 0
Tableau 3

Exercice : Donner les paramétres D-H modifié en assignant les repéres aux articulations

Figure 8
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3. Modéle géométrique direct

Le modele géométrique direct permet d’exprimer la position et 'orientation de I'effecteur

relativement au repére de base Ro, en fonction des variables articulaires g, .q,....q, du

mécanisme, sans considération des forces produisant le mouvement.
En d’autre termes, il consiste a trouver la fonction ftelle que

Xz[p@]:f(q) )

R(g)

Oun p{q] eR? représente la position cartésienne de 'effecteur terminal, et R(q}e ,5'0[3}
représente la rotation du repére de I'effecteur relativement a celui de la base, dont les
éléments sont les cosinus directeurs.

Cette description géométrique est essentiellement basée sur la position relative ou absolue

des différents corps du robot dans 1'espace. Il est alors nécessaire de choisir la bonne
méthode.

En robotique, Nutilisation des matrices homogeénes pour décrire les transformations entre
repéres est trés courante, car elle permet la représentation de n’importe quelle transformation,
translation ou rotation, avec un nombre minimal d’opérations.

L’'expression générale de cette transformation est obtenue par une succession de 4

transformations ¢lémentaires entre deux repéres R, et R, | :
1. translation le long de Z d’une longueur d, ;
2. Rotation autour de Z d’un angle g, ;
3. translation le long de x d'une longueur «, | ;
4. Rotation autour de x d’angle e, ,;

Pour trouver la matrice de transformation finale, il suffit de multiplier les matrices de

transformations élémentaires. D’ oll, on obtient

“'T = Rot [x,a:r. , ) Tmm’{x. a, ,}Rﬂf{z.q,. ) Trans(z. dl} 2)

ce qui nous donne
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10 0 0|1 0 Oia_||cqg, -sq, 0i0/|1 0 0:0
vip |0 ca =@ 1010 1 010 |lsq cq 00|01 0;0
10 sa_, ca, ‘0|0 0 1:0[l0 0 o0:0[|0 0 0'd
0 0 0 :Ijlooo:1 ][0 o o0:1]l00 0:1
I cd; —5 4, 0 I iy |
- 5,00, €q, 0, -84, ;9 ,,d
= : (3)
Sql' S | qu’ ‘Tal 1 Ca.' 1.1 ca i I.arl
0 0 0o ' 1 |
Exemple

Le robot PUMA 560 est un robot 4 6 degrés de liberté et toutes ses articulations sont rotatives.
Il est dessiné a la figure dans sa configuration compléte avec assignation des reperes. Dans cet
exemple :

- on donne les parametres Denavit-Hartenberg modifié de ce robot.

- on calcule le modéle géométrique direct de ce robot.

Figure 9. Robot PUMA 560
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Paramétres D-H modifié

Les parametres D-H modifiés sont donnés dans le tableau 4.

| a, a; d, 0,
| 0 0 0 q
2 -90" |0 0.2435 | g4,
3 0 04318 | -0.0934 | g4,
T 90" 0.0205 | 04331 | 4,
5 -90° |0 0 qs
6 90 0 L L

Tableau 4. Parameétres D-H modifiés du robot PUMA 560

Modéle géométrigue direct du PUMA 560

Les transformations entre repéres sont obtenues en utilisant l'expression générale (3), d'ol

« T est obtenue pour : &, =g, .a;, , =0,a,_,=0.,d, =0

e, = 010
s, ¢ 010
I;IT e 1 1 ; 4
Tlo_o 1ho v
0 0 0:1
T, est obtenue pour : 8, = ¢,,a; | =90 ,a, , = 0,d, = d,
c, =%, 0:0
, 0 0 1:d,
T, = ' (5)
S|, =<, 0! 0
0 0 0:1

o T,estobtenuepour: &, =q;,a,,=0,a, =a,.d;, =d,
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c, =8, 0.a,
- v, ¢, 00 6)
*“lo 0 14,
0 0 01
. -1}"4 est obtenue pour : ﬂr. =4, 0 :E}Un="’r‘—| ='“3!di :da
{-4 _Sd- ﬂ : ﬂ'3
Ty= v (7)
g, o B
0 0 0 1
« T, est obtenue pour: &, =gq5.a; , = 00 ,a,, =0,d;, =0
e, —s, 0.0
% S | O
TS — 1 (8)
-, -, 0!0
0 071
» T, est obtenue pour: &, =g,.a, =9{}ﬁ.a,-_l =0,d, =0
c. =8, 0 0
: 0 0 -1:0
.Tﬁ = E {9:]
£ ¢ Al
0 0 2
« T, est obtenue par simple translation du repére R de I, selon ’axe des Z.
10 0:0
o 01 0;0 (10)
Elo 0 1
00 01

En utilisant les propriétés des transformations homogenes, on obtient le modéle géométrique
direct du manipulateur par :

LITr::u'Tl IT: 2T3 BT-: ‘T:- 5-1—-“ I?‘Tr: (11)
Sous forme compacte, on trouve

"TE :nTJ. 3Tu. “TI-'. (12)

Ol i — 8 =_~"'|(dz+dﬁ:'+"|{'zf"z

8,5 8 ¢ ' {n‘, + a’_x}+ 5,5,

ﬂﬂ = (13)

L3

I
I
l
o TT 0! —, S,
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CyuCels = 8,8, =C,Ce —8,C; Co8; 1 O
i
3 84Ch =58 -, —d,
T, = ; (14)
B, CsCs +C 8, =W, C8.+C,c; S5,8.! 0
0 0 0 1
Et donc, on obtient
i M ha P, : P,
. il .
By Tae T 10, R:Aq) ip
-.’rrf — 21 22 23 : — F{ f (15}
rﬂ-l r32 3_1 ; p.‘ ; p.‘
0D 0 O0:1 0 v ]

On
K = {':"dcﬁcﬂ _345“}_ Cp¥ 285G — & (‘qdcﬁcu A "‘d‘iﬁ}:
N =00 [‘-'-11‘-15541 + 8,0 }"' O)858; =) (_54 Cs¥y + 040 };
Rz = 6033085 + 08505 = 518,55 |

o = &85 {':-‘a O3l — 88 } =& 550, 0 {‘54{?5{'1‘. +C,8; ];

?'33 = —.i'1|‘:'2_-,. {C-LESSE. — .T_:C'ﬁ )+ '?I“"EJ-'TS‘Tﬁ + :’.‘l (— S_Ifsﬁiﬁ =+ C4L‘_5} E

., = ‘E‘Iflﬂ{‘-.d ."i'5 =+ 'TISE.‘-EE + £‘1."i'45'5 A

¥ =Fn {c-lfsfﬁ _Sd‘vrm]_fzﬁsscﬁ :

P = 8y {C-ICSSE' T 5,0 }+ C338:5¢ »

Py = =830,8 T 0505

P.=5 {dz +d, }"' Gyt T 60y {as + €84, ] T8y (d4 + 4l }_ 58, 8¢lg ;

p,=¢ [dz +r,.r'3}+ S0 + 5,85, {a_q +£‘d.¥5fﬁ]+3‘lj‘33 {d4 + .l + {30 P

p. ==8,a,+5,, (a, +c,50 )+ e, (d, +c ) ;

Orientation de I'effecteur

Pour spécifier une rotation, la matrice "R (g)présente un nombre surabondant de

paramétres (neuf) qui doivent étre reliés par les six contraintes exprimant que le repére est
orthonormé. On peut done, en pratique, ne spécifier que trois parametres. Il existe plusieurs
méthodes pour décrire 1'orientation, par exemple les angles d'Euler, les angles de Roulis
Tangage Lacet (voir chapitre 2). Nous choisissons la représentation de |’onientation par les

angles d'Euler {rxﬁ A, ;r} selon I'ordre (2yz). Elle est donnée comme suit :
- Une rotation du repére R par rapport 4 I'axe z, d’un angle & , définissant le repére

R,.
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- Une rotation du repére R, par apport a I’axe y;, d’un angle f . définissant le repére
RY.
- Une rotation du repére R par apport a ['axe z;; I"axe d’un angle y .
La matrice de rotation associée a cet ordre est donnée par :
CoCay =88 =€ 048 =T 0. 0.0y

R_,_t_,, =|85,CpC, +C, 5, =S,Cp5, =C,C, 5,55 (16)
g€, Spdy Cp
Par identification avec la matrice ® Re (1), on obtient :

o |"cas:sm =0

f=dAtan 2[«.}':321 +r_f: ,rﬁ)
a=Atan 2(r/sf,n,[sB) (17)
A=Atan2(r,/sf —r,/[sB)

e 2émecas: sin =0

= =0
F=0
o =0 (18)
y:AtauE(—nz,r”
" f=m:
PF=nr
=0 (19)

¥y = A tan 2{"]1?_"11}

Etant donné cette représentation de 1"orientation, le modéle géométrique direct s’écrit :

e~

Avec
P, 3
plg)=\p,| e olg)=|B
p. ¥
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4, Modéle géométrique inverse

4.1. Introduction

Le modéle géométrique direct d'un robot permet de calculer les coordonnées opérationnelles
donnant la situation de l'effecteur terminal en fonction des coordonnées articulaires. Le
probléme inverse consiste a calculer les coordonnées articulaires correspondantes 4 une
situation donnée de l'effecteur terminal. c.a.d., position et orientation de ce dernier. Cette
operation est tres souvent appelée transformation de coordonnée. Lorsqu'elle existe, la forme
explicite qui donne toutes les solutions possibles constitue le modéle géométrique mverse

(MGI).

4.2. Solvabilité

Il est connu qu'il n'y a pas d’algorithme général qui peut étre utilisé pour résoudre un
ensemble d’équations non linéaires. Un manipulateur est considéré solvable si les variables
articulaires peuvent étre déterminges par un algorithme qui nous donne toutes les solutions
possibles pour une position et orientation données. Comme pour tout ensemble d'équations
non lincaires, on est confronté¢ aux problémes de I'existence de solution, des solutions

multiples et de la méthode de résolution.

4.2.1. Existence de solution

La question relative a la condition de I'existence ou non des solutions pose le probléme de
I"espace de travail du manipulateur. Nous avons vu au chapitre 1 que 'espace de travail est le
volume de I'espace que I'effecteur du robot peut atteindre. Pour qu'une solution existe, le
point spécifié doit étre dans I"espace de travail, c.a.d. I"effecteur doit évoluer dans le domaine
atteignable. Ce domaine est défini d'une part par des limitations dimensionnelles des éléments

meécaniques et d autre part d”éventuelles limitations structurelles.

4.2.1.1. Limitation dimensionnelles
Ces limitations sont fonction :
- des amplitudes finies des rotations et translations que peuvent réaliser les actionneurs.

- des longueurs finies des segments constituant |’architecture mécanique du vecteur.

4.2.1.2. Limitations structurelles

Ces limitations sont caractérisées par des architectures particuliéres du vecteur X, et aussi

que si le nombre # d’actionneurs est inferieur ou égal a la dimension de I'espace cartésien.
4.2.2. Solutions multiples

Un autre probléme rencontré parfois lors de la résolution du MGI est celui des solutions

multiples. Un bras planaire avec 3 degres de liberté (3 articulations rotatives) admet un espace
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de travail de dextérité plus important dans le plan puisque tout point a 'intérieur de son
espace de travail peut étre atteint avec toute orientation. La figure ci-dessous montre un bras a
3ddl, la ligne en traits tirés indique une seconde configuration possible pour laquelle

I"effecteur arrive 4 la méme position et orientation.

Figure 10, Manipulateur a 3ddl

Dans cc cas le robot doit choisir une solution. Un chois trés raisonnable serait de choisir la
solution la plus proche et done la solution gui minimise la course de chaque articulation. En

langage algorithmique, la notion de « proche » peut étre définie de différentes maniéres.

4.2.3. Infinité de solutions
Certains robots ont une infinité de solutions pour le MGI. On trouve ce cas lorsque :
# le robot se trouve dans certaines configurations singuliéres.

s ]¢ robot est redondent vis-a-vis de la tache.

4.2.4. Méthode de résolution
On divise toutes les méthodes proposées pour résoudre le MGI en deux classes : les solutions
analytiques et les solutions numériques. A cause de leur caractére itératif, les solutions
numeériques sont généralement plus lentes que celles analytiques. Les solutions analytiques
sont obtenues par la méthode algébrique ou la méthode géométrique. Bien qu'il n’existe pas
une méthode analytique générale qui permet de résoudre le MGI, on trouve quelques
methodes qui s’appliquent sur des robots manipulateurs ayant de cinématiques particuliéres.
On cite quelques unes :
- La méthode de Pieper : elle est adaptée aux bras manipulateurs a six degrés de liberté
possédant trois articulations rotatives d’axes concourants ou ftrois articulations
prismatiques. Elle est largement utilisée car la quasi-totalité de bras manipulateurs

possedent un poignet 4 3 axes concourants.
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- La méthode de Paul : cette approche traite séparément chaque cas particulier et
convient pour la plupart des bras manipulateurs industriels.
- La méthode de Raghavan et Roth : elle donne la solution pour une robot 6R a partir

d’un polynéme caractéristique de degré 16 (16 solutions).

4.3. Solution analytigue

4.3.1. Robot 4 2 ddl

On considere le robot planaire a 2 articulations de la figure ci-dessous, représenté avec ses
paramétres D-H modifié.

4o

&

Es \a

P -'.__
| * =

i H

Figure 11. Robot 4 2 ddl
Paramétres D-H maodifie

Les paramétres D-H modifié sont donnés dans le tableau 5.

i o a, d, 28
| 0 0 0 g,
. 0 [y 0 g,

Tableau 5. Paramétres D-H modifiés du robot a 2 ddl

Les matrices de transformation élémentaires sont données comme suit :

¢ -5 00

nT_ - 'i’ l:"] 0 0
“lo o0 1 0
0 0 0 1

(21)
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c; -5, 0 [
! S |

|j--1 e §3 £y {] (22]
00 1 0
0 0 0 1

Do

¢z =82 0 ke

1 0 i =

& g
O GTI il 12 12
0 0 I

0 o 0 1

(23)
Sachant que la position de I'effecteur par rapport au repére {2} est donnée par
"rl
. F:.'{T =0
: 24)
Alors, la position de |"effecteur par rapport au repére {0} est donnée par:
he +hep
I:FP _U T J'P - f . o
eff 2 e T 15) +';3‘5I1
0
(25)

Ici, on a deux degré de liberté. On ne peut donc imposer que deux valeurs pour la position ou
bien une valeur pour la position et une valeur pour I’orientation. On prend les deux positions

Py €t py. L’id¢e cst de trouver q, et q,, connaissant p, ¢t p,. Ona

P:=he +hep
P, =hs +138,

(26)
Maintenant, on doit résoudre ces équations trigonomeétriques. De (26), on peut écrire
Py = (fl < ""rz‘v‘lz]2 =Ifei +heiy + 2hheep
2 _{ B I
Py = ["rl % Hrz"'u)l =lisy + 1380+ 201558, (27)

En sommant les deux expressions, on trouve facilement
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P:_ + pf ='Ilrlz +"Ir22 +2':I‘r2ﬂl I:ZE]

On trouve alors

il

B P +py =l =13
® 21,1,

(29)

Pour que la solution existe, le membre droit de (29) doit étre dans Iintervalle[—1,1]. Dans
I"algorithme de la solution cette contrainte serait controlée a ce moment pour déterminer si
une solution existe. Physiquement, si celte contrainte n’est pas satisfaite, donc le point est trés
loin de la portée du manipulateur.

Supposant que le point est dans ’espace de travail, donc on donne
s =1y1—c3 (30)

Finalement, on calcule g, en utilisant la fonction arc tangente a 2 arguments

Le choix du signe de (30) correspond aux solutions multiples pour les quelles on peut choisir
la solution « coude-haut » ou bien « coude-bas », voir figure 10.

Pour trouver g,, on doit décomposer chacun des termes

Py =he they=le +"r:-,[f|fz _-‘1"'2]=CL{"| +hey )= sls,)

p, =18 +hs, =ls +1, [Si"z —f-'152]:f| (182)+ 5,1, +1ye,)

(32)
On peut isoler s et ¢;. On obtient
oy pol +1he )+ py (s, )
] (1 +15e, ) (15, )y
_ By {';I +150, )_ Py {3253)
1 4
Ul +he, }2 "‘{3132}_ (33)
Finalement, on trouve
g = ;‘f[ﬂ]‘lz(.ﬁ'l,('l} {;4]
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4.3.2. Exemple plus compliqué : Robot PUMA 560 (robot a 6ddl)

Tous les mécanismes darticulations rotatives et prismatiques ayant au total 6 degrés de liberté
avec une chaine ouverte sont maintenant solvable. Cependant, cette solution générale est du
type numérique. Il v a des cas spéciaux des robots 4 6 ddl qui peuvent étre résolus
analytiquement, se sont des robot qui ont plusieurs a; = 0 ou a; = /2. Une condition
suffisante pour gqu’un robot manipulateur a 6 articulations rotatives posséde une solution
analytique est que 3 axes articulaires voisins se coupent au méme point. Puisque la méthode
numérique est plus lente, 11 est important de concevoir le robot manipulateur tel que la
solution analytique existe, par exemple le robot PUMA 560. On donne dans cette partie le

MGI de ce robot.

Figure 12, Robot PUMA 560

Pour le calcul du MGI du PUMA 560, on utilise la méthode analytique utilisé par Craig
[Craig 89].

Afin de simplifier les calculs, on raméne le probléme au niveau du poignet ¢’est-a-dire au

niveau du repére R, :

fmote ma Bl om o mpiw |1 0 0:0
i b & by T Iy I Pr Fay By Py | W 01 0 , ()
{o="T."F = = ,
il : & oy P B : W 001 !e’ﬁ (35)
0 0 o:1] |0 o 0oi1]|oo0 o0il

On obtient
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JU X w.r rl}
P_r = H':_r 0 'Ir-l's i r23
JEJI z 1L*"): rl."
On a done
lwx -IUx rl3
W, =Py |~ Is | 723
w. | Lp. s

On veul résoudre

="T1 (6,)T,(6, VT, (0, T, (6. ) T-(6, ) T, (6,)

pour &, i=16

Une reformulation de I'équation (38) nous permet d’exprimer

I'équation uniquement en fonction de &,. Done , on a

o7, " 01, ='T,

ol
1 b
LEW Pz
1 1
Lo Fa) Fao
T-l:’1 T 1 1
r:?'l }?1-2
0 4]
avec

(36)

(37)

(38)

le premier membre de

(39)

(40)
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1 = €23C4C5C — C235486 — 52355C

I - - : ) S i
Ha = —Ca - (€400, + 8,64 )+ 5,255,

]rm = C33C48¢ —+ §44C¢

g ST Ao SO o P

Foy = —S8,Cs8; + C, 5,

T3z = 5455

131 = T833C4C5Cs + 853854855 — €385C
Fis = 853008, + 8,,8,C, + Cy38:8,

Fi3 = —8,30,85 + €305

P, = Cysay + Sy3dy + Coa,

]pv = dE + d."!-

1

P Seyndonad  iaus;
et

i s 0,0
o —1 __ X, iy U0
o o0 1:0 (41)
o 0 01
ce qui nous donne
[ ¢ s [I';'D_ ' B, T 'H [, Fy L‘:_;H]-l-.'i:_:{lrd-l-t‘:ﬂ!_
=5 op DI0 | m meiwe LR e Yra d, +d,
0 01 'U NN _ Try e et ed, -ags, 2
o 0 0ir] [0 0 01|00 0t [
par identification des éléments {2,4]des deux membres de (42), on obtient
-5 w, tow, =d, +d, (43)
on pose
W, = O COS@
w, = posin ¢ (44)
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Avec p=.lw, +w, et p=Atan Z{WJ, o)

En remplacant (44) dans (43, on obtient

d; +d,

€8, —8,C, = 9 (45)

d'ou Sh{ga_ﬁl)_m ef Cﬂs{ﬁ—ﬂ,)—i‘\!l—{dz +:'f_=e)_
2 ~

Il est claire que

@—8 = Atan2 Byl o ]——{J’Jrii"‘}- (46)
P P2
Finalement, on trouve
6, = Atan 2(w,,w, )~ 4 tan(dz +d, W +w? —(d, +d,) ] 47)

. . . ] 2
6, posséde deux solutions selon le signe ch wi +w; —(d, +d,)" .

@, étant connu, le membre de gauche de I'équation est connu. De méme, on obtient par

identification des éléments (1.4) et (3.4) des deux membres de (42), on trouve

€W, +8,W, =Cyud, +5,,d, +c,a,

(48)
=P =80y —Cxddy +ads 8, (49)
En élevant au carré les deux derniéres équations et en faisant la somme, on obtient
AyCy v d 8. =K (50)
k=(w? +w? +w?—al-a? -d2 =(d, +d,)’ )i 2a, i

D’ou

6, =-4 Iﬂnz(aaadd)""’q tan E(k,im) (52}
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B posséde deux solutions selon le signe dc-\j af + df -k

Considérons de nouveau I'équation (38), on peut la réécrire de telle sorte que le premier

membre soit fonction uniquement des variables connues et de 6,

(53)
I €€ §€ 5 : 4, ] _rll Fiz h3 W, .
€853 S8 Ty oS4, Fpp Py Py o W
— & <y 0 4 _(dz +d3) 37 T Ny W,
0 0 0 1 il 0 1
CiCCp = 8,8, =C,Cc85, —8,8 C,5. 14,
¥.Cp S8 -cs  d,
| 8,00, —€yS, = 8,655, FC, 0 8,65 0 (54)
0 0 0 il
Par identification des éléments (1,4) et (2,4) des deux membres de (54), on obtient
€23 ° (c] W, +5W, )_'-"'nwz —UCy =d,y (55)
— 55y -(clw_ +SLW~)— CW, +a,5, =—d,
2 X v 23" e 2 (56)
D’ou
- —(a, +a,c,)-w, + (cln-': +.f|w}_)- (a,s, +d,)
8y = 1 S
wo + [c', W, + .le1,}' (57)
W, -(a353 + d4)+(£13 o az‘:?.)'{':l W, +S|W;-)
Cyy = '
wzz + (Clwr +SI IM)L)2 {58}
Alors, on trouve
6, = Atan 2(s,,,c,, )— 6, (59)

f, possede 4 solutions, résultant des 4 combinaisons possibles 8; et #5. On procéde de la

méme fagon pour trouver 6.
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5485 = =813+, (60)

€485 = C1Coslis T 81Coslys = S35 (61)

Tant que §5 # 0, 194 est donne par

Remarque : dan le cas ou 85 = 0, 1e manipulateur est dans une configuration singuliére

dans laguelle les axes des articulations 4 ¢t 6 engendrent le méme mouvement du dernier

segment,

Considérons de nouveau I'équation (38), on peut la réécrire de telle sorte que le premier

membre soit fonction uniquement des variables connues

e ] otz

(s — 58y 00,108, =50, — {fq‘j} 5, (d.‘. i da}"' ff:iﬂz.\]

88 =80 THCS O Sy 3-1'{”3“'3”1)'{}'M:de]] Irll I Ty W,

CiSy Hi8y Cyy ~d, + 5,0, BBy By W
0 0 0 1 110 0 0 1
CCy —Cyf, & 0
| s ¢ 0 0
5C, S8, g 0 (63)
0 0 0 1
par identification des €léments (1,3) et (3,3) des deux membres de I'équation (63), on a
F5 =h;3 '[‘flfz_ﬂfat '3|34)+ Py '(Sl‘fzafa + ‘3|S4]' F33813Cy (64)
€5 =30 g3 T3S 5y 1550 (65)
Alors, on trouve
ﬂF A tan 2{&'5,{.'5} {66}
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L'application de la méme procédure donne :

[DTS ]_l'ﬂTc.=5Tﬁ

(67)
ou
0 R -1 —
[“T ]4 = 5 P
3 0 1 (68)
avec
S5 T CSyS T OGO, SO0 885 FOnGRC S0~ G
-1
R =| —6epe,8s = CS s 8885 —Si05C85 = 8,85 = Si83C5 Sy = Oy 69)
6% TG 68, TG 8184
ct
a, -{.':55'3 —C,C,Cs }— CeCydy — Cel, -{dl +d, ] +5.d,
p=|a,-lc.s, +c,c,8, )+ 5.c,a, +5.5,-(d, +d. )+ c.d, (70)
.F;(Hﬂ: + |F4a3 v {‘4 = {dz + d',| )
par identification des éléments des deux membres de I'équation (67), il vient
86 ==h e, + 516, )+ By = 5,608, + Ci0, + 1,855, ) (71)
Ay Frilys ‘{‘3'1':':354 +5,C4 ;H' Fan (= S1Ca38y TC 04 TS0y } (72)
D’ou
Eﬁ:fltﬂn 2{£R,£‘ﬁ}. (TS}

Remarque : le nombre maximum de solutions pour le PUMA 560 est de huit [Craig 89]. En

effet :

¢ 4 solutions : combinaisons des solutions de &, er@,

¢ Pour chacune des premiéres solutions, il existe une autre solution dans laquelle les

trois dernieres articulations s'expriment par :
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&, =0+
O; = —6;

‘ (74)
O, =0, +r

Remargue : lorsqu'il n'est pas possible de trouver une forme explicite du modéle
géométrique inverse, on peut calculer une solution particuliecre par des procédures

numeériques.

4.4. Méthode Numérigue pour calculer le MGI des robots sous-déterminés et redondants
Pour un manipulateur en boucle ouverte ayant un nombre d’articulations m égal a la
dimension de "espace de travail n, le modéle géométrique inverse peut facilement étre trouvé
par I'inversion analytique de la géométrique directe, Le mot analytique est ici employé par
opposition au mot numerique.
Certaines applications telles que la soudure ou la peinture n'exigent pas 6 degrés de liberté et
de nombreux robots n’en ont que 5, c.a.d. m < n, ces robots sont des robots sous-déterminés.
Et, parfois, au contraire, afin d'augmenter leur habilité en présence d’obstacles, certains
robots ont m > n. Dans ces conditions, le probleme géométrique inverse ne posséde en
général pas de solution, on peut cependant toujours trouver un ensemble de variables
d’articulations donnant une configuration la plus proche possible d’une configuration
arbitraire.
Si p(#) représente la géométrique du manipulateur et si py est la configuration souhaitée, une
mesure de proximité peut étre établie de telle sorte que

p(6) = pos,(8)— pos,(6) = 0 (75)
un probleme d’optimisation peut étre formulé dans lequel 8 est déterming de maniére a
minimiser une norme || p( 9]” ]
Si la norme considérée est la forme quadratique |p(8)

min{P(6) = p(6)"Wp(6)} (76)

ot W est une matrice de pondération définie positive de dimension n = n, le probleme

porte le nom de moindre carré pondéré. La solution de ce probléme de minimisation s’ obtient

comme suit. 51 P(#) est minimum, son gradient doit étre nul:

5= 2TWp(8) =0 (77)
ou J est la matrice jacobienne de p par rapport a8 tel que définie par
dpid
j=E2 (78)
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J est une matrice rectangulaire de dimension n*m. On effectue alors un développement de

Taylor de p(8) autour d’une solution initiale approchée 8,

p(8) = p(6y) +](6 — ;) (79)
Introduisant cette expression dans (3) en se limitant au premier ordre, on trouve
JTW](8 — 8,) + ]"Wp(8,) = 0 (80)
et, si J est de rang maximum (m) de sorte que /T W/ soit inversible,
08, =—("W))"JTWp(8,) (81)
La matrice rectangulaire
0 — 6y =—("W))"JTWp(8,) (82)

Est appelée pseudo-inverse de .

Pour un robot redondant, on trouve

8—8,=—/"(JJ")™" p(6o) (83)
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Chapitre 2

Modélisation cinématique des robots

manipulateurs

1. Introduction

La modélisation cinématigque permet le calcul des vitesses opérationnelles (vitesses lindaire et
angulaire de 1"outil terminal) en fonction des vitesses articulaires du bras manipulateur et inversement.

Pour cette modélisation, on distingue :

- le modéle cinématique direct qui donne les vitesses opérationnelles en fonction des vitesses
articulaires.

- le modéle cinématique inverse gqui donne les vitesses articulaires en fonction des vitesses
opérationnelles.

2. Modéle cinématique direct

Le but de cette section est de donner une méthode pour calculer la vitesse de I'extrémité d’un robot par
rapport 4 un systéme de référence. On a deux types de vitesses, la vitesse linéaire lorsque la position
change et la vitesse angulaire lorsque ['orientation change. Tant qu'a 'extréemité du robot on a un
systéme de coordonnées, done I'idée est de donner une méthode générale pour calculer les vitesses
relatives entre les différents systémes de coordonnées. On cherche la vitesse d’un systéme d’axe par

rapport a celul qui précéde, et finalement on trouve la vitesse de 1"extrémité par rapport a 'origine.
2.1. Vitesses lin¢aire et angulaire d"un corps rigide

Nous étudions la deseription du mouvement d'un corps rigide. Pour ce faire, nous attachons un
systeme de coordonnées a tout corps qu’on voudrait décrire. Par conséquent, le mouvement des corps

rigides peut étre étudié comme le mouvement des repéres relativement ['un a I"autre.

_— -
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2.1.1. Vitesse linéaire

On considére que le repére {B} est attaché au corps rigide. L objectif est de décrire le mouvement de

FQ par rapport au repére {A} qui est un repére fixe.

La localisation du repére {B} relative a {A} est décrite par le vecteur position APB,”.Q et la matrice de

rotation “'Rp.

Pour le moment, on suppose que ['orientation “Rg ne change pas dans le temps. Le mouvement du

point @ par rapport a {A} est du a ‘qPﬂﬂm et'ou #Q variant dans le temps, Dol on trouve
Wo = Waorg + Rg BV (1)
2.1.2. Vitesse de rotation

Maintenant, les deux repéres {A} et {B} avec une vitesse linéaire nulle. L orientation du repére {B} par

rapport au repére {A} varie dans le temps. Le vecteur de rotation de {B} par rapport 4 {4} est déerit

A
par le vecteur “{lg.

Q=0

Figure 1 Trajectoire de @ pendant la rotation

En premier temps. on suppose que EI«"Q = 0. Il est claire que le point  aura une vitesse vue du repére
{A} 4 cause de la vitesse de rotation ‘qﬂi,-. Pour déterminer la vitesse du point Qon utilise une approche

intuitive. La figure montre deux instant différents quand le vecteur Q tourne autour de 6.

De la figure 1, on voit que :

_— -
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1aQ| = (] *Q|sin(@))(] “nglat) (2)

De plus, le changement différentiel de AQ doit étre perpendiculaire 4 la fois ’1@ et 0. Ces

conditions sur ["amplitude et la direction suggérent immédiatement au produit vectoriel. Vol
Ay = 4npA4g (3)
Dans le cas général, le vecteur @ peut varier par rapport au repére {B}, () devient
Ao = “Rp "Vy + “0aA 1R BQ (4)

Maintenant, on suppose que les origines de {A} et {B} ne coincident pas et {B} posséde une vitesse

linéaire relativement a {A}. Done on obtient
Vo = “Vaorg + “Rp "Vo + “QA“Rp °Q (5)

Remarque : Le plus souvent, on considére vitesse de 'origine d’un repere relative a un
repére de référence bien connu. Dans ce cas, on définit une notation plus compacte :

Ve = Uvmrg (6)

I'équation (6) indique la vitesse de l'origine du repére {C} par rapport au repére de
référence{U}. Si on éerit v, c.a.d. la vitesse de I"origine du repére {€} exprimée par rapport
au repére {A} bien que la dérivée est effectuée relativement au repére {U}.

Le méme raisonnement s applique a la vitesse angulaire. Donc, Si on écrit “w, cad. la
vitesse angulaire du repére {C} exprimée par rapport au repére {A} bien que la vitesse
angulaire est par rapport au repére {U}.

2.2. Mouvement des segments d'un robot

En considérant le mouvement des segments d'un robot, on utilisera toujours le repere de la
base {0} comme repere de référence. Par conséquent, v; est la vitesse linéaire de I'origine du
repére {i} et w; est la vitesse angulaire du repére {i}. La figure (2) montre ces vecteurs pour le

segment i.

_— -
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{isn}

Figure 2. Vitesses linéaire et angulaires du corps {i}

Propagation de la vitesse d’un repére i au autre

Un robot manipulateur est une chaine de corps, donc il y des mouvements relatifs d’un par
rapport 4 son voisin. A cause de cette structure, on peut calculer les vitesses de chaque corps
dans I'ordre croissant en partant de la base. Puis, on exprimera ces vitesses par rapport au
repere du segment lui-méme plutot que relativement au systéme de coordonnées liées a la
base du robot. En appliquant les relations précédentes, on en déduit le torseur cinématique du
repére {R“ 1} calculé au point de réduction @, . Il est donné comme suit

i i i — -
Wi = W+ Rr’+lo-;q.‘+|za+|

i i i i {T}
-, 3 u =
Vin= v+ wa b, +R,6,.,4,,2,4

En pré multipliant les deux membres de (7) par 'R, , on peut déterminer la description des

vitesses linéaire et angulaire du segment (i + 1) par rapport au repére {i + 1} :

I R L . — -
W= Ri'w, +0,4,,2,

i+l

i+l _ i+l i i i . A
¥ R;‘( Vit WA ‘F:'+|)+ TinGinZin

i

5 0 si Particulation est rotative
1 si I'articulation est prismatique

2.3. Matrice Jacobienne

On a vu comment trouver la vitesse linéaire et angulaire de "extrémité d’un robot par rapport
a la base. Mis sous forme matricielle, on appelle cette matrice, la matrice Jacobienne. En fait,
cette matrice décrit la sensibilité de la position et de "onentation de "organe d’extrémité aux
variations des coordonnées articulaires. Le modéle cinématique direct peut étre écrit sous

forme matricielle comme suit :

_— -
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X =J(q)q ©)

avee X =0y wp) et §=(4 4,.9,)7.9, =56, +94d,

aveo

J; =

0 si l'articulation est rotative
1 si 'articulation est prismatigue

J(q) désigne la matrice Jacobienne de dimension (m % n) du bras manipulateur.

L’intérét du calcul de la matrice Jacobienne est multiple :
- En statique, on utilise le Jacobien pour établir la relation liant les efforts exercés sur
I’organe terminal aux forces et couples des actionneurs.
- En cinématique, on utilise la matrice Jacobienne pour établir les relations liant les
vitesses opérationnelles aux vitesses articulaires.
- Elle facilite le calcul des singularités.

On peut écrire I'équation (9) comme suit :

. | S(g) ],
X = 10
[f H-(q}}q 2

J,(g) caractérise la sensibilité des translations aux variables articulaires.

J, (g) caractérise la sensibilité des rotations aux variables articulaires.

2.3.1. Calcul du Jacobien
Le calcul de la matrice Jacobienne peut étre mené de plusieurs fagons :
En utilisant les lois de composition des vitesses : Pour cette méthode, le caleul du vecteur
vitesse de "organe terminal s’effectue en utilisant une formulation récurrente basée sur le
théoreme de composition des vitesses ; par la suite on deéduit le Jacobien de la relation
matricielle suivante :

& v

o

i

"

(11)
Va : le vecteur vitesse de translation de "organe terminal relativement au repére {RU}L

Wn : le vecteur vitesse de rotation instantanée de I’effecteur relativement au repére Ro}

On exprime en général v, et w, soit dans le repére {R, | ou dans le repére {R, }. La matrice
Jacobienne correspondante est notée ”.fn (g) ou "J, (g), respectivement.

En appliquant les relations de propagation des vitesses, linéaires et angulaires, d un segment 4

I"autre pour un bras manipulateur, on trouve :
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Vitesse angulaire :
(12)

ikl il i — -
Wi = R'W, + 54,20

Pour I'itération {, on a
. . i .
'W="R, T W, +T0,4,Z; (13)

En pré multipliant les deux cotés (13) par "R,

n"‘*’f:nwﬁ 1 T0; an‘j';‘Er' (14)
D'on, il est facile de trouver
o imn 0 :
w, =2 8"Rg,'z (15)
i=l
Vitesse linéaire :
P i | j=1 = | = s § oA
v, ='R, L(i Vi Wi A pr!)-l_&iqr'izr' (16 )

En pré multipliant les deux cotés de (16) par ”Rf. , On trouve
0, _0 0 i1 SO0p - ia
= Vit winTF+8, R, 'z (17)

Donc la vitesse linéaire de chaque corps du bras manipulateur :

0. 0 TR =05 - La
Lecorps 1: M= Vot WA R+, Ry, E
0 00 1 T 0 - 22
ve=w4+ ow s P+, R Z

o, 0, o, =l L -« Bn
Le corps n . V= Vot Wy A ‘PM + bﬂ an:r “n
Ce qui nous donne la formule suivante :
0 r.=ﬂ_l['|' f=1 i=n o I:I' -
i i - -
v o= Z won P, +zar. R.q,'2, (18)

i=l i=l

|
Wii=1....n par I"équation (3), on trouve facilement la formule suivante :

En remplagant
i i=n-1 i : : = 5 )
Ve = Zaf R.q,'2,A'F, + Z‘jx R.d,'2, (19)

fm] =l

Finalement, on trouve
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i=n-1 i=m

Y air! +2 0. R,'2,

X=|H & i (20)

Za R 2

i=l

D’on

1=n-1 i=n

% > 6. R 2P, +>.5."R 2,
j s L'(q} s r=l j.=|
(q} i=n {ZI}
"’ru-(q} ZJ_I}R_FE_

2.3.2. Deuxiéme méthode pour trouver ./ (g)par dérivation du modéle géométrique
direct
Une deuxiéme méthode pour trouver ./, (g) consiste a calculer les éléments du vecteur des

vitesses lindaire, par dérivation par apport au temps des éléments du vecteur des cordonnées

opérationnelles P, obtenus par le modéle géométrique direct
P=F(g) @)
avec Flg)=[Flg), Flq), - Flq),]

@R q) dg, , OF\g) day OFilg) dg, |
dt , dif ) dt
g oq, _ a4, aq,
E = : (23)
FFM{{I]E_I_FFM{@}J‘EI +_I“+8‘F:ul{q}_ﬂrqn
L a?l ':# Et}'" dr a‘?r.l ':]r" i
En mettant ce systeme sous forme matricielle, on obtient
[oFq) oFlg)  eRlg) ][4
x aq] aql 'E’?r:lru Eéll
? =P=| : S (24)
' oF,(q) oF,lq)  aF,(a)|].
== | S g.’?
{Jq] a‘fz {"qu L i
- [~ oF, =i
= P= [JL.]-[QT] avec J, = o ! "
T g, j=l-n

3. Modéle cinématique inverse

Le Jacobien définit une relation linéaire entre les vitesses de 1'organe d’extrémité et les
vitesses articulaires. Le Jacobien dépend cependant de la configuration du manipulateur. Dans

la réalité du contréle de la trajectoire d'un robot manipulateur, 1'intérét se porte plutdt sur le
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probléme inverse qui consiste a déterminer les vitesses articulaires nécessaires pour obtenir
une vitesse désirée de I'organe d’extrémité. Ce probléme est appelé le modéle cinématique

inverse, il s écrit
g=i"(@X (25)
Deux classes de méthodes peuvent étre mises en ceuvre pour obtenir le modéle cinématique

INVerse :
* par dérivations des modéles géométriques inverses.
s par inversement du modéle cinématique direct en résolvant le systeme d’équations
linéaires suivant :

Jg)g=X (26)

3.1. Singularité
Etant donné une transformation linéaire reliant la witesse de 1'articulation a la vitesse
cartésienne, la question qui se pose : cette matrice est-elle non singuliére ?, si oui, on peut
calculer, facilement, les vitesses articulaires. Dans le cas contraire, on ne peut pas calculer,
directement, les vitesses articulaires car ce cas le Jacobien est singulier. De tels emplacements
s'appellent les singularités du mécanisme ou tout simplement les singularités. Au voisinage
des positions singuliéres, le robot perd un ou plusieurs degrés de liberté. Il ne peut donc plus
déplacer I’organe terminal le long de certains axes (singularité de translation) et /ou d’orienter
autour de certaines directions (singularité d’orientation). Dans telles situations, on doit
chercher d’autres méthodes pour calculer les vitesses articulaires et parmi ces méthodes est
I'utilisation du pseudo-inverse. L’idée de cette méthode est que, méme si le vecteur des
vitesses opérationnelles X n’est pas compatible au voisinage des singularités, la pseudo-

inverse permet quand méme de calculer les vitesses articulaires ¢ qui minimise la norme

||,1'r —J(q).q ||_ Ces vitesses, bien que n’étant pas exactement les mémes que les vitesses X

désirées, peuvent cependant ére acceptables jusqu’a ce que la singularité soit franchie.

3 .2. Psendo-inverse de Ia matrice Jacobienne (algorithme de Greville)
Dans le cas générale des bras manipulateurs, éventuellement redondants, ayant n liaisons ; le modéle

cinématique inverse peut s'écrire :

g=J"(9).X (27)
Ou  J7(g) désigne la pseudo-inverse de S (g) .
On appelle pseudo-inverse de la matrice Jacobienne J(g) la matrice généralisée J *(¢) de

dimension {6~ n), définie par :

_— -
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‘--.F ‘--..'
|I
‘we ‘-1.!

(28)

7y
iy

JJF

3 5P ‘--.E
* "--.F ||
Il

f.f
=J*
Le calcul de la matrice pseudo-inverse est assez complexe pour les manipulateurs & plus de 3
degrés de libertés, il existe cependant des algorithmes spécifiques qui permettent de | obtenir,
en particulier 'algorithme de Greville. Il s'agit d’un algorithme itératif, fondé sur les

propretés du pseudo-inverse d’une matrice partitionnée,

Appelons /; la K™ colonne de J(g) et [.:f H] la sous constituée par (k—1) premiéres

[jk ]=[[.:f*_1]5.}“&] (29)

La pseudo-inverse de [:f ,.c] notée [._f . ] s’exprime par

.} :[[:n I —d,-8," ] -

b,"

colonnes de./(¢), on peut écrire donc

Avec

d, =['}_.E |]I -y
e, =J, -7 ]d

. T
si ¢, 20 b, =¢; =

T
CJ'.

T
{-‘t “""k

d, -|J,
sfq=ﬂﬂ=¢i$i
1+d, -d,

L’initialisation des itérations dépend de la 1% colonne de J(g) :

Jr
Ji (31)
si J, =0 alors [.}_ i ]r = [[TI]T

si J,#0 alors [jl]_z

Cet algorithme est indépendant du rang et des dimensions de la matrice Jacobienne J(g). Il
permet de plus, la détection en ligne des singularités de J(g) a chaque itération par le calcul

de la trace de J~ -.J qui est égal au rang de la matrice J et de matrice.J .

= rmre[.}_' j] (32)

_— -
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r.. . Le rang maximal de la matrice Jacobienne, appelé aussi le nombre de degrés de liberté
opérationnel du bras manipulateur. En fonction de la valeur de »_, nous distinguons les deux
cas suivants :

1" cas : 81 r,,, =n :avec n est le nombre des corps motorisés agissant sur |'organe terminal,

dans ce cas le bras manipulateur est non redondant.

2iéme eqg 1 siop < n ot le bras manipulateur est redondant d’ordre n—r,, .

Références

« M. W. Spong et M. Vidyasagar, Robor dynamics and control, 1989. Publisher : John
Wiley & sons. ISBN: 978-0-471-61243-8.

« John J. Craig, Introduction to robotics: Mechanics and Control, 2017.
Publisher: Pearson: 4 edition (March 5, 2017). ISBN: 978-0133489798.

« H. Asada et J.-J. E. Slotine, Robot analysis and control, 1986. Publisher : John Wiley
& sons. ISBN: 978-0-471-83029-0.

« . Canudas de Wit, B. Siciliano et G. Bastin, Theory of robot control, 1996.
Publisher : Springer. ISBN : 978-1-4471-1501-4.

F. Bouakrif - Université de Jijel Page 37



Université Mohamed Seddik Benvahia-Jijel Master 2 Automatique (AS & ALl
Faculté des Sciences et de la Technologie Module : Modélisation et commande
Département d” Automatique 4@ des robots manipulateurs
Enseignant : F. Bouakeil o Annde Universitaire : 2020/2021

o

Chapitre 3

Modélisation Dynamique

1. Introduction
Dans les chapitres précédents, nous avons étudié les positions statiques, les forces statiques et
les vitesses. Dans ce chapitre, nous considérons les équations du mouvement d'un robot

manipulateur, c.a.d., le cas dynamique. En effet, il y a deux problémes relatifs a la dynamique
d’un robot manipulateur. Pour le premier probleme, un point de la trajectoire (-‘?,ET, i‘i'_) est

donné et on cherche le vecteur approprié des couples articulaires. Ce type de dynamique est
utile pour le probléme de commande des manipulateurs. Ce modéle est appelé modéle
dynamique inverse ou tout simplement le modéle dynamigue, il est donné comme suit

I =Flg.4.4. fext) (1)
Cu
[" : Vecteur des couples/forces des actionneurs, selon que l'articulation est rotative ou
prismatique.
Jext : Effort extérieur (forces/couples), a exerces par l'organe terminal.
Pour le deuxiéme probléme de la dynamique, les couples articulaires sont donnés et on calcule
le mouvement du mécanisme. Ceci est utile pour simuler le mouvement. Ce modéle est appelé
le modéle dynamigque direct. 11 est donné comme suit

ij=Glg.q.T., fext) )

Plusieurs formalismes sont utilisés pour établir le modeéle dynamigue. Les formalismes les
plus utilisé sont :
- Le formalisme de Newton-Euler.

- Le formalisme d’Euler-Lagrange.

_— -
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2. Formalisme de Newton-Euler

Il est important de disposer d'un algorithme efficace pour le calcul de la dynamique inverse.
Nous décrivons ci-dessous 1’algorithme connu sous le nom de Luh, Walker et Paul qui
consiste en une application récursive des équations de Newton-Euler pour chaque corps. Dans
un premier temps, nous donnons les relations cinématiques récursives reliant les vitesses et

accélérations des corps successifs aux dérivées temporelles des variables d’articulations.

2.1. Equations d"Euler et de Newton

En connaissant la position du centre de gravité et le tenseur d’inertie de chaque segment d'un
manipulateur, alors sa distribution de masse est enticrement définie. Pour déplacer les corps,
nous devrons les accélérer. Les forces requises pour un tel déplacement sont fonction de
I'accéleration désirée et de la distribution de masse du corps. Les équations de Newton et

d Euler décrivent comment sont liées les forces, les inerties et les accélérations.

2.1.1. Equation de Newion
La figure montre un corps rigide dont le centre de gravité est accéléré avec une accélération
V.. Dans une telle situation, la force F agissant au centre de gravité qui produit cette
accélération est donnée par 1"éguation de Newlon

F = mu, (3)

m est la masse totale du corps.

Figure 1. Equilibre dynamique du segment i.

2.1.2. Equation d’Euler

Si le corps de la figure est en rotation avec une vitesse angulaire w et une accélération
angulaire v, alors le moment qui devrait agir sur le corps pour engendrer ce mouvement est
donné par I’équation d Euler

N = “Ii+wA “lw (4)

_— -
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I est le tenseur d’inertie du corps écrit dans le repére {C}. dont I'origine est au centre de
gravité.

2.2. Formulation dynamique itérative de Newton-Euler

Etant donnée une trajectoire du manipulateur [é, a, E'_) et en connaissant la cinématigue et la

distribution de masse du robot, on calcule les couples d’articulations requis pour produire le
mouvement. Ces calcul seront effectués d’'une maniere itérative en partant de du corps |
Jusqu’a le corps n.

La propagation de la vitesse de rotation d’un corps a un autre est donnée par

... _i+lp | — A
Hﬁ+|_ R.- “l.- +J;q.a+l-r‘+l {5)
_ {1 si l'articulationest prismatique
i = e s 3
0  silarticulationest rotative
L accélération angulaire lors du passage d’un corps au suivant est donnée par
P 8 o T St o T y i W
Win= RJ' W|,+ Rﬂ Wi A&HI"HI +G_ﬂ+|qr'+|zr'+| {6)

L’ accélération linéaire de chague origine du repére est donnée par
i+l - _1'+[R [;’ : i:. EP i [f ¥ J'P ])+ (2r+'| ; - - + & - ]
Vi = R\ Vit WA L T W AUWA LG )T Tale Wi AdiaZia T 4iaZin (7)
L’accélération linéaire du centre de gravité de chaque corps est donnée par

ST o p— i [
V.=V + W AP+ W, A( Wy A F:,] (8)

2.2.1. Force et moment agissant sur un corps
Avyant calculé les accélérations linéaires et angulaires du centre de gravité de chaque corps, on
peut appliquer les équations de Newton-Euler pour trouver la force et le moment agissant au
centre de gravité de chaque corps.
Fi = mv 9

N; = “hin + w; A% T, (10)
L'équation d'équilibre des forces et celle de l'équilibre de moment en se basant sur le
diagramme d'un corps libre d'une liaison typique chaque liaison a des forces et des couples

exercés sur elle par ces voisins et en plus éprouve une force et une force et un couple d'inertie.
P i i+l g i
Ji= Ry it F (1)
{0 i+l i+l i ’ i i i+l g
{IE} '”J_ |I‘lilrr-|_ RJ+|‘ j?.l+|+pr'.;ﬂ 'F;:+.-H.;—'|A' RJ+|‘ .f1'+|
fi : est la force exercée sur le corps i par les corps (i — 1)

n; : est le couple exercé sur le corps i par les corps (i — 1)

_— -
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Ces relation sont évaluées liaison par liaison a partir de la liaison n et en évaluant dans le sens
décroissant vers la base du robot.
Les couples requis au niveau des articulations sont obtenus en prenant la composante en 2 du
couple appliqué par le corps sur son voisin. Pour une articulation rotative, on a
vl P The
I.='n "2, (13)

el pour une articulation prismatique

4 (14)

Exemples : voir travaux diriges (TD).

3. Formalisme de Lagrange
L’ approche de Newton-Euler est basée sur les formules de la dynamique et sur [’analyse des
forces et des moments de la contrainte agissant entre les corps. Dans cette section, on présente

le formalisme Lagrangien. Cette approche de la dynamique est basée sur I'énergie.

3.1. Energie cinétique
On commence par développer une expression pour I'énergie cinétique du manipulateur.

L’énergie cinétique du i*™¢ corps est donnée comme suit
1

T. 1§ Teip i
SMiVeiVei +5 Wi Tl W (15)

Ei = 2
Ou le premier terme est I'énergie cinétique due a la vitesse linéaire du centre de gravité du
corps, et le second terme est |"énergie cinétique due a la vitesse angulaire du corps. L'énergie
cinétique totale du robot est la somme de 1"énergie cinétique pour touts les corps :
E. = X1 Ee (16)

De plus, I'énergie cinétique du manipulateur peut étre écrite sous forme suivante

E.(8,6) =Z6"M(8)0 (17)

c ' 2

Avec M(@) est la matrice d’inertie du robot.

3.2. Energie potentielle

L’énergie potentielle de i*™¢

corps est donnée comme suit
0.TO
Epi=—m; "g" "Ppy + tpepy (18)
On
Og est le vecteur de la gravitation exprimé relativement au repére {0}.

eme

UP.; est le vecteur de position du centre de gravité de i corps par rapport au repére {0}.
Uper; €St une constante choisie telle que le minimum de E; soit nul.

_— -
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L’ énergie potentielle totale stockée dans le robot manipulateur est la somme de I'énergie
potentielle sur touts les corps

Ep = Xit1 Epi (19)
La formulation de Lagrange de la dynamique fournit un moyen pour obtenir les équations de
mouvement a partir d’'une fonction scalaire appelée le Lagrangien, qui est défini comme la
différence entre 1'énergie cinétique et potentielle d'un systéme mécanique. Il est donné

comme suit

L(6,6) =E.(6,0) — E,(0) (20)
Les équations du mouvement pour un robot manipulateur sont données par
d{ ol | dL .
Ll mr, il
o i (21)

Exemples : voir travaux dirigés (TD).

4. Modéle dvnamique

Le modéle dynamique d'un robot manipulateur rigide & n degrés liberté peut étre représenté
par un systéeme d'équation différentielle non linéaire du second ordre 4 n entrées formant le
vecteur de forces ou couples généralisées T, et n sorties qui forment le vecteur position 8. Les

¢quations de ce systéme a n corps sont données sous forme matricielle comme suit :

M(8) é+B(0) [0.6]+ (o) 6]+ (o) + Fl6)=r(r) (22)

avec HBeR""OeR" deR” représente respectivement les positions, les vitesses et les
accélérations articulaires.

v M(8)e R : Matrice d’inertie, elle est symétrique définie positive.

v C(B)enr™ : Matrice des forces centrifuges ;

ch.lr-I:lu 1]

v B(@)eR 2 :Matrice des forces de Coriolis ;

v F {9)6 " : Représente les frottements sec et visqueux ;
v {t)eR” : Veeteur de force ou couple généralisée ;

rr-[n—l}l
v [ﬁ' ﬁ]E % = : Vecteur de produit des vitesses géncralisces ;
v [t’?z ]E " : Vecteur de carrée des vitesses généralisées

Les éléments M, B.C.G et F sont généralement des fonctions trés compliquées et non

linéaires par rapport aux coordonnées généralisées du manipulateur.
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Chapitre 4

Génération de trajectoire

1. Introduction

La génération de mouvement désigne la fonction de calcul des consignes articulaires du robot
destinées a réaliser une tache interprétée sous forme de positions successives de 'outil du
robot. Cette fonction de génération de mouvements peut s’exercer dans I'espace articulaire,
ou elle consiste a déterminer une loi horaire pour chaque articulation comme dans |’espace
opérationnel ou elle vise a déterminer directement une trajectoire cartésienne de 'outil et de
son orientation. Le fondement mathématique de la génération de mouvements est le calcul
polynomial gqui construit I'équation du mouvement a partir des contraintes spatiales et
temporelles.

Le mouvement le plus simple est d’aller d'un point initial a un point final, ainsi le
robot est commandé de changer sa configuration initiale vers une configuration finale.
Ce type de mouvement convient aux tdches de transfert d’objets quand I'espace de
travail ne comporte aucun obstacle. Pour certaines raison telles qu’éviter les obstacles, le
chemin a suivre par ['élément terminal peut étre contraint par ['adition de points
intermédiaires aux configurations initiales et finales.

Pour assurer le fonctionnement normal du mécanisme on choisira des mouvements
continus, pour cela on définit une fonction lisse (dérivées premiére et secondaire continue )
afin d’éviter les risques de vibrations pouvant exciter les modes propre du manipulateur.
En résumé .le parcours peut étre planifié de différentes maniéres dont on distingue :

¢ Le¢ mouvement entre deux points avec trajectoire libre entre les points ;

« Le mouvement entre deux points via des points intermédiaires, spécifiés
notamment pour  éviter les obstacles, avec trajectoire libre entre points
intermédiaires ;

* Le mouvement entre deux points avec trajectoire contrainte entre les points
(trajectoire rectiligne par exemple) ;

_— -
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» Le mouvement entre deux points via des points intermédiaires avec trajectoire
contrainte entre les points intermédiaires.
Dans les deux premiers cas, la génération de mouvement peut se faire directement
dans D'espace articulaire. Dans les deux derniers, la trajectoire étant décrite dans
I'espace opérationnel, il est préférable de raisonner dans cet espace.
Les avantages et les inconvénients de la génération de trajectoire dans 1'espace articulaire et

celle dans |"espace cartésien sont donnés par les deux tableaux suivants :

Génération de trajectoire dans 'espace articulaire

Avantages Inconvénienis
- Elle nécessite moins de calculs en - La géométrie de la trajectoire de
ligne, puisqu’il n'y pas d’appel au I"organe terminal est imprévisible : il
modéle géométrique ou cinématique y a donce risque de collision lorsque le
inverse. robot évolue dans un environnement
- Le mouvement peut étre effectué sans encombré. Ce type de mouvement est
passage par les configurations appropri¢  pour  réaliser  des
singuliéres. déplacements rapides dans un
environnement dégagé.

Tableau 1. Avantases ef inconvénients de la génération de frajectoire dans Uespace  arficulaire

Génération de trajectoire dans 'espace cartésien

Avantages Inconvénients
- Transformation de coordonnées de - La géométrie de la trajecloire de
chaque point de la trajectoire I"organe terminal est maitrisée : il n'y
(beaucoup de calculs). a pas donc risque de collision lorsque
- Possibilité de mise en échec quand la le robot évolue dans  un
trajectoire calculée passe par une environnement encombré,
position singuliere.
- Possibilit¢ de mise en échec si les
points de la trajectoire ne sont pas
dans le volume accessible du robot.

Tableau 2. Avantages et inconvénienis de la géndration de rajectoire dans [Vespace  cariésien
2. Génération de trajectoire dans I'espace articulaire

La génération de la trajectoire dans I'espace articulaire donne en résultat un ensemble de
données , position ,vitesse et accélération articulaire (qg, §g, §g) qui sont utilisées comme

un signal de référence. pour une position initiale et finale donné dans 'espace de travail
e —————————————
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on utilise la génération inverse pour déterminer les angles articulaires correspondant a
cette position et méme pour 'orientation, la position initiale du manipulateur devient
un ensemble d'angles articulaires de départ et la position finale correspondant a une
autre ensemble d’angles articulaires d’arrivée. Ce qui est demandé pour la planification de
la trajectoire est de trouver une fonction lisse pour chaque articulation dont la valeur a
I'instant t, est la position initiale de Iarticulation et la valeur & I"instant t; est la position
désirée de cette méme articulation. Il ¥ a beaucoup de fonctions lisses qui pourraient étre

utilisées pour interpoler les valeurs d’angles articulaires.

2.1. Trajectoire cubique
Commengons par le cas le plus simple d'une trajectoire définie seulement par ses extrémités

A et B. Chacune des variables d’articulations est alors soumise a quatre Contraintes: &,, &,
As Ya

@y, 5. Les vitesses d’extrémités seront nulles si le manipulateur part et arrive au repos. Le

polynome de degré minimum satisfaisant ces quatre contraintes est du troisiéme degré:

0(t) = ag + ait + ast® + agt®
ﬂ“"] = a1 4 Qﬂgf i .’iﬂ'ng

B(t) = 2as + Gast
st (1)

Sachant qu’un polynéme du 3éme degré, admet quatre coefficients, il peut étre done construit

a partir de quatre contraintes, deux sont obtenues a partir du choix des valeurs initiales et
finales de la position :

8(0) =6, (2)

E{IJ ]1=6'1_I, {3)

Quant aux deux autres contraintes, elles proviennent du fait que ’articulation démarre et

arrive avec une vitesse nulle
#(0)=0 (4)
o) =0 ()
Et en combinant les deux fonctions : @ et @ avec les quatre contraintes, on obtient quatre

équations a quatre inconnues
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E'}=|:'Iﬂ
B =ag + ap.ly + az.t} + as.tf
ay = 0

0=a; + 2oay.tf + 3.{:3.:].2

(6)
En résolvant le systéme d’équations on obtient
ag = g
a; =0
; = {3!'!-?} (6 — )
a; = —(2/t}) (6 — 8;)
(7)

Avec ces quatre coefficients, on peut calculer le polynome cubique qui connecte n’importe
quelle position désirée.

4 00 b6 1

fp

L=

a4 - - -
{4 iy

Figure 1. Position, vitesse et accélération

On observe que le profil de la vitesse est parabolique et celui de 1'accélération lin€aire, ce qui
entraine immangquablement une discontinuité de couple au démarrage, pouvant induire des
vibrations. L accélération aux extrémités peut également étre imposée moyennant 1"utilisation

d’un polynéme de 5™ degré.

2.2 Polynome de degré cing

On peut avoir des polyndmes d’ordre supérieur pour la planification de la trajectoire, ils sont
quelque fois utilisés dans le cas ot on voudrait indiquer la position, la vitesse, et |'accélération
au début et a la fin de la trajectoire et aussi sont utilisés quand les robots manipulateurs

fonctionnent 4 une grande vitesse, il est nécessaire d’assurer la continuité des accélérations

afin d’éviter I'excitation du mécanisme. Il faut avoir un polyndéme d’ordre cing de la forme :
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@)= ag ¥ -t F ggt® ¥ @ % 58" T st 7%

Pour déterminer les coefficients de ce polyndme il faut avoir au moins six contraintes, deux
sur la position et deux sur la vitesse et deux autres sur 'accélération
5 By = ag

8 =a,

6=2a,

Br=ag + ay.tf + ap.tf* + az.tf* + as.tf* + as.tf*

Oy =y + 2.a2.tf + 3.as.tf2 + 4.a4.tf% + 5.as.tf*

\ Br=2.ap + 6.as.tf + 12.0.tf% + 20.a5.tf3

(9)
En résolvant le systéme d’équations (7), on trouve
i g = By
a; = 6n
iy = Hy

4 ag = [20.(6- 0g) - (8.6; +12.65).ty + (3.6, — 6p).t7] / 2.t}

a4 = [-30.(80 - ) + (14.6y +16.6).t7 — (3.6, - 2.6,).tF] f2.¢}

as = [—12.(6f - Bg) - 6.(8; +0p).t; — (B — Gy).t7] /247
& (10)

Exemple : On génére une trajectoire articulaire pour passer d’un angle initial de 5° 4 un angle

final de 65° dans 4 secondes, avec une vitesse initial 20%/s, et une accélération nulle.
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= L 1 i 1 i i 1 i
L os 1 13 2 L] k] s = & 3
! T T = —— T T T T
¥ IR Ay i (IS A B It i g ([ - e S MR Rt st Bt | R R n | ENARSAR S
I I I | e o | 1
T iy P8 PP CRGRIJP o TV PR PP CRN RN L N Y PE ut Py | St S e, g oo | e ", s Sl et S i —]
. 15 I I 1 i i [ ST T i
- it [ 155 == | e ST AT R i T 3 P Ao o = ~Ciriling Sl g e
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1 1 1 T— 1 1 L e 1
1 e I Tr et g o A T T T e T Y Sl e ot | et
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= an 1 e ) =% Fl [Ty ] T .
—

Figure 2. Position, vitesse et accélération.
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2.3 Loi Bang-Bang avec pallier de vitesse (loi trapéze)

Une autre voie pour générer les consignes est ce qu'on appelle segment linéaire avec
portion paraboliques ou bien loi Bang-Bang avec palier de vitesse. ce type de
trajectoire est appropri¢ quand on désire avoir une vitesse constante le long d’une
portion du parcours. Cette trajectoire est telle que la vitesse est rampée en haut & sa
valeur spécifique initialement et puis rampée en bas au but ( position désirée). Pour
accomplir tout cela on spécifie la position désirée en trois phases. La premiére phase
de l'instant#p a I instant 7p est polynomial quadratique.

A Ilinstant ¢, la position change de forme et devient linéaire. Cela correspond a une
vitesse constante. Finalement a D'instant t; — ¢, la trajectoire de position redevient
polynomiale quadratique de sorte que la vitesse soit linéaire.

On choisit 'instant t» de facon a ce que la courbure de position soit symétrique. Par

convention on suppose que tp; = 0et q(tf) = g(0) = 0. Puis entre les instants 0 et

t, on a
q(t) = ag + .t + ay (11)
De facon que la vitesse soit
qU(t) = @y + 2az. b (12)
Les contraintes q(0) = 0 et g(0) = 0 implique que
Iy = qp (13)
i, =0 (14)
Puisque a I’instant tyon veut que la vitesse soit égale a une constante donnée, on aura
qa=(tp) =2.a5.t, =v (15)
Ce qui implique que
=5 (16)

Par conséquent la trajectoire requise entre les instants 0 et tw est donnée par :

4a(8) = qo + 51 = 4o + Y/ (17)

: Vv

qd(t)zqﬂ+z.t=a.t (18)

i vV

fat) =—=a (19)
b

Ou a est 'accélération.
Maintenant  entre les instants &y et ty — tp . la trajectoire est un segment linéaire qui

correspond a une vitesse constante v
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gi(t) =ag+a.t=ag+ V.t (200
Par symétrie
qa(t) = a0 + T/, (21)
On aura qnzﬂ =ay + V% (22)
Ce qui implique que
oy = LY (23)

Comme les deux segments coincidents a I'instant s on obtient

Qo + % ty = —“““’;"”“ + Ve, (24)
Ce qui donne 1I'expression
by Go—d1+Vez (25)
Vv
Il est & noter que
0<t,< i /5 (26)
Ce qui nous donne
I(qf T QG}/V = E;I <2 (qf 2 qi})/vl [2:;]

Autrement dit

I(t?;. - qﬂ)/tr‘ Py l(ty -~ qﬂ)/trl 28)

Par conséquent, la vitesse specifiée doit étre entre ces deux limites ou bien le
mouvement ne sera pas possible.

La position de la trajectoire entre tr—tn et tr est maintenant déterminée par :

& L2
Qo+ -tf 0SS Ey
grtge—V.t
Q) = TV e iy S = (29)
[ (e 2
La vitesse
qq(t) = Viacnty=stsily=1 (30)
{Itjr = (Itm.....ff —fp<t= tf
L’accélération
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K i o i D ':_: L 5 tb

&

La figure montre une telle trajectoire. La vitesse maximale est v=060, tv=1/3. Les courbes de

position, de vitesse et d'accélération sont données dans les figures suivantes
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3. Génération de trajectoire dans I'espace cartésien

Les trajectoires dans |’espace articulaire sont plus faciles a calculer et elles sont plus
simples, cependant elles devient complexe sielles sont décrites dans 1'espace cartésien .
puisque dans le premier cas on ne fait aucune correspondance continue entre |'espace
articulaire et |'espace cartésien, 1l n’ya aucun probleme avec les singularités du
mécanisme .

La trajectoire dans I'espace cartésien donne comme résultat la position, la vitesse et
I'accélération cartésiennes (x, X , x ), pour certaines structures de commande spécifique
ces données doivent étre converties en grandeurs équivalentes dans 1'espace articulaire,
une analyse compléte devrait utiliser la géométrique inverse, |'inverse du jacobien et la
dérivée du jacobien pour pouvoir calculer les angles, les vitesses et les accélérations
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articulaires ( g, qa, ga) qui vont étre utilisées comme un signal de référence pour les
régulateurs synthétisés dans ['espace articulaire.

Dans I'espace de travail, la forme du parcours prise par I'élément terminal n’est pas
simple, mais plutot une forme compliquée qui dépend de la géométrie du manipulateur.
Les forme du parcours sont décrites enterme des fonctions du temps qui déterminent la
position et |'orientation cartésiennes. La forme spatiale du parcours entre ses points peut

étre : une hgne droite, circulaire, sinusoidale, ellipsoidale ou d’autres formes.

Description d’une trajectoire planaire

On wveut générer une trajectoire dans ['espace cartésien, pour imposer une position et
une orientation 4 suivre par le manipulateur. On veut que élément terminal du  bras
manipulateur suive un demi cercle qui se trouve dans le plan OXZ. Le centre du
cercle est repéreé par les cordonnées suivantes (x'.z"), dont le rayon est R.

On impose une orientation a 'outil terminal de fagcon a ce qu’il soit radial au sens
rentrant et en  arrivant a extrémité de l'arc, il conserve son  orientation

perpendiculairement au trongon rectiligne.

07 &
ﬂz F 0‘3“ +
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i \.‘

™
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] \.‘

T b T
' "n.\
sprmrmemmpme M < >
r T o"x
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Point initial |
: ™
I - :I >
Za o0'X
Y, d2+d3

v

Figure 4. Schéma représentatit d’une trajectoire dans le plan 1°" trongon

On désire que 'outil parcoure le demi-cercle dans le sens de la fléche. L'orientation de
I'outil terminal est représentée par I'angle @(t) pour lequel le point concerné sur le

demi-cercle est repéré par I’angle a(t).
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Ainsi, nous obtenons les équations suivantes :

xt =0, + Rsin(a)
Z, = 0Z + R cos(a) (32)
yt =d; +d; =0y

On impose a1'angle ¢ une variation linéaire en fonction de o

b €[00 0o+
(IR i 3
HE[@D-I_HIQJD-I_E]

L

o o ¢y +2r @

Figure 5. Variation de 'angle ¢ en fonction de a

You o(t) est donné par :

¢ =1/, a®) + /500 -7/,
a. Génération de la trajectoire sur le 1*' tron¢on
L’évolution de I'angle w(t) est imposée telle qu'il suive une loi Bang Bang avec palier

de vitesse.

Position
xr = 0, + Rsin(a)
Zp = 0z + Rcos(a)
yr = d; +d; =0y (33)
a= alt)

t
@(t) = e j'},r‘z + ﬁ”uf!z _ Hfz
Vitesse
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Xy = R cos(d)
Zr = —Rsin(a)d

yr =0 (34)
g0 =41/,

Accélération
Xr = R cos(a)d® — R cos(a) @
Zr = Rsin(a) & + R sin(a)é&
7 =0 (35)
w0 =40/

b. Génération de la trajectoire sur 2°™ trongon
L'outil se déplace le long du diamétre AO'B  tel qu'il reste perpendiculaire a AB. Done
I'orientation de I"outil est maintenuc constante de sorte que I'angle ¢ verific toujours
I"équation :

¢ =90+ (36)
Cependant le point figuratif est sur I'axe O°Z"" : Les équations horaires donnant les

coordonnées du wrist sont les suivantes

0"Z 4",

mmmm e ey

Figure 6 schéma représentatif d'une irajectoire dans le plan 2™ ironcon

La position
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Xr=0,+ fsin(q}u}

]{T = dz + da (3'?}
Zy = 0z + Z cos(g)
b =@+ H,-f‘lz

La vitesse

vry = vsin(gg)
Vry =0

vry = v cos(@p) (%)
=0
L'accélération

Gry = @ sin(g,)
&y, =0

39
@rx = @y cos(qg) (39)
@=0
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