CHAPITRE 1

Espaces topologiques

1.1 Définitions et premiéres propriétés

1.1.1 Notion de topologie, ouverts

Définition 1.1.1. Soit X un ensemble non vide. On appelle topologie sur X toute partie
T de P(X) vérifiant les axiomes suivants

(0) 0eT, XeT;

(O3) pour tout (A;)i<i<n C T, '[T'L]l A; € T (stabilité par intersection finie) ;

(O3) pour tout (A;)ier C 7T, UIZ;L- € 7 (stabilité par union quelconque).
Les éléments de T s’appellent leZsE ouverts ou les parties ouvertes de X.

L’ensemble X, muni de la topologie T , est appelé espace topologique, on le note quelquefois

(X, 7).

Remarque 1.1.1. Dans I'axiome (O,), on peut remplacer I'intersection finie par I'intersection
de deux éléments, i.e.,

(Oy)" pour tout A, Be T, ANBeT.

Exemple 1.1.1.

1. Soit X un ensemble non vide. Alors T, = {0, X} est une topologie sur X appelée
la topologie grossiére et T; = P(X) est une topologie sur X appelée la topologie

discréte.



1.1. Définitions et premiéres propriétés

2. Soit X = {x,y} un ensemble a deux éléments. Alors les topologies sur X sont T, =

{®7X}a ,T2 = {@7 {$}’X}a 75 = {®7 {y},X},’ZZ; = {@, {x}v {y}vX}

Définition 1.1.2. Soit 7T, et T, deux topologies définies sur un ensemble X. On dit que Ty
est plus faible ou moins fine que Ty si T, C Ty. Cela définit une relation d’ordre sur les

topologies de X .

Exemple 1.1.2. Soit (X,7) un espace topologique, alors la topologie grossiére est moins

fine que T et T est moins fine que la topologie discréte.

1.1.2 Topologie sur R
Définition 1.1.3. Soit I C R. On dit que I est un intervalle si et seulement si
Ve,yel, VzeR, e <z<y=zel.

Définition 1.1.4. Soit zo € R. On appelle intervalle centré en x tout intervalle de la

forme Jxg — h,xo + h[ avec h > 0. h s’appelle le rayon de cet intervalle.

Proposition 1.1.1. On considére sur R la famille Tz définie par
Tr={ACR, Vze A, Fh>0, |Jv —h,z+ h|C A}

Alors Tg est une topologie sur R appelée la topologie usuelle.
Preuve.
(O1) Si ) ¢ Tg, alors il existe x € () tel que pour tout h > 0, |z — h,x + h[Z 0,

contradiction avec la vacuité de (), d’on ) € Tg. De plus
Ve €R, Vh >0, Jx — h,x + h[C R,

d’ou R € Tp.
(Oy) Soient A, B € T et soit © € AN B. Alors © € A et x € B, dong, il existe h; > 0

et he > 0 tels que
|t —hy,z+M[CA et Jz—hy,x+ hyC B.

On pose h = min{hy, ho}, alors |x — h,z + h[C AN B. Par conséquent, AN B € 7.
8



1.1. Définitions et premiéres propriétés

(O3) Soit (A;)ier C g une famille quelconque.

Soit x € U A, alors il existe iy € I tel que x € A;,, or A;, € Tg alors il existe h > 0

il
tel que |x — h,x + h[C A;; € U A;. On en déduit que U A; € Tx.
iel iel
De (0y), (O2) et (Os), Tg est une topologie sur R. O

Proposition 1.1.2. Tout intervalle ouvert de R est un ouvert par rapport a la topologie

usuelle.

Proposition 1.1.3. Tout ouvert de (R,7Tg) est un intervalle ouvert ou bien union d’inter-

valles ouverts.

1.1.3 Ensembles fermés- Voisinages

Définition 1.1.5 (Ensemble fermé). Soit (X,7) un espace topologique et A un sous
ensemble de X. On dit que A est un fermé ou partie fermée de X si le complémentaire

de A dans X est ouvert. Autrement dit, si l'on a C4 € T.

Exemple 1.1.3.
1. La famille
T =10, X,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d,e}}

définit une topologie sur X = {a,b,c,d,e}.

Les fermés de X sont les sous ensembles 0, X, {b,c,d, e}, {a,b,e}, {b,e} et {a}.
Notons qu’il y a des sous ensembles de X, tel que {d,c,d, e} qui sont a la fois ouverts
et fermés, et qu’il existe aussi des sous ensembles de X tel que {a,b} qui ne sont ni

ouverts ni fermés.

2. Soit X un espace topologique discret. Alors tous les sous ensembles de X sont a la fois

ouverts et fermés.

Proposition 1.1.4. Soit (X, 7T) un espace topologique. Alors la famille des ensembles fermés
possede les propriétés suivantes

(F1) 0, X sont des fermés de X ;

(F2) pour toute (B;)ier famille quelconque de fermés, ( B; est un fermé;
icl

(F3) pour toute (B;)i<i<n famille finie de fermés, CJ B; est fermé.
i=1
9



1.1. Définitions et premiéres propriétés

Remarque 1.1.2. L’axiome (O3) et la propriété (F») ne se généralisent pas a une famille
quelconque.

Donnons deux exemples dans (R, 7).

e N ]—2, L[={0} nest pas un ouvert.
neN*

e U [-1+2%1-21]=]—-1,1]n'est pas un fermé.
neN*

Définition 1.1.6 (Voisinage). Soit (X, 7T) un espace topologique et x un point de X . On dit
qu’une partie V de X est un voisinage de x s’il existe un ouvert O de T tel quex € O C V.

On note V(x) la famille des voisinages de x,
V(x)={VcCcX, 30eT, xeOCV}
Exemple 1.1.4. 1. Dans (R,7g), soit € R. On a
(VeVk)e (30eTg, teOCV),

Or, comme O € Ty et x € O, il existe h > 0 tel que |z — h,x + h[C O, et puisque

]t — h,x + hle Tg, on obtient
(VeV() e (3h>0, Jr—hax+hCV).

Par exemple, |t — 5,2 + 1{U{5} est un voisinage de x.

2. Soit Uespace topologique (X, T) ot X = {a,b,c} et T = {0, X, {a},{b}, {a,b}}. Alors,
V(a) = {{a}7 {CL, b}’ {a7 C}v X}7
V(b) = {{b}v {aa b}v {ba C}, X}a

et
V(e) = {X}.
Proposition 1.1.5. Soit (X, 7) un espace topologique. Les familles V(x) de parties de X,
x € X, vérifient les propriétés suivantes, appelées axtomes des voisinages.
1. Pour tout x € X, V(x) # 0 et pour tout Ve V(x), on ax € V.
2. Toute partie de X qui contient un élément de V(x) appartient a V(x).

3. Une intersection finie d’éléments de V(x) est un élément de V(x).
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4. Pour tout x € X et tout V € V(x), il existe W € V(x) tel que pour tout y € W, on ait
Ve V(y).

Preuve.

Pour tout z € X,
1. V(z) # 0 car X € V(z).

2. SiV eV(z),alorsilexiste O € T tel quex € O CV,etsiVCW,onaxecOCW
donc W € V(z).

3. Si VW € V(z), il existe 01,05 € T tels que x € O C Vet x € Oy C W, donc
r€O0INO,CVNW.0rO;N0Oy €T, donec VW e V(x).

4. SiV € V(z) il existe O € T tel que z € O C V et O € V(x). Posons W = O, pour
tout y e W,onaye OCW,donc W e V(y).

O

Proposition 1.1.6. Soit (X,7) un espace topologique et A C X. A est un ouvert si et
seulement s’il est un voisinage de chacun de ses points.
Preuve.

Il résulte immédiatement de la définition que si A est un ouvert de X, alors A est voisinage
de chacun de ses points. Réciproquement, soit A une partie de X qui est voisinage de chacun
de ses points. Alors pour tout z € A, il existe un ouvert O, de X contenant x et contenu dans
A. Doncon a A C Uyea O, C A, cest a dire, A = U,y O,. C’est une réunion d’ouverts,

donc un ouvert. |

Définition 1.1.7. Soit (X,7) un espace topologique.
e On appelle base d’ouverts toute partie B C T telle que tout ouvert est réunion

d’ouverts de B, 1i.e.,

iel
e Soit x € X. On appelle systeme fondamental de wvoisinages de xr ou base de

voisinages de x, toute partie B, de voisinages de x telle que pour tout voisinage V de

x, il existe B € B, tel que B C 'V, i.e.,

vV eV(x), AB€ B, BCV.
11



1.1. Définitions et premiéres propriétés

Exemple 1.1.5. 1. De l’Exemple(1.1.4. 1., pour tout x € R la famille B, = {|x — h,z +

hl, h > 0} est une base de voisinage de x.
2. Dans (R, Tg), la famille des intervalles ouverts de R forme une base d’ouverts.

3. Dans un espace topologique quelconque X, pour tout x € X, V(x) et la famille des

voisinages ouverts de x sont des bases de voisinages de x.

4. Dans un espace topologique discret X, pour tout x € X, B, = {{x}} est une base de

voisinages de x.

1.1.4 Intérieur, adhérence, frontiére d’'un ensemble

Définition 1.1.8. Soit (X,7T) un espace topologique et A C X.
e On dit qu’un point v € X est intérieur a A si A est un voisinage de x dans X.
e L’ensemble des points intérieurs a A s’appelle L intérieur de A et se note ;1 (ou bien
intA). Alors
redeAcV)eI0eT, €0 C A

e On appelle extérieur de A, noté extA, Uintérieur de C%, i.e., extA = intC%.

Proposition 1.1.7. Soit (X,7) un espace topologique et A C X. L’intérieur de A est la
réunion de tous les ouverts de (X, T) contenus dans A. C’est donc un ouvert et c’est le plus
grand des ouverts contenus dans A.
Preuve.

Soit x € ;1, alors il existe un ouvert O, de X tel que z € O, C A, d'on {2} C O, C A.Par

conséquent, A= U {z} Cc U O, C A.
J:E/Ol xEIZ
Considérons maintenant (O;);c; la famille de tous les ouverts qui sont inclus dans A alors

U O, C UO;. Dou
el i€l

Ac o (1.1)

el

D’autre part, soit y € U O;, alors , il existe ig € [ tel que y € O;, C A, d'out y € A. Donc
iel

Jo: c A (1.2)

el
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De (1.1) et (1.2), on obtient que A = |J O,. Donc A est un ouvert et c’est le plus grand des
i€l
ouverts contenus dans A. 0J

Exemple 1.1.6. 1. Dans (R,7g), Uintérieur d’un intervalle est l'intervalle ouvert de

mémes bornes, Q = 7 — Iil = =9.

2. 91 X ={1,2,3,4} et T ={0,{1},{2},{1,2}, X}, T définit une topologie sur X et on
a {1} ={1}, {2,3,4} = {2}.

Proposition 1.1.8. Soit A et B deuz parties d’un espace topologique (X, 7). Alors, on a

1. A est ouvert si et seulement st A= A;

o

2. A

Il
e

3. sz’ACBalorsona;lCé;

(o]
o ——

4, ANB=ANB;
52U§CAUB
Preuve.

(o] [¢]

1. Si A est un ouvert alors A = A. Réciproquement, si A = A, alors A est le voisinage de

chacun de ses points, et par la Proposition 1.1.6, A est un ouvert.

[0}
o (o}

2. Comme A est un ouvert, A = A.

3. Soit z € A, alors il existe O € 7 tel que x € O C A, dotton ax € O C B, et par

[¢] o [}
conséquent z € B, donc on a A C B.

4. Ona ANB C Aet ANB C B, donc, par 4., ANB C Aet ANB C B, dou
AﬂBleﬂlOS’. Réciproquement, soit:cejzlﬂé, alorsxejletxeé. Donc, il existe
0,0 €T telsquereO0CAetxeOC B, douON0O eTetxeONO C ANB,

par conséquent, z € AN B. Donc on a AN B C AN B, d’ou 'égalité.

o

5, Ona A C AUBet B C AUB, donc, par 4., A C AUB eté C AUB, dou
EUECAUB

Définition 1.1.9. Soit (X,7) un espace topologique et A C X.
13
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e On dit qu’un point x € X est adhérent a A si pour tout V€ V(z), VN A#(.
e [’ensemble des points adhérents a A s’appelle ’adhérence (ou fermeture) de A et

se note A. Alors

reAsVV eV(x), VNA#£D.

e On dit qu’un point x € X est un point d’accumulation (ou point limite) de A si
tout voisinage de x dans X contient un point de A autre que x.
e L’ensemble des points d’accumulation de A s’appelle ensemble dérivé de A et se
note A’. Alors
reAevVVeV), V\{z})nA#0.

e On dit qu’un point © € A est un point isolé dans A s’il existe V € V(x) tel que
VNA={z}.

Proposition 1.1.9. Soit (X,7) un espace topologique et A C X . x est adhérent a A équivaut

a dire que x est un point d’accumulation ou x est isolé.

Proposition 1.1.10. Soit A une partie d’un espace topologique (X,T). Alors,
1. c4=Cf 6tC’Z:5§;
2. A est le plus petit fermé qui contient A, c’est l'intersection de tous les fermés contenant

A.

Preuve.

1. Soit z € X. On a

x €0y x%?l
VOeT,z€eO=0¢ A
YW eV(ix),VgA

YV eV(),VNCe#0

r ¢ ¢ ¢ ¢

xE@.
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D’ou C4 = C4.

Soit z € X.On a

r1eCi o z¢A
& WeVa@), VAA=0
& WeV(), Vciy
& I0eT,2€0CCy
o relh
D’ouczzag;f}.

2. Doe l,ona A= Cx(a‘}). Comme @ est ouvert, A est fermé. D’autre part, puisque
Cd=CfcC4, onawra AC A
Montrons que A est le plus petit fermé qui contient A. Soit B un ferrglé quelconque
qui contient A, alors C¥ C C4 et puisque C¥ est ouvert on a C¥ C cd = C’)z(, d’ou

o

A C B. Donc A est le plus petit fermé qui contient A. De plus, comme C/’?é = UO0;
i€l
ot (Oy)ics est la famille de tous les ouverts qui sont contenus dans C%, on obtient
A=NCY, ot (CF)ier est alors la famille de tous les fermés qui contiennent A.
iel
O
Exemple 1.1.7. 1. Dans (R, 7g), l'adhérence d’un intervalle (resp. d’une demi droite)

est Uintervalle fermé (resp. la demi droite fermée) de mémes bornes, Q = CT% =R.

2. Soit (X, T) un espace topologique ot X = {a,b,c,d, e} et
T ={0,X,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d, e}}.

Considérons la partie A = {a,b,c} de X, alors A = X.

Remarque 1.1.3. 1. Un point z de X est un point isolé dans X si et seulement si le

singleton {z} est un ouvert de X.
2. Si T est la topologie discréte, alors A’ = (). Donc en général A ¢ A'.

Proposition 1.1.11. Soient X un espace topologique, A C X et x € X. Si B, est une base

de voisinages de x alors
15
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1. x € A si et seulement s’il existe V € B, tel que V C A.

2. x € A si et seulement si pour tout V€ B,, VN A # 0.

Proposition 1.1.12. Soit A et B deux parties d’un espace topologique (X, T). Alors,
1. A est fermé si est seulement si A = A;
2. A=A

3. 81 AC B alors AC B;

4. AUB=AUB;
5. ANBC ANB.
Preuve.
1. On a .
(A fermé) <= (C% ouvert) <= /C’-*;l =4 Céché A=A

2. De 2., A est fermé, donc de 3. A = A.

() o

3. Si A C B, alors CZ C (4. En utilisant la Proposition 1.1.8 3., on aura @ C /C'?}.
Donc, de 1.,CB c €4, d’on 4 C B.

4. On a, en utilisant la Proposition [1.1.8 4.,

O o o

CANCE CAncB cincB CEnCE  — =
AUB =Cx"x = X% = ¢ x"x = X" =AU B.
5. Par la Proposition 1.1.8 5., on a
C{UCg CcCguCy,
donc i
CCAUC§ c CC uC§
mais ]
A B A B A B J— N
CHYX 2 0CRUCR = ANB ot OXX = 0O%YR = ANB.

Donc ANB C AN B.
16
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Définition 1.1.10. Soit A une partie d’un espace topologique (X, T).

On appelle frontiére de A et on note Fr(A), l'ensemble

o

FriA)=AnCE=AnCA =4\ A.

3
>~

La frontiére de A est donc un fermé de (X, 7).

Exemple 1.1.8. Dans (R, 7g),
Fr(la,b]) = Fr([a,b]) = Fr(]a,b]) = Fr(]a,b]) = {a,b}, Ya,b € R,a < b,
Fr(R)=0, Fr(Q) =R.

Proposition 1.1.13. Soit (X,7) un espace topologique et A une partie de X. Alors,
1. Fr(A) = Fr(C{) et A= Fr(A) si et seulement si A est un fermé d’intérieur vide ;

2.

o

Fr(A) C Fr(A); Fr(A) C Fr(A); Fr(AuUB) C Fr(A)U Fr(B);

3. st ANB =10, alors Fr(AUB) = Fr(A) U Fr(B) ;
4. A est un ouvert si et seulement si AN Fr(A)=10;
5. A est un fermé si et seulement si Fr(A) C A;
6. A est ouvert et fermé si et seulement si Fr(A) =0;
7. {;21, Fr(A),ext(A)} forme une partition de X.
Preuve.
1. Ona Fr(C4) = CAnCA = ANnCE = Fr(A).
Supposons que A = Fr(A) = AN C’)‘S}. Puisque Ac A, on a

° o

A=ANCHUA=(AUA)N(CIUA) =ANX =4

Donc A est fermé, alors Fr(A) = A\ A= A, d’ou A= (. Réciproquement, si A est
fermé et A = 0, alors A = A et donc Fr(A)= A\ 0= A.
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2. OnaIZCZCZ,d’Oﬂ(
Ona;lcjlcz,d’oﬂ(
On a

A\ ;1) C (A\ A). Par conséquent, on a Fr(A) C Fr(A).
A\ ;1) C(A\ ;1) Par conséquent, on a Fr(;l) C Fr(A).

F(AUB) = AUBNC{B

= Fr(A)UFr(B).

3. Puisque ANB =0, ona AUB = AUB = 0, alors B C C4 et A c CB, d'on
AUB C C4UCEB. Comme C4 et CB sont ouverts, C4 U CB est ouvert. Donc on a

o

AUBcC C{ucCE.

D’ou
AUB=(AUBNCYU(AUBNCE).
Or
AUBNCE c (AuB)NCE
= (AncHu(BnCy)
= QUB=B.
et

AUBNCE c (AuB)nCE
= (AnCcBHu(BNCY)
= AUD=A.

Donc U = AUBNC4 (resp. V.= AU BN CE) est un ouvert de X contenu dans B

(resp. A), alorsona U C Bet V C A, dot AUB C AU B. Par conséquent, on a

18



1.1. Définitions et premiéres propriétés

o
P

AUBzZlUé, d’ou

F(AUB) = AUB\AUB
= (AuB)nCy®
= (AUB)N(C{NCY)
= (ANCLNCHUBNCENCY)
= (AncHu(BnCL)

= Fr(A)UFr(B).

4. Si A est ouvert dans X, alors A= A, dotn Fr(A)nA = (A\ A)N A = (. Inversement,
supposons que Fr(A)NA=0. Commeona AC A= AU Fr(A), alors A C A. Done
A est ouvert dans X.

5. Ona Fr(A)Cc Aet A= EUFT(A) C AUFr(A). Si A est fermé dans X, alors A = A,
d’ott Fr(A) C A. Réciproquement, si F'r(A) C A, alors A C A, donc A est fermé dans

X.

6. Ceci résulte de 3 et 4.

7. On a
FriA)nA=(A\A)nA=0,
Fr(A) Next(A) = (ANCHNCE=ANCENCE =0
et
z(zlﬂext(A):;lﬂ/C'g:@
De plus

AUFr(A)Uert(A) = AUANCHUCE = (AUAUCT) N(AUCLUCT) = XN X = X.
Donc {;l, Fr(A),ext(A)} forme une partition de X.
0J

Définition 1.1.11. Une partie A d’un espace topologique X est dite dense dans X si A = X.
19
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Exemple 1.1.9. 1. Soit (R,7g), Q est dense dans R.

2. Soit X ={1,2,3,4} et T = {0,{2},{1,2}, X} une topologie sur X. Soit A = {1,2},
alors A = X, donc A est dense dans X.

Définition 1.1.12. On dit qu’un espace topologique (X,T) est séparable s’il admet une

partie dénombrable et dense.
Exemple 1.1.10. (R, 7g) est séparable car Q = R et Q est dénombrable.

Proposition 1.1.14. Soit (X, 7) un espace topologique, B une base d’ouverts de X et A un

sous ensemble de X . Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) A est dense dans X .
(ii) Pour tout ouvert non vide O de X, on a AN O # 0.

(iii) Pour tout B € B tel que B # (), on a AN B # 0.

Preuve.

(i) = (ii). Supposons A dense dans X, i.e. A = X. Alors pour tout x € X et tout
voisinage V' de x dans X, on a ANV # (. Soit O un ouvert non vide de X. Comme O est
voisinage de chacun de ses points, on en déduit que AN O # ().

L’implication (i7) = (4i7) est triviale.
(ii7) = (7). Supposons que pour tout B € B tel que B # 0, ona ANB # ). Si A # X, alors
C4 est un ouvert non vide de X et on a C4 N A = 0. Donc il existe B € B tel que B # 0,

BcC C4et AN B =10, ce qui contredit Phypothése, donc on a A = X. O

Définition 1.1.13. Soit X espace topologique.

1. On dit que X vérifie le premier axiome de dénombrabilité si tout x € X admet

un systeme fondamental au plus dénombrable de voisinages.

2. On dit que X vérifie le second axiome de dénombrabilité si la topologie de X

admet une base au plus dénombrable d’ouverts.

1.1.5 Axiomes de séparation

Définition 1.1.14. Un espace topologique (X,T) est dit séparé ou de Hausdorff si la

propriété suivante est vérifiée, dite propriété de séparation de Hausdorff.
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1.1. Définitions et premiéres propriétés

(H) Pour tous x,y € X distincts, il existe deux ouverts contenant respectivement x et y,

d’intersection vide.

Exemple 1.1.11.
1. (R, 7g) est séparé.

2. Soit X = {a,b,c} muni de la topologie discrete, alors X est séparé.

Proposition 1.1.15. Un espace topologique X est séparé si et seulement si pour tout point

x € X, lintersection de tous les voisinages fermés de x se réduit a {z}.

Preuve.
=) Soit X une espace topologique séparé et soit x € X, montrons que {z} = N V.
Ve €V(z)
Vx fermé
On suppose le contraire, alors il existe y € [ V. et y # x, et comme X est séparé, il
Ve €V(z)
Vg fermé

existe deux ouverts O, € V() et O, € V(y) tels que O, N O, = (), donc O, C Cr. O est

un fermé qui contient un ouvert qui contient z, donc C’)O(y eV(x)ety ¢ C)O{"‘, contradiction

avec la supposition. D'ou {z} = N V..
Ve€V(z)
Vg fermé
<) On suppose que {z} = [ V,, pour tout z € X, et on montre que X est séparé.
VTEV(m)

Vg fermé

Soit ¥, y € X tels que x #y. Alorsy ¢ () 'V, c’est a dire, il existe un fermé V,, € V(z),
Ve €V(z)

Vg fermé

tel que y € V, donc y € O, et comme CY* est ouvert, c’est un voisinage de y. De plus,
comme V, € V(z), il existe un ouvert O, tel que x € O, € V,, et en posant O, = Xz, on

ait O, N O, = (. D’ou le résultat. O
Corollaire 1.1. Soit (X,7) un espace topologique séparé et soit x € X. Le singleton {x}
est ferme.

Remarque 1.1.4. La propriété de Hausdorff est équivalente a

(H;y) Pour tous z,y € X distincts, il existe V € V(z) et W € V(y), tels que VN W = 0.

Définition 1.1.15. Soit X un espace topologique séparé. X est dit espace normal si pour
tous ensembles fermés et disjoints A et B dans X, il existe deux ouverts disjoints O4 et Opg

dans X tels que A C Oy et B C Ogp.
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1.2 Exemples de topologies

1.2.1 Topologie induite (Trace)

Définition 1.2.1. Soit (X,7) un espace topologique et A C X. On appelle la topologie

trace ou induite sur A qu’on note T4 la topologie définie par
TAa={V=0nA 0T}

Le couple (A, Ty) est appelé sous espace topologique de X .

L’ensemble V.= 0O N A est appelé la trace de O sur A.

Exemple 1.2.1. Considérons la topologie

T ={0,X,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d e}}

sur X ={a,b,c,d, e} et le sous ensemble A = {a,d,e} de X. Alors la topologie induite par
T sur A est

Ti={V=0nA, 0T} =1{0,A {a},{d},{a,d}, {d c}}.

Proposition 1.2.1. Soit (X,7) un espace topologique et A C X.
1. Les fermés de (A, T4) sont les ensembles de la forme FF-N A ot F est un fermé de
(X, 7).
2. Sois x € A. Les voisinages de xo dans (A, Ty) sont les ensembles de la forme V N A

otV est un voisinage de x dans (X, 7).

Preuve.

1. Soit B un fermé dans (A, 7,), alors C¥ € T, donc il existe O € T tel que CF = ON A,

d’ou
B=C{ = A\ (ONA) = ANCY™™ = AN(CYUCE) = (ANCQU(ANCE) = CY¢NA

et CQ est fermé.

Inversement si F' est un fermé dans X alors il existe O € T tel que F = CY et

FNA=C{NA=C9" fermé dans (A, 7).
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2. Soit W un voisinage de x dans (A, 74), alors il existe O € T tel que x € ONA C W,

cela implique que z € O C W UO = V. Donc V est un voisinage de = dans (X,7) et
VNA=(WUO)NA=WUAUONA LY wnatw,

Inversement, si V' est un voisinage de = dans (X,7), alors il existe O € T tel que
reOCVdoncxe ONACVNAcomme ONAe€ Ty, VN A est un voisinage de z
dans (A, 7y).

Proposition 1.2.2. Soit (X,7) un espace topologique et A C X.

1. A est un ouvert dans X si et seulement si tout ouvert dans (A, Ta) est un ouvert dans

X.

2. A est un fermé dans X si et seulement si tout fermé dans (A, 7T4) est un fermé dans

X.

3. Soit B C A. On note B" ladhérence de B dans Uespace topologique (A, Ty), alors
B'=BnA.

1.2.2 Topologie engendrée par une famille de parties

Définition 1.2.2. Soit X un ensemble et A une famille de parties de X. L’intersection de
toutes les topologies qui contiennent A est appelée topologie engendrée par A. C’est la

topologie la moins fine sur X qui contient A on la note T4.

Proposition 1.2.3. Les intersections finies des éléments de A forment une base d’ouverts

de T.A-

1.2.3 Topologie produit

Définition 1.2.3. Soit (X1,71), (X2, 73) deux espaces topologiques. On appelle ouvert élé-
mentaire ( ou premier) de X = X; x Xy toute partie de la forme O1 X Oy ot Oy € T; et

O, € Ts.

Remarque 1.2.1. L’intersection de deux ouverts élémentaires est un ouvert élémentaire.
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Théoréme et Définition 1.2.4. Soient (X1,77), (Xa,75) deuzx espaces topologiques et
X = X; x X5. La famille formée des réunions quelconques d’ouverts élémentaires
TX:{UOk, Or=0Fx 0k OFcTi, O,€T}
kel
définit sur X une topologie appelée la topologie produit.

(X, 7Zx) est appelé espace topologique produit des (X1,71), (Xo,7T3).

Remarque 1.2.2. La topologie produit est la topologie engendrée par la famille des ouverts
élémentaires, donc, de la Proposition [1.2.3, les ouvert élémentaires forment une base d’ou-

verts.

Exemple 1.2.2. Soit X = {1,2,3} muni de la topologie Tx = {0, {1}, X} et soit Y = {a, b}
muni de la topologie Ty = {0,{b},Y'}.
On a

X XY = {(La), (1,), (2,0), (2.b), (3.a), (3,5)},

et les ouverts élémentaires sont 0, {(1,b)}, {(1,a),(1,0)}, {(1,b),(2,0),(3,b)} et X x Y.

Donc

TXXY - {Q)v {(Lb)}? {(1,&), (17b)}7 {(17[))’ (27[7)7 (3,b)}, {(17(1)’ (17b>7 (2’b)7 (37 b)}7X X Y}

Proposition 1.2.5. Soit (X1,71), (X2, 75) deux espaces topologiques et soit x = (1, xa) un
point de l'espace produit (X,7Tx). Alors V € Vx(x) si et seulement s’il existe Vi € Vx, (x1)
et Vo € Vx, (22) tels que Vi x Vo C V.

Proposition 1.2.6. Si (X1, 71), (X2, 72) sont deux espaces topologique séparés alors l’espace
topologique produit est séparé.

Preuve.

Soit (z1,91), (w2,y2) € X1 x Xy tels que (z1,y1) # (v2,y2), alors 1 # x5 ou bien y; # ys.
Si x1 # xo et puisque X; est séparé, il existe O1,05 € T; tels que x1 € Oy, x5 € Oy et
01N 03 =10. On a donc O1 X Xy, Oy X Xy € Tx,xx,, (71,91) € O1 X Xa, (22,y2) € Oz X Xy
et (01 X Xo) N (03 x X5) = (01N 0Oy) x Xy = 0.
Si y1 # ya, on procéde de la méme maniére en utilisant le fait que X, est séparé. Donc

I’espace topologique produit est séparé. O
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Définition 1.2.4. On appelle topologie usuelle sur R™ (n € N*) la topologie produit des

topologies usuelles sur R.

1.3 Limite et continuité

1.3.1 Limite d’une suite

Une suite de points d’un ensemble non vide X est une application f de N dans X. L’image
f(n) d'un n € N par f sera notée z,, et sera appelée terme d’ordre n de la suite f. La suite
elle-méme f sera représentée par la notation (z,)nen ou (z,)n>0, ou simplement (z),. 11
importe cependant de ne pas confondre une suite avec ’ensemble de ses valeurs.

Une suite (y,)n>0 de points de X est appelée sous suite ou suite extraite de (x,),>0
s’il existe une application strictement croissante ¢ de N dans lui-méme telle que, pour tout

n € N, on ait y, = 2,(n). En général, on note une telle sous suite (z,,)r>0, ott np = @(k).
Définition 1.3.1. Soit (X,7) un espace topologique. Soit (x,,)nen une suite d’éléments de
XetleX.

1. On dit que ¢ est une limite de la suite (x,)nen quand n tend vers linfini si pour tout
voisinage V de € dans X, il existe ng € N tel que pour toutn € N et n > ng, x, € V.

Cela se résume en
YWV eV, IngeN, VneN, n>ny=x, €V.

2. On dit que { est une valeur d’adhérence de la suite (T,)nen si tout voisinage V' de

¢ contient une infinité de termes de (x,,)nen, i€,
VW eV), VneN, I3p>n, z, € V.

3. La suite (x,)nen est dite convergente si elle a une (ou plusieurs) limite, divergente

st elle n’a pas de limite.

Remarque 1.3.1. Toute limite est valeur d’adhérence.
Exemple 1.3.1. 1. Dans (R,7r) on pose x,, = n%rl, Vn € N.

(Zn)nen admet une seule valeur d’adhérence qui est la limite x = 0. En effet, pour tout
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V € V(0), il existe € > 0, tel que | —e,e[C V. Or, il existe ng € N tel que n01+1 <e

1

et pour tout n € N, n > ng ona%gno

e < € ce qui implique que x,, €| —€,¢[, d’ou

x, € V. Donc 0 est la limite de (z,)nen (car R est séparé, voir la Proposition [1.3.5)
et valeur d’adhérence. De plus, pour tout £ € R on a :

Sil <0, il existe V=] — 00,0[€ V({) et ng = 0 tels que pour tout n > ng, x, € V,
alors £ n’est pas un point d’adhérence.

Sil > 1, il existe V =]1,00[€ V({) et ng = 0 tels que pour tout n > ng, x, €V, alors
{ n’est pas un point d’adhérence.

Si0 <l <1,ilexiste m €N tel que Tpy1 < € < 2y, Donc il existe V =|Tp9, Tm_1[E
V(0) et il existe ng = m+ 2 € N tels que pour tout n > ng, x, € V', donc £ n’est pas
un point d’adhérence.

Sil =1, il existe V :]%, ocole V(0) et ng =1 tels que pour tout n > ng, x, &V, alors

1 n’est pas un point d’adhérence.

2. Dans (R, Tg), on considére la suite (x,)nen @ terme général x, = (—1)".

La suite (xy,)nen admet deuz valeurs d’adhérence 1 et —1. En effet,
YV eV(l), VneN, x9, =1€V

et
YV eV(-1), VneN, x9,41 =—-1€V,

mais pour V =3, 3[, V € V(1) et pour tout n € N, il existe m = n+1 > n tel que

Tm =—1¢&V, donc 1 n'est pas limite de (xy,)nen. Méme chose pour —1.

Proposition 1.3.1. Soient (X,7) un espace topologique et (x,)nen une suite d’éléments de

X. Pour tout n € N, soit A, = {x,, p > n}. Alors Uintersection (| A, est l’ensemble des
neN

valeurs d’adhérence de la suite (x,)nen. En particulier, l'ensemble des valeurs d’adhérence

d’une suite quelconque est fermé dans X .

Preuve.
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On a
( est valeur d’adherence de (2, )ney < VYV € V), VneN, Ip>n, z, €V
o YV eV, VneN, VAA, #0
& YneN e A,
& e ) 4
neN

OJ

Proposition 1.3.2. Soit X un espace topologique, A C X et x € X. S’il existe une suite
(2)n dans A convergeant vers x, alors x € A.

Preuve.

Soit € X et soit (), une suite dans A convergeant vers x. Soit V' € V(x), alors il

existe ng € N tel que z,, € V. Donc ANV # (). D’'ou x € A. O

Proposition 1.3.3. Soit (X, 7T) un espace topologique séparé, alors toute suite (T,)nen @ au
plus une limite.
Si une telle limite { € X existe, on dit que { est la limite de la suite (x,)nen ou que la suite
(Tn)nen converge vers € quand n tend vers linfini et on note nh—>nolo T, = 1.

Preuve.

Par 'absurde, supposons que la suite (z,)nen ait deux limites distinctes ¢1 # 5. Comme
X est séparé, il existe Vi € V({;) et Vo € V({5) tels que Vi NV, = (). D’aprés la Définition

1.3.1} il existe deux entiers n, et ny de N tels que
(Vn>ny, z, € Vi) et (Vn>ng, x, € V),

mais alors Tmax{n, ne} € Vi N Vo =0, absurde! O

1.3.2 Continuité

Définition 1.3.2. Soient (X,7T) et (Y,0) deux espaces topologiques, f : X — Y une appli-
cation et xo € X.
On dit que [ est continue au point xq si elle vérifie ['une des conditions équivalentes sui-

vantes.
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1. Pour tout voisinage W de f(xq) dans Y, f~1(W) est un voisinage de xq dans X.

2. Pour tout voisinage W de f(xg) dans Y , il existe un voisinage V de xo dans X tel

que f(V)C W.

On dit que f est continue sur X si elle l’est en tout point de X.

Exemple 1.3.2. Soient (X,7) et (Y,0) deuzx espaces topologiques.

1. Les projections

x X xY — X ; Ty : X XY — Y
e
(z,y) — = (zy) — y
sont continues.
2. L’application identique suivante est continue.
Idy: X — X

r — X

3. Toute application constante de (X,T) dans (Y,0) est continue.

Définition 1.3.3. Un homéomorphisme d’un espace topologique (X, T) sur un autre es-
pace topologique (Y,©) est une application f : X — Y bijective continue et dont l'inverse
f1:Y — X est continue.
On dit que deux espaces topologiques X et'Y sont homéomorphes s’il existe un homéomor-
phisme entre eux, et on note X =Y.
Proposition 1.3.4. Soient (X,7T) et (Y,0) deux espaces topologiques et f : X — Y une
application. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) f est continue.

(i) Pour toute partie A de X, f(A) C f(A).
(iii) Pour tout fermé S de'Y, f=1(S) est un fermé de X.

(i) Pour tout ouvert O deY, f~1(O) est un ouvert de X.

Preuve.
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(1) = (44). Supposons que f est continue et soit A C X. Soit z € A et soit W € V(f(z)).
Comme f est continue en x, on a f~1(W) € V(z) et donc f~H(W)NA # (0. D’ou f(f~(W)N
A) #0. Or,

UMW) N A) C F(FHW)) N f(A) € W N f(A).

Il s’ensuit que W N f(A) # 0, et donc f(x) € f(A). Par conséquent, f(A) C f(A).

(ii) = (i74). Soit S un fermé de Y, alors S = S.

Soit x € f~1(9), alors

fl@) e f(f7HS)) C f(f7H(S) cS=8

d’ou z € f71(S). Done, f~1(S) C f71(9) et comme f~1(S) C f~1(S5), on obtient 'é¢galité.

(ii7) = (iv). Soit O and ouvert de Y, alors C est fermé. Donc f~1(C9) = Cf{l(o) est
fermé ce qui implique que f~1(O) est ouvert.

(iv) = (i). Soit x € X. Pour tout W € V(f(x)), il existe O € © tel que f(z) € O C W,
alors z € f~1(0) C f~1(W), et comme f~!(O) est ouvert, on obtient f~'(1W) € V(x). D’ou

f est continue en x et puisque x est arbitraire, f est continue sur X. [

Définition 1.3.4. Soient (X,7T) et (Y,0) deux espaces topologiques et f : X — Y une
application.
f est dite ouverte (resp. fermée) si pour toute partie ouverte (resp. fermé) V de X, f(V)

est un ouvert (resp. fermé) de Y.
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