CHAPITRE 2

Espaces métriques

Définition 2.0.1 (Inégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski). Soient x,y deuz

vecteurs de R™ tels que x = (x1,..., %), ¥ = (Y1, -, Yn). Alors,

| < <Zx3> <Zyz> (inégalité de Cauchy-Schwarz),

i=1 i=1

et

1 1
n 5 n 1 n 1
(Z T+ ;) ) < (Z ) <Z ) (inégalité de Minkowski).
i=1

i=1 i=1

Etant donner deuz fonctions continues f, g : [a,b] — R, on a

[ (f@)gta))da

b 3 b 3
< <L fz(:r)d:v> : <L gz(:x)d:r> (inégalité de Cauchy-Schwarz),

et

< / (f) + £/(9€>)2d9€>é < < / b fQ(w)dfc> i < / ’ gQ(x)d:v> (inégalité de Minkowski).

=
M=

2.1 Distances

Définition 2.1.1. Soit X un ensemble non vide. On appelle distance sur X toute applica-

tion d : X x X — R, vérifiant les axiomes suivants.

1. Séparation. Pour tous x,y € X, d(z,y) =0z =y.
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2.1. Distances

2. Symétrie. Pour tout x,y € X, d(z,y) = d(y, ).
3. Inégalité triangulaire. Pour tous z,y,z € X, d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).
Le couple (X,d) est appelé un espace métrique.

Si d est a valeur dans Ry U {400} et vérifie les trois axiomes précédents, on dit que d est un

écart.

Exemple 2.1.1.

1. Soit X un ensemble non vide. L’application d : X x X — R, définie par

'rO St =1y
d —
(2, y) { i ez
L )

est une distance sur X appelée la distance triviale.

2. Sur R, Uapplication d : R x R — R, définie par d(z,y) = |x — y| et une distance dite

distance usuelle.

3. Soit X =R™. Pour x = (x1,...,x,) ety = (y1,...,Y2) posons

2
<%u—%f) \ doo(®,y) = max |7 — wil.

1<i<n

m@szm—m7@=<
=1

n

=1

On vérifie facilement que dy et do, sont des distances. Pour dy qui n’est autre que
la distance euclidienne, on vérifie ['inégalité triangulaire en utilisant l'inégalité de

Minkowsks.

Proposition 2.1.1. Si d est une distance sur X, alors, pour tout x,y,z € X

|d(z, 2) — d(z,y)| < d(z,y).

Preuve.

Soit x,y,z € X. On a d’aprés 3.
d(z,z) <d(z,y)+d(y,z) et d(z,y) <d(z,x)+d(z,vy).
D’ou, en utilisant 2.

d(x,z) —d(z,y) < d(z,y) Zt d(z,y) —d(z,z) < d(z,y).
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2.1. Distances

Donc

|d(z, 2) — d(z,y)| < d(z,y).

Définition 2.1.2 (Boules). Soient (X, d) un espace métrique, xg € X et r > 0.

— On appelle boule ouverte de centre xq et de rayon r l’ensemble
B(.’Ifo,?”) = {y S X7 d(ﬂfo,@/) < 7’}.

— On appelle boule fermée de centre xq et de rayon r [’ensemble

B($077’) = {y S X? d(x[):y) S 7”}.
— On appelle sphére de centre xy et de rayon r l’ensemble
S('IOvT) = {y S X> d(l’o,y) = T}'

On remarque que B(zg,7) = B(xg,7) U S(x0,7).

Exemple 2.1.2. Dans R muni de la distance usuelle d, on a B(1,1) =]0,2[, B(1,1) = [0, 2]

et S(1,1) = {0,2}. Plus généralement, pour zo € R et r > 0 on a B(xg,r) =|ro — 1,20 + 7],

B(xg,r) = [xg — 1,20 + 7] €t S(xo,7) = {x0 — 1,20 + 7}

Proposition 2.1.2. Soient (X,d) un espace métrique et x € X. Alors sir <1r', on a

B(x,r) C B(z,r") et B(z,r)C B(z,r").
Sir <1, alors B(x,r) C B(xz,r").

Définition 2.1.3. Soit (X, d) un espace métrique, x € X et A et B deux parties non vides
de X.

— On appelle distance de x a A le nombre réel positif
d(z, 4) = inf d(z,y).
— On appelle distance entre A et B le nombre réel positif

d(A,B) = irelgd(x, Y).
yeB
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2.2. 'Topologie associée a une distance

— On appelle diameétre de A 1’élément de R,

d(A) = sup d(z,y).

z,yeA

Remarque 2.1.1. Pour I'ensemble vide, on adopte les conventions suivantes
d(z,0) = +oo, d(A,0) =d(B, A) = too, 6(0) = —cc.

Définition 2.1.4. Soit (X,d) un espace métrique. On dit qu’une partie A C X est bornée
si elle est contenue dans une boule fermée, c’est-a-dire, s’il existe o € X et r > 0 tels que

A C B(xg,r).

Proposition 2.1.3. Soit (X,d) un espace métrique et A C X non vide. Alors A est borné
si seulement si 0(A) < +o0.

Preuve.

Si A est borné, alors il existe 7y € X et r > 0 tels que A C B(xg,7), d’ott pour tout
r € A, d(xz,x9) < r. Alors pour tous z,y € A, d(z,y) < d(x,x¢) + d(z9,y) < 2r. Donc
d(A) < 2r < 4o0.
Inversement, si 0(A) < +o0, alors il existe r > 0 tel que 6(A) < r. Donc pour tous z,y € A,
d(z,y) <r.
Pour zo € A fixé, pour tout x € A, d(xg,xz) < r, donc x € B(xg,r). Par conséquent,

A C B(xg, 7). O
Définition 2.1.5. Un distance d sur un ensemble X est dite bornée si §(X) < co.

Définition 2.1.6. Une suite (x,), d’un espace métrique (X, d) est dite bornée si l’ensemble

de ses valeurs est une partie bornée de (X, d).

Définition 2.1.7. Soit X un ensemble et (Y, d) un espace métrique. On dit qu’une applica-

tion f: X — Y est bornée si son image f(X) et bornée.

2.2 Topologie associée a une distance

Proposition 2.2.1. Soit (X, d) un espace métrique et soit Ty la famille de sous ensembles
de X définie par

T,={ACX, VeeA, Ir>0, B(x,r) C A}.
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2.2. 'Topologie associée a une distance

Alors Ty est une topologie sur X appelée la topologie associée a d. (X,d) est donc un
espace topologique.

Preuve.

(O1) Supposons que ) & 7y alors il existe € () tel que pour tout r > 0, B(z,r) ¢ 0,

contradiction avec la vacuité de (), donc () € 7;. De plus
Ve e X, Vr >0, B(z,r) C X.
donc X € 7,
(O,) Soit A, B € Ty et soit x € ANB, alorsz € Aet x € B, donc il existe r; > 0 et ry > 0
tels que B(z,7m1) C A et B(z,73) C B. On pose r = min{ry, o}, alors B(x,r) C AN B, donc
ANB e,

(O3) Soit (A;)ier C Tg et soit x € U A, alors il existe ig € I tel que z € A;, et comme

el
Ay € 1y, il existe 7 > 0 tel que B(x,r) C A;, C U A;. D’ou U A; € 7,.
i€l i€l
De (0y), (O9) et (Os), T4 est une topologie sur X. O

Remarque 2.2.1.
— Par la proposition précédente, tout espace métrique et topologique.
— Lorsque nous parlons de la topologie d'un espace métrique (X, d), il s’agira toujours

de la topologie associée a d, i.e., 7; et
(Aouvert) & (Ae 1) < Ve e A, Ir >0, B(z,r) C A).

Exemple 2.2.1.

1. La topologie associée a la distance usuelle de R est la topologie usuelle de R, Tg. Il
existe d’autres distances sur R dont la topologie associée est la topologie usuelle de R

(par exemple d(x,y) = | arctan(z) — arctan(y)|).

2. La topologie associée a la distance triviale est la topologie discréte.

Proposition 2.2.2. Soit (X,d) en espace métrique.

Toute boule ouverte est un ouvert et toute boule et fermée est un fermé.
Preuve.
Soit z € X et r > 0. Montrons que B(x,r) est un ouvert.

Soit

y € B(z,r) & d(x,y) <r<r—dzy) >0.
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2.2. 'Topologie associée a une distance

Posons p = r — d(z,y), alors B(y, p) C B(x,r). En effet,

z€B(y.p) < dy,z)<p=r—dz,y)
& d(r,y) +dy,z) <r
= d(z,z) <r

& z € B(x,r).

D’ou B(z,r) est un ouvert.

7r)

B / B
Montrons que B(z,r) est un fermé, pour cela on montre que C’X(:C est un ouvert.

Soit

ye R & y¢Bl,r)
& d(z,y)>r

< d(z,y) —r>0.

Posons p = d(x,y) — r, alors B(y, p) C CE(I’”. En effet,

z € By, p) d(y,z) <p=d(z,y) —r

d(l’,y) - d(y,Z) >

=
=
= d(xz,z) >r
& 2 ¢ B(x,r)
=

Z € C’ﬁ(x’r).
Donc, CE"" est un ouvert, d’ott B(z,r) est un fermeé. O

Proposition 2.2.3. Soit (X, d) en espace métrique et x € X.
L’ensemble des boules ouvertes (resp. fermées) de centre x est une base de voisinages de x.
Il en est de méme de ’ensemble des boules ouvertes (resp. fermées) de centre x et de rayon
%, n € N*, alors (X, d) vérifie le premier axiome de dénombrabilité.

Preuve.

Montrons que ’ensemble des boules ouvertes de centre x, { B(z,r), r > 0} est une base

de voisinages de .

Soit V' € V(x), alors il existe O € Ty tel que x € O C V. Or O € 7 et € O impliquent
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2.2. 'Topologie associée a une distance

qu’il existe r > 0 tel que B(x,r) C O. Donc, B(z,r) C V, d’ou le résultat.

Aussi, soit v’ €]0,r[ alors B(x,r") C B(z,r) C V, donc {B(z,r), r > 0} est une base de
voisinage de x.

D’autre part, il existe n € N* tel que 1 < r, donc B(z,1) C B(z,r) C V et B(z,2) C
B(z,7) C V. D’ou les deux ensembles {B(z,2), n € N*} et {B(z, 1), n € N*} sont des

bases de voisinages de x. O

Remarque 2.2.2. De la proposition précédente ainsi que la Proposition 7?7, on a

reAd & Vr>0, Blz,7)NA#
& Vr>0, Blz,r)NA#£D
& VneN, Blx,—)NA#0D

& VneN* B(x,—)NA#0.

I|—3|+

Corollaire 2.1. Un ouvert d’un espace métrique (X, d) est une union quelconque de boules
ouvertes.

Preuve.

Soit O un ouvert de (X, d). Pour tout z € O, il existe r, > 0 tel que B(x,r,) C O, alors
Oc U B(x,r,) CO.Donc O = U B(z,r). O

€0 €0
Proposition 2.2.4. Soit (X, d) un espace métrique, A C X et x € X. Alors
r€Asdz,A)=0,

ie., A={r e X, d(x,A) = 0}.

Preuve.
On a
reA & Vr>0, Blz,r)NA#0]
S Vr>0, Jy. €A 0<dz,y)<r
& ;1612 d(z,y) =0
& d(z,y) =0.
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2.3. Limite et continuité dans un espace métrique

Proposition 2.2.5. Tout espace métrique est séparé.
Preuve.

Soit z,y € X tels que z # y. Posons p = d(z,y) > 0, alors

p P,

En effet, s'il existait z € B(x, §) N B(y, §), alors z € B(x,5) et z € B(y,5), dou d(z,7) < §

et d(z,y) < 5. Donc

p=d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) <

N

absurde!! O

Définition 2.2.1. Un espace topologique (X,T) est dit métrisable, s’il existe une distance

d sur X telle que Ty ="T.

2.3 Limite et continuité dans un espace métrique

2.3.1 Limite d’une suite

Proposition 2.3.1. Soit (x,),en une suite d’éléments d’un espace métrique (X,d). Alors

(Tn)nen converge vers £ € X si et seulement si Lim d(z,,1) =0, i.e.,

lim z, =1 < lim d(z,,[)=0

n—oo n—oo

& Ve>0, Inge N\VneN, n>nyg=d(z,,0) <e.

Preuve.
On a
dim 2, =1 < vV eV{), Inpe N, YneN, n>ny=x, €V
& Ve>0,IngeN, VneN, n>ny=x, € B({,¢)
& Ve>0,dngeN, VneN, n>ny=d,,l) <e
< lim d(z,,0) = 0.

n—oo
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2.3. Limite et continuité dans un espace métrique

Proposition 2.3.2. Soit A une partie d’un espace métrique (X, d) et soit x € X. Alors

(xeA) & () C A, lim z, =2).

n—oo

Preuve.

=) On a

_ 1
reA & VYneN, B(.T,ﬁ)ﬂA%@

1
& VneN', dx, € A, d(z,,z) < —
n
Quand n tend vers 'infini, % tend vers 0, donc nh_}rglo d(x,,x) =0, d’ou JLHC}O Ty = .

<) Proposition 1.3.2. O

Corollaire 2.2. Une partie A d’un espace métrique (X, d) est fermée si et seulement si toute
suite convergente (dans X ) d’éléments de A, a sa limite dans A

Preuve.

=) Si A est fermé alors A = A, donc si lim 2, =z avec (xn)n C A, par la Proposition
232 e A=A

<) Soit x € A, alors, il existe (z,), C A telle que HIL% x, =x,doncz € A. D'ou A C A.

or, AC A, donc A = A est A est fermé. O

Proposition 2.3.3. Soit (x,,) une suite d’éléments d’un espace métrique (X, d). Alorsz € X

est valeur d’adhérence de (x,) si et seulement si
Ve >0,VNeN, 3peN, p> N, d(z,,z) <e.

Proposition 2.3.4. Soit (x,,) une suite d’éléments d’un espace métrique (X, d). Alors x € X
est valeur d’adhérence de (x,,) si et seulement s’il existe une sous suite de (x,) qui converge
vers x.

Preuve.

=) Supposons que z est une valeurs d’adhérence de la suite (z,,) alors
Ve>0,YNeN, d3peN, p> N, d(z,,x) <e. (2.1)
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2.3. Limite et continuité dans un espace métrique

Construisons par récurrence une sous suite qui converge vers z. Soit ¢ : N +— N définie
comme suit : On choisit ¢(0) arbitrairement. D’aprés (2.1), pour € = 1, pour N = ¢(0) + 1,
on pose (1) = p, alors (1) > ¢(0) et d(z,n),z) < 1.

Supposons que ¢(n — 1) connu (n > 1), d’apres (2.1), pour € = = et N = o(n — 1)+ 1, il

existe p € N, qu’on note ¢(n) tel que

p(n) > @(n—1) (2.2)

et

d(mw(n), JI) < (2.3)

1

n

De (2.2) ¢ est strictement croissante et de (2.3), (Zy(n))n converge vers .
<) Supposons que 7}13)10 Tym) = T ol ¢ : N N est strictement croissante. Soit € > 0 et

N € N, alors Ing € N tel que si n > ng, on ait d(zyx,, ) < €.

Posons m = max{N,ng} et p = p(m) alors p > m. Nous avons p > N et d(z,,z) < . Donc

z est valeur d’adhérence de la suite. O

Corollaire 2.3. Si nhllgo Tn, =L, alors € est ['unique valeur d’adhérence de la suite.
Preuve.
En fait, ce corollaire vaut dés que X est un espace topologique séparé. Soit alors ¢/ € X
tel que £ # ¢'. Tl existe V € V(¢) et W € V() tels que VN W = (). Comme il existe ng € N
tel que pour tout n > ng, x, € V et donc z,, ¢ W, on constate que {n € N, z,, € W} est

fini, d’ou ¢’ n’est pas valeur d’adhérence. OJ

2.3.2 Continuité

Proposition 2.3.5. Soit (X,d), (Y,d') deuz espaces métriques, f : X — Y une application

et xg € X. Alors f est continue en xy si et seulement si

Ve >0, 30 >0, Vo € X, d(zg,z) <d = d'(f(xg), f(x)) <e.

Preuve.
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2.3. Limite et continuité dans un espace métrique

=) Supposons que f est continue en xgy. Soit € > 0, alors B(f(x¢),e) € V(f(xg)). Donc

il existe V' € V(xg) tel que f(V) C B(f(zo),e). D’autre part, par la Proposition 2.2.3,

V eV(zg) & 36>0, B(xg,0)CV

= 36 >0, f(B(wo,0)) C f(V) C B(f(x0),¢)
= 34, Yz € B(x0,9) = f(z) € B(f(x0),¢)
&

36 >0, Vz € X, d(x,x9) > = d'(f(x0), f(x)) <.

D’ou le résultat.

<) Soit W € V(f(xg)), alors, par la Proposition 2.2.3| il existe € > 0 tel que B(f(x¢),¢) C

W. Donc,
e>0 = 36>0,Vze X, d(z,zg) >0 =d(f(x0), f(x)) <e
= 36 > 0,Vx € B(zg,0) = f(z) € B(f(x0),¢)
= 3V = B(xg,6) € V(xg), f(V)C W.
D’ou f est continue en xg. O

Proposition 2.3.6. Soient (X,d) et (Y,d') deux espaces métriques et soit f: X — Y une
application. Alors, f est continue au point xy € X si et seulement si pour tout de suite (x,,)n
de points de X convergeant vers xq, la suite (f(x,)), converge vers f(xq).

Preuve.

=) Supposons que (z,), converge vers zo € X. Soit € > 0. Puisque f est continue en x,

il existe 6 > 0 tel que pour tout = € X,
d(zg,x) < 6 = d(f(x0), f(z)) <e. (2.4)
Or, puisque § > 0 et nh—>nolo Tp = Xo
dng €N, Vn € N, n > ng = d(zg,z) <9 = d'(f(xg), f(x)) <e.

Dot lim f(z,) = f (o).

<) Supposons que f n’est pas continue en g, alors

Je >0, V6§ >0, 3z € X, d(xg,x) <IN (f(x), f(z0)) > €.
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2.4. Sous espaces métriques et espaces produits

Donc
1
de >0, Vn e N, 3z, € X, d(xg,z,) < — ANd(f(z,), f(x0)) > €.
n
On a donc construit une suite (z,)uen+ telle que d(zg, x,) < % pour tout n € N*, alors

lim d(xg,z,) =0, dou lim z, = x.

n—oo n—oo

D’autre part 3¢ > 0, Vn € N*, Ing = n € N*, d'(f(zn,), f(xo)) > €, dou (f(xy)), ne

converge pas vers f(xo). O

Définition 2.3.1. Soit (X,d), (Y,d') deuzx espaces métrique et f : X — Y une application.
f est dite

— uniformément continue si
Ve >0, 36 > 0,V(x,2') € X2, d(z,2") <6 = d(f(z), f(z))) < &
— lipschitzienne de rapports k > 0 si
Y(z,2") € X2, d'(f(z), f(2) < kd(z, ).
Lorsque k < 1, on dit qu’elle est contractante.

Proposition 2.3.7. Toute application lipschitzienne est uniformément continue et toute

application uniformément continue et continue.

Définition 2.3.2. Soit (X,d), (Y,d') deuzx espaces métrique et f : X — Y une application.

On dit que f est une isométrie si elle est bijective et

V(z,2') € X, d'(f(x), f(z)) = d(z,).

2.4 Sous espaces métriques et espaces produits

2.4.1 Sous espaces métriques

Soit (X, d) un espace métrique, et A une partie de X. La restriction de la distance d
a A x A vérifie évidemment les trois axiomes de distance, ainsi, (A, d) est aussi un espace

métrique, on dit que c’est un sous espace métrique de (X, d).
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2.5. Diverses notions d’équivalence des distances

Proposition 2.4.1. 1. Les ouverts de (A,d) sont les intersections des ouverts de (X, d)

avec A.

2. Une suite (x,), de points de A converge dans (A, d) si et seulement si elle converge

dans (X, d) vers un point ¢ qui appartient a A.

2.4.2 Produits d’espaces métriques

On considére maintenant deux espaces métriques (X, d) et (Y, d’). Sur 'ensemble produit

X XY on définit les trois application suivantes, pour tous (z,y), (z/,y') € X XY

di((z,y), (" y)) = d(z,2") + d'(y.¢),

[N

dy((z,y), (',y) = (d(z,2")* + d'(y,/)*)?,
doo((2,y), (2", ¢)) = max{d(x,2"),d(y, ).

Proposition 2.4.2. Les applications dy, do, do sont des distances sur l’ensemble X x Y.

On obtient ainsi trois espaces métriques appelés espaces métriques produits de (X, d) et

(v, d).

2.5 Diverses notions d’équivalence des distances

Définition 2.5.1. On dit que deux distances d et d' sur un méme ensemble X sont topo-
logiquement équivalentes si Ty = Ty. Ceci est équivalent a dire que les deux applications

identiques suivantes sont continues.
Idx : (X,d) — (X,d) Idy - (X,d) — (X,d)

et
€T — X €T — xr

Définition 2.5.2. On dit que deuz distances d et d' sur un méme ensemble X sont uni-
formément équivalentes si les deux applications identiques suivantes sont uniformément

continue.

Idx : (X,d) — (X,d) . Idy : (X,d) — (X,d)
e
r o T r o~ T
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2.5. Diverses notions d’équivalence des distances

Définition 2.5.3. On dit que deux distances d et d' sur un méme ensemble X sont équi-

valentes s’il existe a« > 0 et 3> 0 tels que
Va,y € X, ad(r,y) < d(z,y) < Bd'(2,y).

Ceci est équivalent a dire que les deux applications identiques suivantes sont lipschitziennes.

Ihx: (X,d) — (X.d) Ty (Xd) = (X.d)
€
r — X r — X

Proposition 2.5.1. Deux distances équivalentes sont uniformément équivalentes et deux

distances uniformément équivalentes sont topologiquement équivalentes.

Exemple 2.5.1. Les trois distances dy, ds et do définies sur R™ sont équivalentes.

En effet, soit x,y € R". On a

doo(2,y) = fgfgglh?z — Uil = |Tiy — Yio |

pour un certain ig € {1,...,n}. Donc

n
doo(x7y) = |xi0 - yi0| < Z |x7« - yz| = dl(x7y)
=1

et
0y (z,y) = z 22— ] < z 510 — 0] = (2, ).

D’ou ! !

doo(,y) < di(,y) < ndoo(,y).
D€ méme 1 1

dy(z,y) = (z@c - y>) < <z< - ym)?)? — Vidn(z.y)
et ! ! A
do(,9) = (510 — 1))} < (2( W)Q — ().

D’ou !

doo(SC,y) < dg(ﬂ?,y) < \/ﬁdoo(xvzﬁ

Proposition 2.5.2. Soient (X, d) et (Y,d') deux espace métrique. Les trois distances dy, ds,

do définies dans la sous-section 2.4.2 sur l’espace produit X XY sont équivalentes.
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2.6. Espace complet

2.6 Espace complet
Soit (X, d) un espace métrique.

Définition 2.6.1. On appelle suite de Cauchy toute de suite (x,,), d’éléments de X véri-
fiant

Ve >0, dng € N, Vn,m € N, m >n > ng = d(x,, z,) <&,

i-e., lim d(zy, Tm) = 0.
m>n

Proposition 2.6.1. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

Preuve.

Soit (x,), C X telle que nlLIIOlo x, = x. Soit € > 0, alors il existe ny € N telle que pour
tout n € N, n > ng, on ait d(z,,z) < 5.

Soit m,n € N tels que m > n > ng donc d(x,,x) < § et d(xy,,x) < 5, d’oil

£
2
C’est-a-dire (x,), et une suite de Cauchy. O

Proposition 2.6.2. Toute suite de Cauchy est bornée
Preuve.

Soit (z,), C X une suite de Cauchy alors
Ve >0, dng € N, Vn,m € N, m >n > ng = d(x,, z,) < €.
En particulier pour e =1 et n = ng, on a
Vm > ng, d(Tng,Tm) < 1.

On pose M =  max d(zy, T, ), donc pour tout m € N, d(z,, Ty,) < max{M,1} = C, d’ou
SREN0

()0 C B(p,,C). O

Proposition 2.6.3. Toute suite de Cauchy admettant une sous suite convergente converge.
Autrement dit, une suite de Cauchy possédant une valeur d’adhérence est convergente.

Preuve.
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Soit (x,), une suite de Cauchy dans X et soit (z,, )r>1 une sous suite de (z,), telle que

lim z,, = ¢ € X. Soit € > 0, alors

k—o0

AN N, Vn,meN, m>n> N = d(@m, v,) < %)

et

(ko €N, Vk €N, k> ko = d(wn,,2) < %).
On prend ng = ng, > max{N,ng,} et on a pour m > ng
A(z, ) < AT, Tny) + d(20y, L) < €,
donc, nhlgo T, =4. O

Proposition 2.6.4. Soient (X,d) et (Y,d') deux espaces métriques et f : X — Y une
application. Alors, si f est uniformément continue, l'image par f d’une suite de Cauchy
dans X est une suite de Cauchy dans'Y .

Preuve.

Soit € > 0. Puisque f est uniformément continue
30 > 0,Vo,y € X, d(z,y) <d = d(f(z), f(y)) <e.
Comme (z,,), est une suite de Cauchy et § > 0 on a
Ing € N,Vm,n € Nom > n > ng = d(z,, xn) <0 = d(f(x,), f(zm)) <e.
D’ou (f(zy,))n est une suite de Cauchy dans Y. O

Définition 2.6.2. Un espace métrique (X, d) et dit complet si toute suite de Cauchy dans

(X,d) est convergente.
Exemple 2.6.1. R muni de la distance usuelle est complet.

Théoréme 2.6.5 (Théoréme de prolongement). Soient (X,d) et (Y,d') deuz espaces
métriques, A une partie dense dans X et f : A — Y une application uniformément continue.
Si (Y,d') est complet, f se prolonge de maniére unique en une application continue f:X—
Y. De plus, f est uniformément continue.
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2.7 Théoréme du point fixe

Définition 2.7.1. Soit (X,d) un espace métrique et f : X — X une application.

On dit que x € X est un point fize de f si f(x) = x.

Théoréme 2.7.1 (Théoréme du point fixe). Soit (X, d) un espace métrique complet non
vide et f: X — X wune application contractante. Alors f admet un unique point fixe.
Preuve.
1. Existence. Soit g € X et posons z,11 = f(z,), ¥n € N. Montrons que (z,) est une
suite de Cauchy.

Pour n > 1, on a
d(xpi1,2n) = d(f(zn), f(2n-1)) < kd(zp, x40-1),

avec k < 1. D’ou, par récurrence, pour tout n € N, d(x,41, z,) < k"d(z1, x0).
e Si d(xy,z9) =0, alors x; = f(z9) = x¢, donc x( est un point fixe de f.

e Si d(xy,z0) > 0, soit m,n € N, tels que m > n. On a

m—n—1
d(l’m,l'n) = d(anriaanriJrl)
=0
m—n—1 ]
S knJer(.fUl, 513'0)
i=0
m—n—1 )
= d(l’l,ﬂio) Z I{ZnJr’L.
=0

En utilisant la somme d’une suite géométrique, il vient que

(T, ) < d(x1, 20)k" T p (21, 20) < -

d(zy1,9) (puisque 0 < k < 1).

Or, lim Ed(z1,20) = 0, don Jlngod(xm, x,) = 0. Donc (z,), est une suite de Cauchy dans
m>n

X qui est complet, alors la suite admet une limite que nous désignons par /.

Enfin f ¢tant lipschitzienne, elle est continue. Ainsi lim f(z,) = f(£), mais lim z,.1 = £,

I'unicité de la limite nous donne f(¢) = /.

2. Unicité. Soit ¢; et ¢ deux points fixes avec f1 # {5, alors

d(l1,€y) = d(f(l1), f(€2)) < kd(ly,€y) < d({y1,4s).

Ceci est absurde, d’ot I'unicité du point fixe. O
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