
CHAPITRE 3

Espaces compacts

3.1 Espaces topologiques compacts

Définition 3.1.1. Soit (X, T ) un espace topologique, A un sous ensemble de X et (Ui)i∈I

une famille de sous ensembles de X. On dit que (Ui)i∈I est un recouvrement de A si

A ⊂ S
i∈I

Ui et si A = X, on aura X =
S
i∈I

Ui.

Si tous les Ui sont des ouverts, on dit que cette famille est un recouvrement ouvert.

Si J ⊂ I et J est fini, on dit que (Ui)i∈J est un sous recouvrement fini.

Exemple 3.1.1. Considérons l’espace topologique (R, TR).

• ({x})x∈R est un recouvrement de R.

• (]n, n + 2[)n∈Z est un recouvrement ouvert de R.

• (]−1, 1
n
[)n∈N∗ est un recouvrement ouvert de ]0, 1[ et pour J = {1, 2, 3} ⊂ N∗, (]−1, 1

n
[)n∈J

est un sous recouvrement fini.

Définition 3.1.2. Un espace topologique (X, T ) est dit compact s’il est séparé et s’il vérifie

la propriété suivante dite axiome de Borel-Lebesgue.

De tout recouvrement ouvert de X, on peut extraire un sous-recouvrement fini, i.e.,

∀(Oi)i∈I ⊂ T , X =
[

i∈I

Oi ⇒ ∃J ⊂ I, J fini ; X =
[

i∈J

Oi.

Exemple 3.1.2.

1. L’ensemble vide est compact.
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3.1. Espaces topologiques compacts

2. Tout espace topologique séparé et fini est compact. En effet, si X est fini et (Oi)i∈I est

un recouvrement ouvert de X, alors pour tout x ∈ X, il existe ix ∈ I tel que x ∈ Oix

(car les Oi recouvre X). L’ensemble J = {ix, x ∈ X} ⊂ I est fini et la famille (Oi)i∈J

est un sous-recouvrement fini.

3. (R, TR) n’est pas compact. En effet, en prenant, pour tout n ∈ N, On =]−n, n[∈ TR, on

a R =
S

n∈N
On, donc (On)n∈N est un recouvrement ouvert de R, mais si on suppose qu’il

existe un sous-recouvrement fini alors il existe J ⊂ N fini tel que R =
S

n∈J
] − n, n[=

]−maxn∈J n, maxn∈J n[ absurde. Donc (R, TR) n’est pas compact.

Proposition 3.1.1. Soit (X, T ) un espace topologique séparé. On a l’équivalence entre

(i) X est compact.

(ii) De toute famille (Fi)i∈I de fermés de X, dont l’intersection est vide, on peut extraire

une sous-famille dont l’intersection est vide, .i.e.,

\

i∈I

Fi = ∅ (Fi étant fermé ∀i ∈ I) ⇒ ∃I ⊂ I fini,
\

i∈J

Fi = ∅.

Preuve.

(i) ⇒ (ii) Soit (Fi)i∈I une famille de fermés de X telle que
T

i∈I Fi = ∅. On pose Oi = CFi
X ,

∀i ∈ I, donc (Oi)i∈I est une famille d’ouverts de X. On a

\

i∈I

Fi = ∅ ⇔ C

T
i∈I

Fi

X = X ⇔ X =
[

i∈I

Oi.

Donc, (Oi)i∈I est un recouvrement ouvert de X et comme X et compact, on peut lui extraire

un sous-recouvrement fini, i.e., il existe J ⊂ I fini tel que X =
S

i∈J
Oi. D’où

T
i∈J

Fi = ∅.

(ii) ⇒ (i) Soit (Oi)i∈I un recouvrement ouvert de X. on pose Fi = COi
X , ∀i ∈ I, alors

\

i∈I

Fi =
\

i∈I

COi
X = C

S
i∈I

Oi

X = CX
X = ∅.

Donc, il existe J ⊂ I fini tel que
T

i∈J
Fi = ∅. D’où

S
i∈J

Oi = X. Par conséquent, X est compact.

�

Définition 3.1.3. Soit (X, T ) un espace topologique et A une partie de X.

On dit que A est une partie compacte de (X, T ) si (A, TA) est compact.
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3.1. Espaces topologiques compacts

Proposition 3.1.2. Soit A une partie d’un espace topologique séparé (X, T ).

A est compacte si et seulement si pour tout recouvrement ouvert de A, on peut extraire un

sous-recouvrement fini.

Proposition 3.1.3. Toute partie compacte d’un espace topologique séparé est fermée.

Preuve.

Soit A une partie compacte d’un espace topologique séparé (X, T ). Considérons un point

a ∈ CA
X . Pour tout x ∈ A, on a x 6= a, alors il existe deux ouverts Ox et Ux tels que x ∈ Ox,

a ∈ Ux et Ox ∩ Ux = ∅. (Ox)x∈A est donc un recouvrement ouvert de A, il existe donc

(x1, . . . , xn) ∈ An tel que A ⊂
nS

i=1
Oxi

.

Posons O =
nS

i=1
Oxi

et U =
nT

i=1
Uxi

alors

O ∩ U =
n[

i=1

Oxi
∩

n\

i=1

Uxi
⊂

n[

i=1

(Oxi
∩ Uxi

) = ∅.

Donc A ∩ O = ∅, d’où O ⊂ CA
x , et comme O est un ouvert qui contient x, CA

x ∈ V(a), et

puisque a est arbitraire, CA
X est un voisinage de chacun de ses points, donc un ouvert, d’où

A est fermée. �

Proposition 3.1.4. Soit (X, T ) un espace topologique compact. Une partie de X est com-

pacte si seulement si elle est fermée.

Corollaire 3.1. Soit X un espace topologique séparé.

1. Toute intersection de parties compactes de X est compacte.

2. Toute union finie de parties compactes de X est compacte.

Preuve.

1. Soit (Ai)i∈I une famille de compacts donc de fermés. L’intersection
T
i∈I

Ai est donc un

fermé du compact Ai0 , avec i0 ∈ I fixé. D’où un compact.

2. Soit (Ak)k∈{1,...,n} une famille finie de compacts. Soit (Oi)i∈I un recouvrement ouvert

de
nS

k=1
Ak, c’en est un des compacts A1, . . . , An pris séparément. Pour k ∈ {1, . . . , n}, il

existe Jk ⊂ I tel que Ak ⊂
S

i∈Jk

Oi. On prend J =
nS

k=1
Jk, alors (Oi)i∈J un recouvrement

fini de
nS

k=1
Ak.
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3.2. Espaces métriques compacts

�

Définition 3.1.4. Soit (X, T ) un espace topologique et A une partie de X.

On dit que A est relativement compacte si A est compact.

Proposition 3.1.5. Soient X et Y deux espaces topologiques. Alors X × Y est compact si

et seulement si X et Y sont compacts.

Proposition 3.1.6. Soit X un espace topologique compact.

1. Toute suite (xn)n d’éléments de X admet une valeur d’adhérence.

2. Si (xn)n admet une seule valeur d’adhérence, alors elle converge dans X vers cette

valeur.

3.2 Espaces métriques compacts

Définition 3.2.1. Un espace métrique (X, d) est dit précompact (ou totalement borné)

si, pour tout ε > 0, il existe un recouvrement fini de X par des boules de rayon ε, i.e., il

existe n ∈ N∗ et {x1, . . . , xn} ⊂ X tels que X =
nS

i=1
B(xj, ε).

Une partie A d’un espace métrique (X, d) est dite précompacte (ou totalement bornée)

si, pour tout ε > 0, il existe un recouvrement fini de A par des boules de rayon ε, i.e., il

existe n ∈ N∗ et {x1, . . . , xn} ⊂ X tels que A ⊂
nS

i=1
B(xj, ε).

Proposition 3.2.1. Soit (X, d) un espace métrique et A ⊂ X.

1. Si X est précompact, alors A est précompact.

2. Si A est précompact alors A est précompact.

Proposition 3.2.2. Soit (X, d) un espace métrique tel que toute suite dans X possède une

sous-suite convergente (i.e., possède au moins une valeur d’adhérence). Alors X est précom-

pact.

Preuve.

Si X n’est pas précompact, il existe ε > 0 tel que X ne soit jamais recouvert par un

nombre fini de boules de rayon ε. Soit x0 6∈ X, On a B(x0, ε) 6= X. Soit x1 ∈ B(x2, ε).

Alors B(x0, ε) ∪ B(x1, ε) 6= X. Soit x2 6∈ B(x0, ε) ∪ B(x1, ε) 6= X, etc. Par récurrence, on
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3.3. Espaces localement compacts

trouve une suite (xn)n telle que xm 6∈
m−1S
n=1

B(xn, ε). Il s’ensuit que d(xn, xm) ≥ ε, pour tous

m, n ∈ N, m > n. Une telle suite ne peut pas avoir de sous suite de Cauchy, donc elle ne

peut pas avoir une sous suite qui converge, ce qui montre par l’absurde la précompacité de

X . �

Théorème 3.2.3. Un espace métrique (X, d) est compact si seulement s’il vérifie l’assertion

suivante dite axiome de Bolzano-Weirstrass :

Toute suite d’éléments de (X, d) admet une valeur d’adhérence (i.e., De toute suite d’élé-

ments de (X, d) on peut extraire une sous suite qui converge).

Proposition 3.2.4. Soit (X, d) un espace métrique. Alors, les propriétés suivantes sont

équivalentes.

1. X est compact.

2. X est précompact et complet.

Proposition 3.2.5.

1. Un espace métrique compact est borné.

2. Une partie compacte d’un espace métrique et bornée.

Preuve.

Soit A une partie compacte. Pour un certain r > 0, on a A ⊂ S
x∈A

B(x, r). Donc

(B(x, r))x∈A est un recouvrement ouvert de A, on peut en extraire un sous-recouvrement

fini, i.e., il existe J = {x1, . . . , xn} ⊂ A tel que A ⊂
nS

i=1
B(xi, r).

On pose C = max
i∈{1,...,n}

d(x1, xi) + 2, alors

A ⊂
n[

i=1

B(xi, r) ⊂ B(x1, C).

Donc A est bornée. �

Proposition 3.2.6. Les compact de Rn sont les ensembles fermés Bornés.

3.3 Espaces localement compacts

Définition 3.3.1. Soit X un espace topologique séparé. On dit que X est localement com-

pact si tout point de X admet un voisinage compact.
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Exemple 3.3.1. 1. Les espaces topologiques Rn, n ∈ N ne sont pas compacts mais il sont

localement compacts.

2. Un espace topologique compact X est lecalement compact, car X est un voisinage de

chacun de ses points.

3. Q muni de la topologie induite par celle de R n’est pas localement compact.

Proposition 3.3.1. Une partie fermé d’un espace topologique localement comapct est loca-

lement compact

Preuve.

Soit A une partie fermé d’un espace topologique localement compact X et soit x ∈ F ,

alors il existe une voisinage compact V de x dans X, donc V est fermé. Alors V ∩ A est un

voisinage de x dans A et est un fermé dans V , d’où un compact. �

Proposition 3.3.2. Une partie ouverte d’un espace topologique localement compact est lo-

calement compact.

Proposition 3.3.3.

1. Un produit fini d’espaces topologiques localement compacts est localement compacts.

2. L’intersection de deux sous espaces localement compacts d’un espace topologique séparé

est localement compacte.
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