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Exercice 1 :
Soit X un ensemble non vide et soit

Tcf = {∅} ∪ {A ⊂ X, CA
X est fini}.

Montrer que Tcf est une topologie sur X (appelée la topologie cofinie) et décrire les
ensembles fermés de (X, Tcf ).

Exercice 2 :
Soit (X, T ) un espace topologique et f une application quelconque de X dans un ensemble
Y . Soit

Θ = {B ⊂ Y, f−1(B) ∈ T }.
Montrer que Θ est une topologie sur Y et décrire les ensembles fermés de (Y, Θ).

Exercice 3 :
Soient (X, T ) un espace topologique et B une famille de parties ouvertes dans X. Montrer
que les deux conditions suivantes sont équivalentes.

1. B est une base d’ouverts.
2. Pour tout x ∈ X, Bx = {B ∈ B; x ∈ B} est une base de voisinages de x.
Exercice 4.

Soit (X, T ) un espace topologique et A,B ⊂ X.

1. Montrer que
◦ûA ∩B =

◦
A ∩

◦
B et

◦
A ∪

◦
B ⊂

◦ûA ∪B.
2. Donner un exemple où l’inclusion de droite est stricte.

3. Montrer que si A ∩B = A ∩B = ∅ alors
◦ûA ∪B =

◦
A ∪ ◦

B.
4. Montrer que A ∪B = A ∪B et A ∩B ⊂ A ∩B.
5. Donner un exemple où l’inclusion de droite est stricte.
6. On suppose que A est ouvert.

(a) Montrer que A ∩B ⊂ A ∩B.
(b) Donner un contre-exemple dans R si on ne suppose pas A ouvert.
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Exercice 5.
Soit X un ensemble et ϕ : X → P(P(X)) une application vérifiant
(V1) A ∈ ϕ(x) et A ⊂ B ⇒ B ∈ ϕ(x)

(V2) A,B ∈ ϕ(x) ⇒ A ∩B ∈ ϕ(x)

(V3) A ∈ ϕ(x) ⇒ x ∈ A

(V4) A ∈ ϕ(x) ⇒ ∃B ∈ ϕ(x) tel que ∀y ∈ B, A ∈ ϕ(y).
On définit

T = {A ∈ P(X), ∀x ∈ A, A ∈ ϕ(x)}.
Montrer que (X, T ) est un espace topologique pour lequel ϕ(x) est l’ensemble des voisinage
de x, pour tout x ∈ X.

Exercice 6 :
Soit R l’ensemble des nombres réel et soit ΘR = {]a, +∞[, a ∈ R} ∪ {∅,R}.

1. Montrer que ΘR est une topologie sur R.
2. Décrire les ensembles fermés de (R, ΘR).
3. Déterminer l’adhérence des ensembles [3, 7[, {7, 24, 47, 85} et {3, 6, 9, 12, . . .}.
4. Trouver l’intérieur, l’extérieur et la frontière de A = [7, +∞[.
Exercice 7 :

On munit l’ensemble X = {a, b, c, d, e, f, g, h} de le topologie

T = {∅, {a}, {a, b}, {a, f, g}, {a, b, f, g}, X}.
1. Définir un topologie T1, non grossière, moins fine que T et une topologie T2, non

discrète, tel que T soit moins fine que T2.
2. Déterminer une base de voisinages de f .
3. L’espace topologique (X, T ) est-il séparé ?
4. On pose A = {a, e, f}. Déterminer TA la topologie trace sur A.
Exercice 9.

Soit (X, T ) un espace topologique et A une partie de X.
1) Montrer que Fr(A) = Fr(CA

X) et que A = Fr(A) si et seulement si A fermé d’intérieur
vide.
2) Montrer les inclusions

Fr(A) ⊂ Fr(A); Fr(
◦
A) ⊂ Fr(A); Fr(A ∪B) ⊂ Fr(A) ∪ Fr(B).

3) Montrer que si A ∩B = ∅, alors Fr(A ∪B) = Fr(A) ∪ Fr(B).
4) Montrer que A est un ouvert si et seulement si A ∩ Fr(A) = ∅.
5) Montrer que A est un fermé si et seulement si Fr(A) ⊂ A.
6) Montrer que A est ouvert et fermé si et seulement si Fr(A) = ∅.
7) Montrer que {

◦
A,Fr(A), ext(A)} forme une partition de X.

Exercice 10.

Soit X un espace topologique A ⊂ X. Montrer que A ∪
◦÷CA
X est dense dans X.

Exercice 11.
Soit A et B deux parties d’un espace topologique (X, T ), U une partie de A∪B. On suppose
que U est un ouvert du sous espace (A, TA), et un ouvert du sous espace (B, TB).
Montrer que U est un ouvert du sous espace A ∪B.
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Exercice 11.
Soit X = {a, b, c} muni de la topologie T = {∅, {a}, {a, c}, X} et Y = {1, 2, 3, 4} muni de la
topologie Θ = {∅, {1, 2}, {1, 2, 3}, Y }. Soit f : X → Y une application définie par f(a) = 1,
f(b) = 2 et f(c) = 3.

1. Détrminer V(a), V(b) et V(c).
2. Détrminer V(1), V(2), V(3) et V(4).
3. Montrer que f est continue en a et c. Est elle continue en b.
Exercice 12.

Soient (X, T ) et (Y, Θ) deux espaces topologiques et f : X → Y une application.
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes.

1. f est continue.

2. Pour tout B ⊂ Y , f−1(
◦
B) ⊂

◦üf−1(B).
3. Pour tout B ⊂ Y , f−1(B) ⊂ f−1(B).
Exercice 13.

Soit (X, T ), (Y, Θ) deux espaces topologiques et f : X → Y une application. Soit (Ai)i∈I un
recouvrement ouvert de X.
Montrer que si les restrictions f|Ai

sont continues pour tout i ∈ I alors f est continue.

Exercices Supplémentaires

Exercice 1.
Soit X un ensemble, (Y, TY ) un espace topologique et f : X → Y une application. On pose

Tf = {f−1(O), O ∈ TY }.

1. Montrer que Tf définit une topologie sur X.
2. Soit TX une topologie sur X telle que f : X → Y est continue. Montrer que Tf ⊂ TX .
3. Soit (Z, TZ) un espace topologique et g : Z → Y une application continue telle qu’il

existe une application ḡ : Z → X telle que g = f ◦ ḡ. Montrer que si on munit X de la
topologie Tf , alors ḡ est continue

Exercice 2.
Soit O un ouvert d’un espace topologique (X, T ).
Montrer que pour toutr partie A de X, on a l’équivalence

A ∩O = ∅ ⇔ A ∩O = ∅.

Exercice 3.

Soient X, Y des espace topologiques et f : X → Y une application continue.
1. Soient A et B des parties de X telles que A = B. Montrer que l’on a f(A) = f(B).
2. Soit A une partie de X. Montrer que si A est dense dans X et f(X) est dense dans Y ,

alors f(A) est dense dans Y . En particulier, si A est dense dans X et f est surjective,
alors f(A) est dense dans Y .
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