CHAPITRE b

Espaces vectoriels normés

5.1 Norme- espaces vectoriels normés

Définition 5.1.1. Soit E un espace vectoriel sur le corps K =RV C.

On appelle norme sur E toute application N : E — R, vérifiant les axiomes suivants.
1. Séparation. Pour tout x € E, N(z) =0 = 2z = 0.
2. Homogénéité. Pour tout x € E et tout A € K, N(Az) = |A\|N(z).
3. Inégalité triangulaire. Pour tout x,y € E, N(z +vy) < N(x) + N(y).
Le couple (E, N) est alors appelé espace vectoriel normé.
Remarque 5.1.1.
e N(0) =0 (en prenant A = 0 dans 2.).
e On note la norme N par || - ||, c-a-d, N(z) = ||z]|.
Exemple 5.1.1.
1. K étant considéré comme un K-espace vectoriel, x +— |z| est une norme sur K.

2. Sur K™, on peut définir les trois normes suivantes, qui sont dites normes standards

sur K", pour tout x = (z1,...,2,) € K"
]l = ; zil, [l = (; [2il%)2, Izl = max |zi].
La norme || - ||2 est appelée la norme euclidienne sur K".
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5.1. Norme- espaces vectoriels normés

3. Soient (E,|| - ||) un espace vectoriel normé et F un sous-espace vectoriel de E. La

restriction de la norme || - || sur F' est une norme, appelée norme induite.

Définition 5.1.2. On appelle semi-norme sur un K-espace vectoriel E, toute application

N : E — Ry vérifiant les propriétés 1. et 2. dans la Définition |5.1.1.

Proposition 5.1.1. Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé. L’application d : Ex E — Ry
définie par

d(z,y) =z —yll, Vz,yek
est une distance sur E appelée distance induite par la norme. La topologie induite par
cette distance est dite topologie associé a la norme.

Preuve.

Pour tout z,y,z € F/, on a

Ldry=0s|z-y|=0cr-y=02=y.
2. d(w,y) = e =yl =l = (y—2)| =" lly — 2l = d(y, ).
3. d(a,y) = lle =yl = lle — 2+ 2 =yl < o — 2] + ||z — yl| = dla.2) + d(z, ).
OJ
Remarque 5.1.2. De la proposition précédente, tout espace vectoriel normé est métrique,

donc topologique.

Proposition 5.1.2. La norme || - || est une application 1-lipschitzienne de (E,|| - ||) dans
R., ie.,

ezl =Myl < lz = yll,  Va,y € E.

Preuve.

Pour tous z,y € E, on a d’aprés 3.
2l = lle =y +yl <llz =yl +llyll et Nyl =lly ==+l <lly — =[] + ||z
d’ou, d’apreés 2.

el = 1lyll < llz =yl et [lyll = llzll < lly ==l = llz = yll
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Donc

izl =Tyl < lz = yll.

Définition 5.1.3. Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé. Soient xg € E et r > 0.

e On appelle boule ouverte de centre xq et de rayon r [’ensemble
B(zg,r) ={z € X, ||z — x| <r}.

e On appelle boule fermée de centre xy et de rayon r l’ensemble

B(zg,7) ={z € X, ||z — x| <1}
e On appelle sphére de centre xq et de rayon r l’ensemble
S(xo,r) ={x € X, ||x — ol =1}
La topologie associée a la norme et définie par
Ty ={ACE, Vxe A, Ir>0, B(z,r) C A}

La boule B(0,1) est dite boule unité ouverte, la boule B(0,1) est dite boule unité fermée
et la spheére S(0,1) est dite sphére unité.

Remarque 5.1.3. Si E # {0}, S(0,1) n’est pas vide car elle contient alors o> V2 € E\ {0}.
Proposition 5.1.3. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. Alors, pour x € E et r > 0

on a

B(xg,7) = 29+ B(0,7) = 20 + rB(0,1) et B(xo,r) = o+ B(0,r) = 2o +rB(0,1).

Preuve.

On a
1 1
re€B,r) e |z <r<|-z| <1ls -z € B(0,1) <z erB(0,1).
r r
Donc B(0,7) =rB(0,1). De plus
x € B(xg,r) & ||z —xo|| <r e x—x9 € B(0,r) &z € a9+ B(0,r).

Donc B(zg,7) = ¢ + B(0,7) = o + rB(0, 1). O
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5.2. Normes équivalentes

Définition 5.1.4. On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet.

Exemple 5.1.2.
1. (K,|-]) est un espace de Banach

2. K™ est un espace de Banach pour chacune des trois normes.

5.2 Normes équivalentes

Définition 5.2.1. Deur normes || - ||1 et || - |2 sur un méme espace vectoriel E sont dites

équivalentes si T, = T,

Proposition 5.2.1. Deuz normes | - |1 et || - |2 sur un méme espace vectoriel E sont

équivalentes si et seulement s’il existe deux réels a > 0 et 3 > 0 tels que, pour tout x €
aflzll; < [lzfl2 < Bllzlh.

Les structures métriques définies par ces normes sur E sont alors topologiquement équiva-

lentes et équivalentes.
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