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Exercice 1.
Soit f : R — R un homéomorphisme, R est muni d’'une distance d. On définit une nouvelle

distance ¢ par : §(z,y) = d(f(z), f(y)).
1. Montrer que f est une application ouverte.

2. Vérifier que ¢ est bien une distance sur R.
3. Montrer qu’elle est topologiquement équivalente a la distance d.
4. Déduire que les deux distances suivantes définies par
di(z,y) =lz—yl, et da(z,y) =2’ =y
sont topologiquement équivalentes. Sont elles équivalentes 7
Exercice 2.
Soit (X, d) un espace métrique.

1. Soit (x,) une suite dans X vérifiant

1
Vn € N, Vp € Nid(z,, Tpyp) < -

Montrer qu’elle est de Cauchy.

2. Soit (z,,) une suite de Cauchy dans X et (y,) une autre suite dans X, on suppose que
la suite réelle (d(z,,yn)) tend vers 0. Montrer que la suite (y,,) est aussi une suite de
Cauchy.

Exercice 3.
Soit X = C([0,1],R) I'ensemble des applications continues f : [0,1] — R. On définit pour
frgeX

1
ai(f.9) = [ @lf(@) - g(@)da
et )
af.9) = ([ o(7(@) - gla))?dz).
1. Vérifier que d; et dy définissent des distances sur X.

2. Montrer que pour tout f,g € X, di(f,g) < %dg(f, g). (Utiliser 'inégalité de Cauchy-
Schwarz).

3. Montrer que d; et dy ne sont pas équivalentes. (Considérer f, définie par

n—n’r si xe€l0,2]
f”<x>_{0 si x e[+ 1],

pour tout = € [0,1] et tout n € N* et g,, = 0, pour tout n € N*.)



