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ياضيات   2محاضرات الر
ية وعلوم التسيير  السنة الأولى جذع مشترك للعلوم الاقتصادية والعلوم التجار

2021 
2022 

 سلامنية فتيحة: الأستاذة 

 

 

 2 البرنامج المقرر لمقياس الرياضيات 

 

  .الشعاعي الفضاء بنية :الفصل الأول 

 .الخطية التطبيقات :الفصل الثاني 

 .المصفوفات والمحددات حول عامة مفاهيم: الفصل الثالث 

 . خطية جملة معادلات  حل : لرابعالفصل ا

 

 الشعاعي الفضاء بنية: الفصل الأول 

 الفضاء الشعاعي الجزئي –تعريف الفضاء الشعاعي  –تعريف عملية خارجية  –تعريف الزمرة  –تعريف عملية داخلية 

 

 :الفضاء الشعاعي  (1

كل تطبيق من ( أأو قانون تركيب داخلي)  عملية داخلية على  نسمي . مجموعة غير خالية  لتكن :  عملية داخلية تعريف

 :أأي  هو عنصر من  تركيب كل عنصرين من المجموعة  نأأ يعني .  نحو  

 
 :مثال 

 :  لأن،  عملية داخلية في   •

 : لأن ،  ليست عملية داخلية في   •

 . عمليات داخلية في  والتقاطع  الاتحاد  •

ذ أأن نقول  . مجموعة غير خالية مزودة بعملية داخلية نرمز لها بــ  لتكن :  زمرة تعريف  :ا كان زمرة ا 

  :  أأي ،تجميعية العملية  (1

  : بحيث  يرمز له بالرمز  يوجد عنصر حيادي في  (2

 :  أأي ،  ـبالنس بة ل نظيرا  من  لكل عنصر  (3

ذ •   : تبديلية أأي  ا كانت العملية ا 

 .زمرة تبديلية  أأن ننا نقول فا  

ذ: ملاحظة   .ا وجد فهو وحيد وهو نظير نفسه العنصر الحيادي ا 

 : أأمثلة 
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2021 
2022 

 سلامنية فتيحة: الأستاذة 

 .ليست عملية داخلية  ليست زمرة لان   •

 . ليس له نظيرا في  نه مثلا ليست زمرة لأ   •

 .زمر تبديلية  ، ،  كل من  •

  بحيث  لتكن  •

 : يلي  كما يعرف الجمع في 

 

 .زمرة تبديلية  : كد أأن تأأ 

 او   كل تطبيق من   عملية خارجية على  نسمي . مجموعة غير خالية  لتكن :  عملية خارجية تعريف

 :أأي  هو عنصر من  يعني أأن تركيب عدد حقيقي أأو مركب مع عنصر من المجموعة .  نحو 

 

 لكن  : لأن  الضرب ليس عملية خارجية على : مثال 

نرمز لها بـ  وبعملية خارجية بالنس بة لــ  مجموعة غير خالية مزودة بعملية داخلية نرمز لها بـ  لتكن : تعريف فضاء شعاعي 

 . 

ذ( ش-ف -) فضاء شعاعي على    : ا كان ا 

 .زمرة تبديلية  (1

  : تحقق الخواص التالية  العملية  (2

•  

•  

•  

•  

 : ملاحظة 

 .تسمى سلميات تسمى أأشعة وعناصر  عناصر  •

 .يسمى الشعاع المعدوم  العنصر الحيادي  •

 . كل فضاء شعاعي يشمل على الأقل الشعاع المعدوم ومنه كل فضاء شعاعي لا يمكن أأن يكون خاليا •

 : الفضاء الشعاعي الجزئي 

من فضاء شعاعي ( ج.ش.ف)فضاء شعاعي جزئي  أأنه  ، نقول عن  من  مجموعة جزئية لتكن : تعريف 

ذ   :ا تحقق ، ا 
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ياضيات   2محاضرات الر
ية وعلوم التسيير  السنة الأولى جذع مشترك للعلوم الاقتصادية والعلوم التجار

2021 
2022 

 سلامنية فتيحة: الأستاذة 

1)   

  (  مس تقرة بالنس بة لـ  ) (2

           (  بالنس بة لـمس تقرة   ) (3

 .كل فضاء شعاعي جزئي هو فضاء شعاعي: ملاحظة 

من فضاء شعاعي ( ج.ش.ف)أأنه  فضاء شعاعي جزئي  ، نقول عن  مجموعة جزئية من  لتكن : خاصية 

ذ   :ا كان ا 

1)   

2)  

  . غير خالي نتحقق من أأن  ثبات أأن لا  : ملاحظة 

  : يلي  معرف كما جزء من  ليكن : 1مثال 

 . فضاء شعاعي جزئي من  لنثبت أأن 

  : لأن  : لدينا  (1

 : ومنه 

 و  أأشعة من  و  : ليكن  (2

  : نضع 

 : لنتأأكد أأن 

 
 .ج من .ش.ف : ومنه.   : أأي

  بحيث  جزء من  ليكن :  2مثال 

 . ج من .ش.ف لنثبت أأن 

  : لأن   (1

 . : ومنه 

 . من  : ليكن  (2

 :نضع 

 

 : لدينا 
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ية وعلوم التسيير  السنة الأولى جذع مشترك للعلوم الاقتصادية والعلوم التجار

2021 
2022 

 سلامنية فتيحة: الأستاذة 

 
 . ج من .ش.ف : ومنه .  : أأي 

 : الاس تقلال والارتباط الخطي 

ذا كان  من  نقول عن  الأشعة . فضاء شعاعي حقيقي ليكن : تعريف   :أأنها مس تقلة خطيا ا 

 
ذا كانت الأشعة   .ليست مس تقلة خطيا نقول عنها أأنها مرتبطة خطيا ا 

 : لدينا .  : ليكن .  من  ليكن الشعاعين ( 1: مثال 

 

 .خطيا  ينمس تقل لشعاعينا: ومنه 

 : لدينا  ليكن .  من  لتكن الأشعة  (2

 

 .الشعاعين مرتبطين خطيا: ومنه 
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ية وعلوم التسيير  السنة الأولى جذع مشترك للعلوم الاقتصادية والعلوم التجار
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 سلامنية فتيحة: الأستاذة 

 

 التطبيقات الخطية: لفصل الثاني ا

 

أأنه تطبيق خطي  تطبيق ، نقول عن  ليكن .  فضائين شعاعيين على  و  لتكن : تعريف التطبيق الخطي 

ذا  : تحقق  ا 

 

 

 :  التعريف السابق يكافئ: ملاحظة 

 . : بـ  نحو  نرمز لمجموعة التطبيقات الخطية المعرفة من  •

 : ليكن التطبيق : مثال 

 

 .تطبيقا خطيا  لنثبت أأن 

 

 

 

 .تطبيق خطي  : ومنه 

ذا كان : ملاحظة   : تطبيق خطي فان  ا 

 : ليكن التطبيق : مثال 

 

  : لدينا 

 .ليس تطبيقا خطيا  : ومنه 

بمجموعة  نعرف صورة التطبيق .  تطبيق خطي أأو   ليكن : تعريف صورة التطبيق الخطي 

 :حيث  : ونرمز لها بـ  من  صور كل الأشعة 
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ية وعلوم التسيير  السنة الأولى جذع مشترك للعلوم الاقتصادية والعلوم التجار

2021 
2022 

 سلامنية فتيحة: الأستاذة 

 

 

 : فان اخطي اتطبيق  ليكن  : ملاحظات 

 . هي عبارة عن فضاء شعاعي جزئي من  • 

ذا كان   •  ذا وفقط ا   . :  غامر ا 

 ليكن : مثال 

 

 . لنحسب . تطبيق خطي   

 

 التي صورها معدومة  بمجموعة العناصر من  نعرف نواة . تطبيقا خطيا  ليكن : تعريف نواة تطبيق خطي 

 : أأي  :  ونرمز لها بـ 

  

 : تطبيقا خطيا  فان  ليكن :  ملاحظات 

 . هي عبارة عن فضاء شعاعي جزئي من   •

ذا كان   • ذا وفقط ا    : متباين ا 

 ليكن : مثال 

 

 :لدينا 
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ياضيات   2محاضرات الر
ية وعلوم التسيير  السنة الأولى جذع مشترك للعلوم الاقتصادية والعلوم التجار

2021 
2022 

 سلامنية فتيحة: الأستاذة 

 

 المصفوفات والمحددات حول عامة مفاهيم:  الفصل الثالث 

 

 :عموميات 

 لكـش ىـعل بعرم أأو ليطمست دولج نضم وعةضوم (أأو المركبة) لحقيقيةا دادلأعا نم منتهية عةومجم يه :تعريف المصفوفة 

هو رقم السطر  حيث  ولعناصر المصفوفة بـ    زو يرمز للمصفوفة بالرم   .وأأعمدة ـطرسأأ 

 هو عمود  سطر و  ذات   صفوفةالشكل العام لم. رقم العمود و 

 

 .ونرمز عادة لهذه المصفوفة بالرمز  أأن هذه المصفوفة من الدرجة  عندئذ ونقول

  . عمود بالرمز  سطر و  ذات ونرمز لمجموعة المصفوفات 

 :  أأمثلة

  ، 

ذا كانتا من نفس الدرجة  و  تتساوى مصفوفتان  ∎ ذا وفقط ا  لهما نفس عدد الأسطر ونفس عدد )ا 

 : مثلا  : عناصرهما المتناظرة متساوية أأي وكانت ( الأعمدة

 :وشكلها العام هو  : أأي  هي مصفوفة عناصرها أأصفار( : المعدومة)المصفوفة الصفرية 

 

أأي  وتسمى العناصر  هي التي تكون عدد أأسطرها يساوي عدد أأعمدتها :  المصفوفة المربعة

 .بالقطر الرئيسي للمصفوفة  

 :مثال 
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ياضيات   2محاضرات الر
ية وعلوم التسيير  السنة الأولى جذع مشترك للعلوم الاقتصادية والعلوم التجار

2021 
2022 

 سلامنية فتيحة: الأستاذة 

ليست كلها معدومة  الرئيسي جميع عناصرها معدومة ماعدا عناصر القطرمربعة  هي مصفوفة : المصفوفة القطرية 

 :وشكلها  

 

 : مثال 

 

و (  ) معدومة الرئيسيهي مصفوفة مربعة  تكون فيها العناصر التي فوق القطر  : المصفوفة المثلثية السفلى

 شكلها 

 

  : مثال 

 

 شكلها و   معدومة الرئيسي التي تحت القطر هي مصفوفة مربعة  تكون فيها العناصر: المصفوفة المثلثية العليا

 

 : مثال 

 

  حيث  : ويرمز لها بـ  تساوي  الرئيسي هي مصفوفة مربعة قطرية عناصر قطرها: وحدة مصفوفة ال
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ياضيات   2محاضرات الر
ية وعلوم التسيير  السنة الأولى جذع مشترك للعلوم الاقتصادية والعلوم التجار

2021 
2022 

 سلامنية فتيحة: الأستاذة 

 

 : مثلا

  ،  ، 

ذا كانت عناصرها متناظرة بالنس بة للقطر الرئيسي تناظم  أأنها  مصفوفة مربعة نقول عن: المصفوفة المتناظرة   رة ا 

 : وفي هذه الحالة يكون لدينا .   

 .مصفوفة متناظرة  هي : مثلا 

 :على المصفوفات  الأساس ية عملياتال 

ونحصل على مجموع . عملية جمع مصفوفتين أأن يكون لهما نفس عدد الأسطر والأعمدة يشترط في : جمع المصفوفات    

 :مصفوفتين بجمع عنصر من المصفوفة الأولى مع العنصر الذي يقابله في المصفوفة الثانية

        ، 

 

 :الطريقة نحسب الفرق بين مصفوفتين بنفس 

 

 لتكن المصفوفتين :مثال 
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ياضيات   2محاضرات الر
ية وعلوم التسيير  السنة الأولى جذع مشترك للعلوم الاقتصادية والعلوم التجار

2021 
2022 

 سلامنية فتيحة: الأستاذة 

    ,     

ذن   :ا 

    ، 

 .عملية الجمع في المصفوفات تبديلية ∎

  تكون بالشكل ،   ليكن : ضرب مصفوفة بعدد حقيقي 

 

 :مثال 

ذا كان     : فا ن  ا 

عدد أأعمدة المصفوفة الأولى مساويا لعدد أأسطر المصفوفة يشترط في عملية الجداء أأن يكون : جداء مصفوفتين 

أأسطر المصفوفة الأولى وعدد  أأعمدتها هو عدد أأعمدة  والمصفوفة الناتجة يكون عدد أأسطرها هو عدد. الثانية

 .المصفوفة الثانية

   ، 

 

 :حيث 
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ياضيات   2محاضرات الر
ية وعلوم التسيير  السنة الأولى جذع مشترك للعلوم الاقتصادية والعلوم التجار

2021 
2022 

 سلامنية فتيحة: الأستاذة 

 

 

 
 

 

 
 

 .ة في الحالة العامةيعملية ضرب المصفوفات ليست تبديل  ∎

 

 :مثال 

 : ن ذا  ،   و   لتكن  

 

و  حيث  فا ن منقولها هي المصفوفة  لتكن المصفوفة : منقول مصفوفة 

 .أأي للحصول على منقول مصفوفة نجعل الأسطر أأعمدة والأعمدة أأسطر 

ذا كان .  : من التعريف نجد  ن  : ا   :ولدينا  .تسمى مصفوفة متناظرة فا 

 

  هو     منقول المصفوفة (1: مثال 
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ياضيات   2محاضرات الر
ية وعلوم التسيير  السنة الأولى جذع مشترك للعلوم الاقتصادية والعلوم التجار

2021 
2022 

 سلامنية فتيحة: الأستاذة 

      هو    منقول المصفوفة  (2

هو مجموع عناصر القطر الرئيسي  أأثر المصفوفة .  لتكن المصفوفة المربعة  : أأثر مصفوفة 

 : أأي  ويرمز له بالرمز 

 :مثال 

 :  هو  أأثر المصفوفة  

 : المحددات 

 لتكن المصفوفة المربعة : تعريف 

 

 : بالنشر وفق السطر الذي يعطى  أأو  هو العدد الحقيقي  محدد المصفوفة  

 

 : أأو بالنشر وفق العمود 

 

 . من المصفوفة  والعمود  هي المصفوفة الناتجة من حذف السطر  حيث 

لى  يختار من بين القيم من  و   .عدد من الأصفارومن الأفضل اختيار السطر الذي يحوي أأكبر  ا 

ذا كانت  •  . : ذات سطر وعمود واحد فا ن  ا 

ذا كانت المصفوفة : أأمثلة   :من الدرجة الثانية فا ن محددها يحسب كما يلي  ا 
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ياضيات   2محاضرات الر
ية وعلوم التسيير  السنة الأولى جذع مشترك للعلوم الاقتصادية والعلوم التجار

2021 
2022 

 سلامنية فتيحة: الأستاذة 

 : نجد  ار يخت با

 

  :  أأي أأن 

 :  مثلا

 : أأما محدد مصفوفة من الدرجة الثالثة فيحسب كما يلي 

 

 نختار 

 

 .حذف السطر الأول والعمود الأول من  ناتجالمحدد ال  : حيث 

 .حذف السطر الأول والعمود الثاني من ناتجالمحدد ال  

  .حذف السطر الأول والعمود الثالثمن ناتج المحدد ال  

 حساب محدد المصفوفة  : مثال 

 السطر الأول بالنشر وفق نحسب المحدد ( 1ط
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ياضيات   2محاضرات الر
ية وعلوم التسيير  السنة الأولى جذع مشترك للعلوم الاقتصادية والعلوم التجار

2021 
2022 

 سلامنية فتيحة: الأستاذة 

 

 السطر الثالث  بالنشر وفقنحسب المحدد  (2ط

 

 

عادة كتابة العمودين الأول والثاني أأمام المحدد ثم : لحساب محدد مصفوفة من الدرجة الثالثة  ساروسطريقة  نقوم با 

 : نس تعمل أأسهم قطرية بالشكل 

 

لقطر النازل الثالث جداء عناصر ا +جداء عناصر القطر النازل الثاني + الأول  النازل القطر عناصر داءج= المحدد  

  .جداء عناصر القطر الصاعد الثالث - ثانيجداء عناصر القطر الصاعد ال  -جداء عناصر القطر الصاعد الأول  -

 

 ساروس بطريقة   لنحسب محدد  :مثال 
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2021 
2022 

 سلامنية فتيحة: الأستاذة 

 

 لنحسب محدد المصفوفة : مثال 

 

 

 .  لتكن : خواص 

1)   
 .محدد المصفوفة القطرية والمثلثية العليا والمثلثية السفلى يساوي جداء عناصر القطر الرئيسي (2

3)  

 :مثال 

 

 

 :مقلوب مصفوفة 

ن وجد) نسمي مقلوب المصفوفة .  لتكن   : التي تحقق المصفوفة ( ا 

ن وجد بـ  نرمز لمقلوب .      : ا 

ذا تكون .  لتكن المصفوفة : نظرية  ذا قابلة للقلب ا   : كان  وفقط ا 

 :  المقلوب حساب

 حيث  :بالعلاقة التالية  مقلوب  عطىي
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2021 
2022 

 سلامنية فتيحة: الأستاذة 

 

لـ  والعمود  هي المصفوفة الناتجة من حذف السطر  و    :معرفة بـ 

 . المصفوفة المرافقة لـ  نسمي .  

:  يةخاص 
 

 

 حساب مقلوب المصفوفة : مثال

 

 .قابلة للقلب  : ومنه  

 :حساب المصفوفة المرافقة 

 

   :ومنه   

 

 :رتبة مصفوفة 

ونقصد بأأشعة الأعمدة الأشعة المكونة . هي أأكبر عدد من أأشعة الأعمدة التي تكون مس تقلة خطيا  رتبة مصفوفة 

 .أأو  : بـ  من عناصر الأعمدة فكل عمود يعطينا مركبات شعاع  ونرمز لرتبة 

 لتكن المصفوفة: مثال 

 

  ،  ،  :  أأشعة الأعمدة هي



   

- 18 - 
 

ياضيات   2محاضرات الر
ية وعلوم التسيير  السنة الأولى جذع مشترك للعلوم الاقتصادية والعلوم التجار

2021 
2022 

 سلامنية فتيحة: الأستاذة 

 . أأصغر من  مرتبطة خطيا ومنه رتبة  الأشعة 

 . هي  ومنه رتبة   خطيانجد أأنهما مس تقلين و  بدراسة الشعاعين 

 .غير معدوم  هي رتبة أأكبر محدد مس تخرج من   رتبة المصفوفة : ملاحظة 

 : القيم الذاتية والأشعة الذاتية

ذا وجد شعاع  أأنها قيمة ذاتية لـ  ، نقول عن  لتكن : تعريف   :بحيث  ا 

 . شعاع ذاتي مرفق بالقيمة الذاتية  يسمى .  

 . بكثير الحدود المميز لـ  حيث  نسمي : تعريف 

 . المعادلة  حلولهي  القيم الذاتية للمصفوفة  :نظرية 

 :ملاحظات 

 .على الأكثر ، وبالتالي عدد جذوره هو  بالمتغير  هو كثير حدود من الدرجة    (1

 .كل قيمة ذاتية تملك شعاع ذاتي على الأقل  (2

ذا كانت  (3 ذا كانت جذر مضاعف  جذر بس يط لكثير ا  ن لها شعاع ذاتي مرفق واحد فقط، وا  ن  الحدود المميز فا  مرة فا 

 .على الأكثر عدد الأشعة الذاتية المرفقة بها هو 

 :لتكن المصفوفة التالية : مثال 

 

  :  كثير الحدود المميز لـ 

 . ، وهي قيم بس يطة : ومنه القيم الذاتية هي 

 : الأشعة الذاتية 

  : من أأجل 
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 نجد  بنفس الطريقة من أأجل 

 :خواص 

 .على الترتيب مس تقلة خطيا  المرافقة للقيم الذاتية  الأشعة الذاتية  (1

 .الرئيسي لهذه المصفوفة قطرية هي عناصر القطر القيم الذاتية لمصفوفة  (2

 

 خطية جملة معادلات حل :الفصل الرابع 

 

مجهول تكتب  معادلة خطية و   مكونة منمجموعة هي  ، الجملة الخطية  لتكن : تعريف الجملة الخطية 

 :شكل على ال 

 

،  و   ،  مع   : حيث 

الطرف الثاني  تسمى مصفوفة الجملة ورتبتها هي رتبة الجملة ، ويسمى الشعاع  

 .للجملة

الذي  وهي تقبل على الأقل الحل متجانسة  أأن الجملة  عندما يكون الطرف الثاني للجملة معدوما نقول •

 . يسمى بالحل الصفري أأو الحل التافه

 . الذي يحقق جميع معادلات الجملة   الشعاع هو حل الجملة  •

ذا كان لهما نفس الحلول و  لتين نقول عن جم  •  . أأنهما متكافئتان ا 

 : الخطية  للجملة ةالمصفوفي كتابةال 

 :  لتكن 

 

 :الكتابة المصفوفية  تكافئ الجملة 
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لىيؤول  وحل الجملة  يجاد ا   . حل المعادلة  الشعاع  ا 

ليها الشعاع  مضاف  المصفوفة الموسعة هي المصفوفة •  :أأي  كعمود أأخير ونرمز لها بالرمز  ا 

 

 

 : جملة معادلات خطية طرق حل 

 : طريقة كرامر ( 1

ذا كان  نقول عن الجملة : تعريف   . قابلة للقلب وكانت المصفوفة  أأنها جملة كرامر ا 

 :لتكن الجملة الخطية 

 

 :حيث  التي تكتب على الشكل المصفوفي 

 

 :بـ  نعرف المصفوفات 

 .   و استبداله بالشعاع  هي المصفوفة الناتجة من حذف العمود الأول لـ  

 .و استبداله بالشعاع  هي المصفوفة الناتجة من حذف العمود الثاني لـ  

 ... ... ... 

 .و استبداله بالشعاع  لـ  هي المصفوفة الناتجة من حذف العمود  

 :أأي 
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ذا كان محدد المصفوفة  ن الجملة  ا   : تملك حل وحيد يعطى بالعلاقة  غير معدوم فا 

 

 الجملةلتكن : مثال 

 

 

 : لدينا 

 :حل وحيد  للجملة  ومنه،  

 

: لدينا
 

 

      :ومنه 

 :  طريقة اس تعمال مقلوب مصفوفة( 2

من  ومنه بضرب الطرفين في  ، نفرض أأن   التي شكلها المصفوفي هو   كرامر لةلتكن جم

 . : اليسار نجد 

 حل الجملة : مثال 

 

   قابلة للقلب ومقلوبها هو  ومنه المصفوفة  :  ينالد

ذن  :ا 
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 .مجهول معادلة و  ذات  لتكن الجملة : نظرية 

ذا كان (1  :و نميز ثلاث حالات  مربعة من الدرجة  ، تكون المصفوفة   ا 

ذا كان ( أأ  ن  ،  أأي   : ا   .وحيد  لها حل والجملة فا 

ذا كان ( ب  . الجملة تملك مالا نهاية من الحلول   ا 

ذا كان ( ج  .الجملة لا تملك حلول  ا 

ذا كان ( 2 ننا نميز ثلاث حالات  ا   :فا 

ذا كان ( أأ   .فحل الجملة وحيد   : ا 

ذا كان ( ب  . الجملة تملك مالا نهاية من الحلول   ا 

ذا كان ( ج            .الجملة  لا تملك حلول  ا 

ذا كان ( 3 ننا نميز حالتين  ا   :فا 

ذا كان ( أأ   .الجملة تملك مالا نهاية من الحلول   ا 

ذا كان (  ب  .الجملة لا تملك حلول  ا 

 : حل جملة ثلاث معادلات بثلاث مجاهيل

 :  الجملة  لتكن

 

 :حيث  التي تكتب على الشكل المصفوفي 

 

 : نعتبر المحددات التالية 

 : نميز الحالات التالية 
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ذا كان  •  :بحيث  حل وحيد   يكون للجملة  ا 

 

ذا كان  • ن الجملة  وكان على الأقل أأحد المحددات  ا   .لا تملك حلول  يختلف عن الصفر فا 

ذا كان  •  ن الجملة  وكان   ا   .تملك ما لانهاية من الحلول  فا 

 : لتكن الجملة  ( 1 :مثال 

 

 :لدينا 

 

   :منه  و

 

نه يوجد حل وحيد للجملة  : بما أأن  :هو فا 

 

 : لتكن الجملة (  2

 

 : لدينا 

 

 :ومنه 

 

 .لا تملك حلول  فالجملة  و  : بما أأن
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