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Chapter 1

Matrices et applications
linéaires

1.1 Matrices et calcul matriciel

On appelle matrice de taille (m x n) (ou d’ordre m x n) a coefficients dans un
corps IK (R ou C) tout tableau de m lignes et n colonnes d’éléments de IK.
L’ensemble des matrices (m x n) a coefficients dans IK est noté M,, ,,, (IK).
On convient de noter (a;;) 'élément de la matrice situé sur la i =¢™¢ ligne et
j¢m colonne (1 <i<metl<j<n).
Une matrice A est représentée entre deux parenthéses ou deux crochets.

ail a2 A1n a1 a2 A1n
az; a2 A2n az; a2 a2n
A= (aij)lé’iém = =:
1<jsn
Am1 Amn Am1 Amn

e Si m = n on dit qu'on a une matrice carrée. L’ensemble des matrices
carrées d’ordre n a coefficients dans IK est noté M,, (IK).

e Une matrice m x 1 est appelée vecteur-colonne et une matrice 1 X n est
appelée vecteur-ligne.

e La matrice nulle, notée O, ,,, est la matrice dont tous les éléments sont
nuls.

e On appelle matrice diagonale toute matrice carrée D = (dij),, ;,, telle



que © # j = di; = 0. Et on note

di; 0 0
. 0 d
D :dzag (d117d22;~~;dnn) = .22 )
0 0 dun
La matrice identité d’ordre n noté I, est la matrice diagonale diag(1,1,...,1).
—_———
n
On dit qu'une matrice carrée A = (ai;),; jen €St

Triangulaire supérieure si i = j = a;; =0
Triangulaire inférieure si ¢ < j = a;; =0

Une matrice diagonale A = (a;;)
férieure (i.e, i # j = a;; = 0).

1<i,j<n est triangulaire supérieure et in-

On appelle matrice transposée de A = (aij)i<icm € M n (IK), notée
1<j<n
YA | la matrice A = (aji)1<j<n € Man,m (IK) obtenue en échangeant les
1<i<m
lignes dans A en colonnes dans *A. Bien évidemment ! (*A) = A.

Une matrice A est dite symétrique si 'A = A, i.e. si a;; = a;; pour tout
17
Si A est une matrice carrée d’ordre n, on définit la trace de A comme la

somme des éléments de la diagonale principale ¢r (A) = >°)'_, ap,. Par
conséquent tr (*A) = tr (A).



Exemple 1

A=(1 0 4 0)eMi4s(R), une matrice ligne

A= ( :1,) ) € My (R) une matrice colonne,
1 3
1 0 4 0 0 5
A= ( 35 _1 9 ) €M2,4 (R) alors A = 4 1 €M472 (R),
0 2
1 0 . Py ]
A= ( 3 5 ) € My (R) une matrice carrée d’ordre 2,(trA=1+5 = 6)
1 0 2 0
0 4 -1 6 . o
A= 5 _1 5 3 € My (R) une matrice symétrique (*A = A)
0 6 3 -1
1 0 -2
A= 0 4 -1 | € M3(R) une matrice Anti-symétrique (‘A = —A)
2 1 5
1 0 -2
A=1 0 4 —1 | € M3(R) une matrice triangulaire supérieure
0 0 5
1 00
A=1 0 4 0 | € M3(R) une matrice triangulaire inférieure,
01 5
1 00
A= 4 0 | e M3(R), une matrice diagonale.
0 0 5
1 0 0
Is=1 0 1 0 | € M3(R), la matrice identité.
0 0 1

1.1.1 Addition des matrices

Soient A = (aij) 1<ig<n € Mn,m (IK), B = (bij)1<i<n c Mn,m (IK) deux
1<j<m 1<j<m
matrice de méme taille, on définit la somme par

A+ B = (ai; + bij) 1<i<n

1<jsm



La matrice opposé de la matrice A notée (—A) est définie par —A = (—ai;) 1<i<n -
1<j<m

Exemple 2 Soient les deux matrices A, B suivantes

1 3 5 -1 0 3
AZ(O 4 _2>EM2,3(R), BZ( 1 1 3>€M2,3(R)

La somme de A est B est la matrice suivante

0 3 8
A+ B—<1 : 1>6M2,3(R),

Remarque 3 La somme de deux matrices d’ordres différents n’est pas définie!

Proposition 4 Soient A, B et C trois matrices de méme ordre, alors nous
avons

1) A+ B = B+ A (commutativité),

2) A+ (B+C)=(A+ B)+C (associativité),

3)H(A+B)=t A+!'B,

4) tr(A+ B) =tr(A) + tr(B).

1.1.2 Produit d’une matrice par un scalaire
Soient A = (ai;) 1<i<n € Mp,m (IK) (une matrice n x m) et A un scalaire de

I<jsm
R (ou C) on définit le produit d’une matrice par un scalaire comme la matrice

A = ()\(lij) 1<i<n € Mnﬁm (IK) s

1<j<m
Si A et B sont deux matrices de méme ordre, et A un scalaire de IK alors

A(A+B) = XA+ AB (distributivité)
fAA) = A

_5 ) € Ms3(R), alors

o =
= W
[\



1.1.3 Produit de matrices

Soit A = (aik) 1<isn € Mpm (IK), une matrice de type (n,m) et B =

1<k<m

(bij)1<k<m € My, p (IK) une autre matrice de type (m, p) , on définit le produit
1<i<p
des deu matrices A et B par

AxB=Y (aiib,;)

k=1 1<j<p

C’est une matrice (n,p) dont I'élément (AB),; est le produit scalaire de la
ligne i de A et de la colonne j de A.

Remarque 6 Le produit de deuxr matrices n'est défini que si le nombre de
colonnes de la deuxiéme matrice est égal au nombre de lignes de la premiére
et le produit d’une matrice (m,n) par une matrice (n,p) est une matrice (m,p).
(c’est la relation de Chasles de telle fagon).

Exemple 7 L’élément Ci1 = a;1 X by + a2 X ba + ... + a;.n X by.

a11 a12 ain 11
by
ba
aj ap Ain = cin
bn
ap1 ap2 dpn “p1
A B C=ARB
(p.,n) matrice (n,1) matrice (p,1) matrice
(p,n)x(n,l)wwwwwwwwwwwww(p71)
Exemple 8 Soient A et B deux matrices
1 3 5 1 2 -1
A:<0 4 _2)6/\/{2,3(1&), B= 0 4 2 EMg(R)
3 -2 1

La matrice A est de type (2,3) et la matrice B est d’ordre 3; la relation de
Chasles est satisfaite.



2 -1

1
Ax B = ((1)2_52>>< 0 4 2
3 -2 1

16 4 10
- 6 20 6 )MZB(R)

Le produit B x A n’est pas défini.

Remarque 9 A x B # B x A en général (non commutativité).

Prenons le cas général avec A d’ordre (m,p) et B d’ordre (p,n). Le produit
AB est défini, c’est une matrice d’ordre (m,n).Qu’en est-il du produit BA? Il
faut distinguer trois cas:

x) St m # n le produit BA n’est pas défini,

x) Sim =n mais p # n, le produit AB est défini et c’est une matrice d’ordre
(m,n) tandis que le produit BA est défini mais c’est une matrice d’ordre (p,p)
donc AB = BA

x) Sim =mn=np, A et B sont deux matrices carrées d’ordre m. Les produits
AB et BA sont aussi carrées et d’ordre m mais la encore, en général, A x B #
B x A.

Exemple 10 Soient les matrices

Proposition 11 Soient A, B et C trois matrices, (les dimensions sont compat-
ibles), on a les propriétés suivantes :

1) A(BC) = (AB)C (associativité),

2) A(B+C) = AB+ AC (distributivité),

3) AL, =1, A= A.

3) Y(AB) =t B x! A,

4) tr(AB) = tr(BA).

5) Si A est une matrice carrée, on note AP (pour p > 2) la matrice définie
par AP = A x A... x A.

p fois

I1x1+3x0+5x%x3 1x2+3x445x%x(-2) Ix(-1)+3x2+5x1
O0Xx14+4x0+(-2)x3 0x2+4x4+(-2)x(-2) O0x(-1)+4x2+(-2)x1

)



Exemple 12 Une matrice A est nilpotente lorsqu’il existe un entier p > 1 tel
que AP est la matrice nulle.

3 9 -9 0 0 0 00 0
A= 2 0 0 |,A4%=|6 18 —18 | etA®>=| 0 0 0
3 3 -3 6 18 —18 00 0

La matrice A est nilpotente d’ordre 3.

Proposition 13 Soient A, B € M,, (R) deuz matrices carrées, avec AB = BA
(on dit qu’elles commutent), alors on a

(A+B)" = Z ( Z ) A"~k Bk (Binéme de Newton)
k=0

La démonstration utilise la récurrence.

Exercise 14 Soit A € M,, (R) une matrice nilpotente, c’est-a-dire qu’il existe
p > 1 tel que AP = 0y, (r). Démontrer que la matrice (I, — A) est inversible,
et déterminer son inverse.

Exercise 15 Soit la matrice
1 0 0
A= a 1 0 | M,(C)etB=A-1s.
c b 1

1) Calculer B, B%, B3. En déduire ’expression de A™ pour tout n € N.

2) Montrer que A3 est combinaison linéaire de A2, A et I3.

3) En déduire que A™ est combinaison linéaire de A"~', A"=2 et A3 si
n > 3.

1.1.4 Inverse d’une matrice carrée

Une matrice carrée A € M, (IK) est dite inversible (ou réguliére) 8’il existe une
matrice B € M,, (IK)) telle que

AB =BA=1,.

Si une telle matrice existe, alors elle est unique, on la note A~! et on I’appelle
matrice inverse de A.

e Si une matrice est non inversible (i.e. il n’existe pas A~1), on dit qu’elle
est singuliere.



e Une matrice carrée A est dite orthogonale si elle est inversible et A x? A =¢
AxA=1, ie sitA=A"1

Proposition 16 Soit A et B deux matrices inversibles, alors
1) A= 'est aussi et on a (A~1)71 = A,
2) 'A Uest aussi et on a ("A)~t =t (A71),
3) AB l'est aussi et on a(AB)~™! = B~1A~!

Exemple 17 Considérons les matrices

(11 (2 F (10 (10 9
A—(2 4>7B—(_1 z),AB—<O 1>etBA—(O 1)doncA = B.

a-(1 1) aere-(5 1)

(AB) ' =B 1A'= AB=14

1.1.5 Déterminant d’une matrice carrée

Définition 18 (Déterminant d’une matrice d’ordre n) Soit A une matrice car-
rée d’ordre n.

Etant donné un couple (i,7) d’entiers, 1 < 1,5 < n, on note A;; la matrice
carrée d’ordre (n — 1) obtenue en supprimant la i=°™¢ ligne et la j~¢™¢ colonne
de A. Le déterminant de A, noté det (A) ou |A|, est défini par récurrence sur
lordre de la matrice A:

1) Sin=1: le déterminant de A est le nombre det (A) = |a11]| = a11.

2) Sin > 1: le déterminant de A est le nombre

n
det A = Z (1) a;jdet (Aij), quel que soit la ligne i, 1 <i<mn,
j=0
ou d’une maniére equivalente
n . .
det A = Z (1) a;; det (Aiz), quel que soit la colonne j, 1 < j < n.
=0

L’astuce ici est d’associer toute matrice carrée avec une autre matrice dite
matrice de signe comme suit

aip Qi -+ Qin + - 4+
a21 G2 - d2n (_1>i+j _T_ + _T_
a’nl DR .. a/nn



Exemple 19 Soit la matrice
A= ( a11 a1z )
a1  A22
det (AH) = a227det (Alg) = a21, det (Agl) = alget det (A22 = a11)

A— [ o a12>_1i+j<+ _)
<a21 as2 ( -)> - +

donc on peut calculer det (A) par U'une des formules suivantes:

Alors, on a d’une part

et d’autre part,

a) det A = +aqq det (An) + (—alg) det (A12) = Q11022 — 12091
(C’est le développement suivant la premiére ligne)
ou encore
b) det A = “+aiq det (All) + (7@21) det (Agl) = 11022 — 4210412
(C’est le développement suivant la premiére colonne)

Le développement suivant la premiére ligne ou la premiére colonne (respec-

tivement la deuziéme ligne ou deuxiéme colonne) donne le méme résultat det A =
a11G22 — 412021

Méthode pratique (Reégle de Sarrus)

*) Soit A une matrice carrée d’ordre 2

ail a2
a1 a2

cr11 12
det A = = 11022 — A120921

21 22

Exemple 20 Soit la matrice

1 -2
detA‘g A ’1><43><(2)10.

**) Soit A une matrice carrée d’ordre 3

ailr a2 a3
det A = ag1 Q22 Q23

azr asz2 ass

10



On a

a2 a2 a1 Az a1 Aa22
det A11 = 3 det A12 = 3 det A13 =

az2 Aass az1 ass a3l as2

12 ai ai; ax ailr a2
det A21 = 3 det A22 = 3 det A23 =

az2 ass az1 ass az1 as2

a a a a1 a a
det Asy = 12 13 det Asg = 11 13 det Asg = 11 12

a2 Aa23 a1 Aa23 a1 a22

Par la méthode de Sarrus, on obtient

det A11 = aza33 — azzaos det A12 = as1a33 — azia93 det A13 = as1a32 — aziaoe
det Ao1 = ai2a33 — asza13 det Aoo = ai1a33 — asia13 det Aoz = aj1as2 — asia12
det A31 = a12a23 — az2013 det A3zo = a11a23 — az1a13 det A3z = ai1a22 — a21012

donc on peut calculer le det A par un développement suivant une ligne ou
une colonne, en respectant les signes.

*) En développant suivant la 1°7¢ ligne

air a2 as
detA = a1 Qoo a3 | = +aj;det A1 — ajodet Ao + ajz det Aqg
asy as2 ass
+a11 (a2za33 - 032023) — Q12 (a21a33 - 1131@23) + ais (021032 - a31a22)

= 011022033 — @11032023 — 012021033 + 12031023 + 413021032 — G13A31022-

*) En développant suivant la 1°"¢ colonne

aix  aiz2 aig
detA = a1 Qo2 @93 | = +aj; det A11 — agq det Ag + asp det Asq
asi asz2 ass
+a11 (ag2a3s — aseas3) — a1 (12033 — a32013) + asi (a12a23 — a22a13)

= (11022033 — 611032023 — (21012033 + 21032013 + 31012023 — A31022013.

Le calcul montre que ces formules donnent bien le méme résultat.

Proposition 21 Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au
produit des éléments diagonaux.
Le déterminant d’une matrice orthogonale est égal a 1.

Il convient d’utiliser la définition de déterminant aprés avoir fait apparaitre
sur une méme rangée le plus possible de zéro sachant que:

11



1. Si deux colonnes (resp. deux lignes) sont identiques ou proportionnelles,
alors det A = 0,

2. Si on multiplie une colonne (resp. une ligne) par un scalaire A # 0, alors
le déterminant est multiplié par A

3. Si on échange deux colonnes (resp. deux lignes), alors le déterminant est
changé en son opposé (i.e., le déterminant change de signe),

4. On ne change pas un déterminant si on ajoute & une colonne (resp. une
ligne) une combinaison linéaire des autres colonnes (resp. lignes), i.e.

Exemple 22 Calculer le déterminant

1 01
detA=|0 2 0
5 3 0
2 0 0 0 0 2
detAn‘ 3 0 ‘0 detAlg‘ 5 0 '0 detAlg‘ 5 3 ‘10
detAglz‘g (1) ’:—3 detAQQZ‘ é 3)2—5 detA23:‘;) 2’23
detAgl_‘g (1)'_—2 detAgg_‘é (1)'_0 detAgg_'(l) (2)‘_2

Le développement par rapport la troisiéme colonne exige le calcul d’un seul
déterminant d’ordre 2 et on a:

1 0 1
detA=]0 2 0 |=+1 0 2 -0 1o +0 10 = —10.
5 3 0 5 3 5 3 0 2

On peut sinon faire apparaitre encore plus de zéros dans la matrice jusqu’a
obtenir une matrice triangulaire :

10 1 011 C(;z 61'3 61'1 ((7)2 C3 — %’3 -C 10 o0
detA = 0 2 0|= = =10 2 O
5 3 0 0 2 0 0 2 0 5 3 _5

5 3 0 5 3 -5

12



Déterminant d’une matrice d’ordre 3 (Reégle de Sarrus)

Soit A une matrice carrée d’ordre 3. Alors

aix aiz2 ais
det A= a21 a2 a3 | = (a11022a33 + a12023a31 + A13G21a32) —(@13022031 + Q11023032 + A12G21a33) -
a3y a3z a33

- - o

a1 aq2 a13 a1 aq2
a2 azo az3 a3 a3z
31 32 a3z a3 amn

Exemple 23 Calculer avec la méthode de Sarrus le déterminant

(-) (-) (-)
1 0 1 1 1
10 1 ) ) /
detA=]0 2 0|=|0 2 0 0 0 = —10.
530 7 K )
5 3 0 5 0
(+) (+) (+)
Ou encore
1 0 1
N /!
0 2 0
o O Q@
€ A: = — —
e e e N CO NN (O IR OO N
1 0 1
(=) / N (+)
0 2 0
(=) (+)

Remarque 24 la régle de Sarrus pour développer un déterminant n’est plus
valable pourn >4 .

13



Théoréme 25 Soit A € M, (IK)

A est inversible si et seulement si det A # 0.

Proposition 26 Soient A, B € M,, (IK)
1) det' A = det A
2) det (AB) = det Adet B

3) det (A1)

T det A

Calcul de la matrice inverse Soit A € M,, (IK) inversible (< det A # 0),
pour obtenir A~!, on calcul d’une part, la matrice des cofacteurs des éléments
de A, appelée co matrice de A, ensuite, on transpose la co matrice de A et on
divise par det A.

Théoréme 27 A € M,, (IK) inversible, alors

—1 I

Exemple 28 Soit la matrice
1 0 1
A= 0 2 0
530

Calculer Uinverse de la matrice A.
On sait que det A = —10 # 0 ceci équivalent & dire que la matrice A est

inversible et on a ,

1
Al = — A
det A Com

(71)1+1 det All (71)1+2 detA12 (71)1+3 det A13
ComA = (—1)2+1 det A21 (—1)2+2 detAgg (—1)2+3 det A23
(71)3+1 det A31 (71)34_2 detAgg (71)34_3 det A33

2 0 00 0 2
Tls o] |5 0] T|5 3
0 0 -10
ComA = 701 +11 710 = 3 -5 =3
= 30 5 0 sl TS
ol fua] o
2 0 00 0 2

14



-3 1
o 5o =0 T
= — omA = —— — — 1
det A -10 10 -3 2 1 1% %1
Une vérification rapide, nous assure le résultat
10 1 0 & 1 100
AAT =10 2 0 0 é 0 |=1010
530 1 & F 00 1

1.1.6 Rang d’une matrice

Définition 29 Le rang d’une matrice quelconque A € M, ., (IK), noté rg (A),
est égal au plus grand entier s tel que 'on puisse extraire de A une matrice carrée
d’ordre s inversible, c’est-a-dire de déterminant non nul. Il représente le nombre
maximum de vecteurs colonnes de A linéairement indépendants (ou, ce qui est
équivalent, le nombre maximum de vecteurs lignes linéairement indépendants)

Proposition 30 Soit A € M,, ,,, IK), alors
0<rg(A) <min(n,m),
et rg (A) = 0 si et seulement si tous les élément de A sont nuls.

Exemple 31 Soit A la matrice suivante

1 1 0
AZ(O 0 2>M2’3<R)’
Le rang de A est 2 car

*) A est d’ordre (2,3) donc 0 <rg(A) <min(2,3) 0<s<2i4.e; s=0,1lou
2,
*) il existe au moins un élément de A différent de zéro, donc s # 0,
*) Comme le déterminant de la sous-matrice composée de la premiére et de
la deuziéeme colonne est nul, on ne peut pas conclure!
*) comme le déterminant de la sous-matrice composée de la premiére et de

la troisiéme colonne est non nul, alors s = 2.

Exemple 32 Soit A les deux matrices suivantes

1 01
eteB=[ -1 2 1
3 8

10
A= 0 2
5 3 )

OO =

1) Le rang de A est 3 car, det A # 0.

2) Le rang de B est 2

*) d’une part det B = 0, rg (B) # 3, et d’autre part, il existe au moins un
élément de B différent de zéro, donc s # 0.

**) le déterminant de la sous matrice ( _11 (2) > est différent de zéro, donc

rg(B) =2.

15



1.1.7 Exercices

Exercise 33 Pour quelles valeurs de o € R, la matrice A = < ; g )

Exercise 34 Calculer le rang des matrices

12 8 015
N = 2 1 4 , M=
0 3 12 2 4 6 8
1 1 1 1
Exercise 35 Calculer les déterminants
1 2 3 4 1 0 3 4 1 0 3 4
; % i 01 5 1 01 5 0 01 5 0 :1)) 2 g
03 12 ’ 2 4 6 8”12 0 6 8|’2 0 6 8|’ 56 7
1 1 11 1 01 0 1 01 0

1.2 Application linéaires

On désigne dans le paragraphe qui suit par E et F' les deux K—espaces vectoriels,
ou K =R ou C.

Définition 36 (Application linéaire)
Une application [ : E — F est dite linéaire (ou homomorphisme) de E vers
F si
f(quv) = f(’LL) +f(v) ,V(u,v) € E27
f(lau) =af (u),Vu € E et Va € K.

ou, de maniére équivalente,
flau+ Bv) = af (u) + Bf (v),¥ (u,v) € E% ¥V (a, B) € K2
Exemple 37 Soit les applications
1) fi: R =R (,y) = f (w,) = (z.2 — y,z + 3y)
2) fo:R3 = R3; (2,y,2) — f(z,y,2) = (x — 2z, 2 +y,x + 3y — 2)
Remarque 38 Soit les applications
1) fs : R? > R% (2,) = f3(2,9) = (x+ Lz —y,z+3y)
3) fiR-Riz fy(z) =224z

f3 nest pas une application linéaire car f3(0,0) = (1,0,0) # (0,0,0).

(Les applications linéaires de R dans R sont les applications x — ax (a ne
pas confondre avec les applications affines).

fa n’est pas une application linéaire car par exemple fy(3) = 12 # 6 =

3fa(1).

16
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Définition 39 Soit f : E — F une application linéaire.
1) Si f : E — F est bijective, on dit que [ est un isomorphisme de E sur F.
2) Si F=E, ondit que f : E — F est un endomorphisme de E.
3)SiF=Fetf:FE— F estbijective, on dit que f est un automorphisme

de E.
4) Si F =R, on dit que f : E — F est une forme linéaire..

Exemple 40 L’application nulle
f :+ E—=F
z — f(z)=0p

est linéaire
et L’application identique

f + E—FE

x = f(x)==x
est un automorphisme.

Notation 41 *) L’ensemble des applications linéaires de E vers F est noté
L(E,F) ou Hom(E, F),

*) Uensemble des isomorphismes de E sur F est noté Isom(E, F),

*) L’ensemble des endomorphismes de E est noté L(E),

*) L’ensemble des automorphismes de E est noté Aut(E).

Proposition 42 Soit f € L(E, F), alors on a:

1) f(0g) =0F et 2) f(—u)=~f(u)

3) F (O aiuy) =Y p_ i f (u;)  pour tout  wy,uz,...,u, € E

4)Si fe L(E,F)et ge L(E,F), alors [+ g€ L(E,F),
5)Si feL(E,F)etacK, alors af € L(E,F),

6) Si feL(E,F)etge L(F,G), alors go feL(E,G),

7) Si f € Isom(E, F), alors [t elIsom(F,E).

1.2.1 Matrice associée d’une application linéaire

Soient E et F' deux K—espaces vectoriels, B ={ey, e, ..., e, } une base de FE et
C ={¢€},ée,,...,el,} une base de F.

Définition 43 Soit f € L(E,F), On appelle matrice de f relativement aux
bases B de E et C de F la matrice (m x n) dont la j~°™¢ colonne est constituée

17



des coordonnées de f (e;) dans la base C

fler) e fle) oo f(en)
ai1 aij A1n €1
A= mat(&c) (f) g VJ el,...,n A= (07 T Qjj  eeeeennen Qin e;
am1 Amj Amn e;n

f (ej) = aljell + ...+ aijeg + ...+ amje;n

Remarque 44 Une matrice d’une application linéaire d’un espace de dimen-
sion n vers un espace de dimension m est de format (m x n) et non (n x m)

Proposition 45 La connaissance des images des vecteurs d’une base de l’espace
de départ caractérise entiérement une application linéaire.

Notation 46 Si f € L(FE) (un endomorphisme de E),on prend en général la
méme base pour E en tant qu’espace de départ, et pour E en tant qu’espace
d’arrivée et on note A = matg (f).

Exemple 47 Soit lapplication linéaire
fiR? = R (2,y) = f(z,y) = (v, —y,z + 3y)
avec B = {e; (é),eg (?)} la base canonique de R? et C = {¢} (1,0,0),¢€} (0,1,0),¢€; (0,0,1)}

la base canonique de R>.
La matrice associée o f aux bases canoniques B et C est

fler)  f(e2)

1 0 e}
A= 1 -1 6/2 s AGM{_;’Q(R).
1 3 ey

En général, la matrice d’'une application linéaire de K™ dans K" relative-
ment aux bases canoniques de K" et K™ est appelée la matrice canonique de
cette application.

Exemple 48 La matrice canonique de f : R? — R3; (z,y) — f (z,y) = (az + by, cx + dy, ex + fy)
s’écrit:

f:R? — R3
. ax + by a b x a b

( > — | cx+dy | = ¢ d est | ¢ d | e M32(R).
/ ex + fy e /) \y f
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Remarque 49 La matrice associée a une application linéaire n’est pas unique,
elle dépend des bases choisies dans les espaces E et F'.

Proposition 50 Soit A € M,, ,, (K) une matrice d’ordre (m x n), E un espace
vectoriel de dimension n, F' un espace vectoriel de dimension m. Quelles que
soient les bases choisies de E et F, le rang de 'application linéaire f : E — F
associée a A est toujours le méme et est égale au rang de la matrice A.

1.2.2 Applications linéaires et matrices associées (Opéra-
tions algébriques)

On sait que (M, , (K),+,.) a une structure de espace vectoriel de dimension
n X p (Admis!)

Théoréme 51 Soient E (dim E =n) et F (dim F = p) deuz K—espaces vec-
toriels de dimension fini, les espaces vectoriels L(E,F) et M,, , (K) sont iso-

morphes.
dimM,, , (K) =dim L (E,F) =n X p.

Proposition 52 Soit f € L(E,F), telle que B une base de E (dim E = n),
C une base de F' (dim F =m) et A € K, on a

mat(z.c) (f +9g) = matzc) (f) + mat(ze) (9)
matg.c) (Af) = Amatgc) (f)

Le produit des matrices va étre défini de sorte qu’au produit de deux matrices
corresponde la composée des applications linéaires associées.
Soient f € L(E,F) et g € L(F, Q) alors la composée

gof:E—-F—G
! g

= —
B= (e_l), ...,e_n)) base de E A =matge) (f) € My, (K)
C=(fi,sTy) basede F Ona{ B=matiep)(9) € My (K)
D = (91,...,gy) base de G C = mat(gp) (9o f) € My (K)

1.2.3 Changements de bases et applications linéaires
Matrice de passage d’une base a une autre

Définition 53 la matrice de passage d’une base (dite "ancienne base”) a une
autre (dite "nouvelle base”) est la matrice dont les colonnes sont les coordonnées
des vecteurs de la nouvelle base dans l’ancienne.

Si F un K-espace vectoriel de dimension finie n,
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n
— — —
— — —
B=(ef,..,e,)et B = (6'17...,6;1) bases de F, €} = E pij€i, alors
i=1

= - i
€] e € el
—
P1j €1
N
P(B,ZS”) = (pij)lgi,jén = 225 T Dij  eeeeenene Pin €;
DPnj €n

La matrice de passage de B a B’ n’est autre que la matrice de I'identité de
E relativement aux bases B’ et B

P(B,B’) = mat (B',B) (ZdE)

Proposition 54 Soient B a B’ deux bases dans un K—espace vectoriel, alors
on a:

1. Pg gy = Py x P gy (relation de Chasles),
2. P = In,

3. (Pssn)  =Puo.s):

Exemple 55 Soit B. (R?) la base canonique dans R* et B' = {u; (2,1,1) ,u2 (3,2,1) ,u3 (—1,0,0)}
une nouvelle base dans R>. La matrice de passage est

2 3 -1
B S

Avant de continuer sur les matrices de passages, on définit brievement les
bases d’un espace vectoriel.

Définition 56 Soit E un K—espace vectoriel, B un sous ensemble de E.

1) B génératrice

B une base de E ssi { 2) B libre

Soit E un K—espace vectoriel, B = {uq,ug, ..., u, } un sous ensemble de E.

e La famille B est dite génératrice si tous les vecteurs de ’espace F s’expriment
comme combinaisons linéaires des vecteurs de la famille B

n
Ve € B, 3 (a1,09,...a,) € K"/ = =ajuitagus+...4a,u, = Zaiui
k=1
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e La famile F est dite libre ou encore uy, us, ..., U, sont linéairement indepen-
dent si toute combinaison linéaire nulle donne la solution nulle, autrement
dit
V(ag,az, o) €K'/ cquitasust..tanu, =0=> 0y =as =... = a, =0

Proposition 57 Soit E un K—espace vectoriel de dimension n, B une base de

E ssi
1) B génératrice N B génératrice 1) B cardinal E=n
2) B libre 2) B libre

) B cardinal E=n

1)
2) B cardinal E =n
1
2)B detB#0

“1

Action d’un changement de base sur les coordonnées d’un vecteur.

Proposition 58 Soit E un K—espace vectoriel de dimensionn, B = (e7, ..., e,) et

— —
B = (e’l,. e') deuz bases de E et P = P gy la matrice de passage, on a

e

/

- n . n /_/} T . Ty
T = E Tie; = g r;€; € B, ou encore X = | .. et X' =

i=1 i=1 Tn, x,

les matrices colonne des coordonnées de © dans B et B’ respectivement. Alors
X = PX'

Action d’un changement de bases sur la matrice d’une application

linéaire.

Proposition 59 Soit E un K—espace vectoriel de dimension n, f € L(E,F),
— —

B=(el,....en) et B = (e’l,...,e’n) deur bases de E, P = P p: et Pl =

Psr ) les matrice de passages associées. On note:

A=mat (f), D= mat (1

Alors
D =P 'AP

Définition 60 Deux matrices sont dites semblables si ce sont les matrices de
la méme application linéaire

A = mat (f)
A~D& (B.B)
{ A’ = mat (B',8") (f)

Proposition 61 Soit A,D € M,, (K) deux matrices semblables, alors
rang A =rang D et det A = det D.

1.2.4 Exercices
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