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Chapitre 3 : Matrices et Déterminants 

Les matrices sont des tableaux de nombres. La résolution d’un certain nombre de problèmes d’algèbre linéaire se 

ramène à des manipulations sur les matrices. Ceci est vrai en particulier pour la résolution des systèmes linéaires. 

Dans ce chapitre, K désigne un corps. On peut penser à Q, R ou C. 

3.1 Matrices 

1.1. Définitions 

 

 

Exemple.  

1) A= (
2 1
−1 0
3 5

), matrice de taille ou type 32.  

2) A= (-3) matrice de type 11. 

Définition 2. 

• Deux matrices sont égales lorsqu’elles ont la même taille et les même  coefficients. 

• L’ensemble des matrices à n lignes et p colonnes à coefficients dans K est noté Mn,p(K).  

 

1.2 Matrices particulières 

Voici quelques types de matrices intéressantes : 

• Si n = p (nombre de lignes= nombre de colonnes), la matrice est dite matrice carrée d’ordre n. On note Mn(K) 

au lieu de Mn,n(K). 

a11 a12 . . . a1n 

a21 a22 . . . a2n 

. . 
... .   

 

an1 an2 . . . ann 

Les éléments a11, a22, . . . , ann forment la diagonale principale de la matrice. 

- La trace de A notée Tr(A)= a11+a12+…+a1p (la somme des éléments de la diagonale). 

-  

-  
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- Une matrice qui n’a qu’une seule ligne (n = 1) est appelée matrice ligne. On la note 

A = (a11 a12 . . .a1p ). 

 

- De même, une matrice qui n’a qu’une seule colonne (p = 1) est appelée matrice colonne. On  la note 

A=(

𝑎11
𝑎21
⋮
𝑎n1

) 

 

• La matrice (de taille np) dont tous les coefficients sont des zéros est appelée la matrice nulle et est notée 0n,p 

ou plus simplement 0. Dans le calcul matriciel, la matrice nulle joue le rôle du nombre 0 pour les réels. 

1.3 Addition de matrices 
 

Définition 3 (Somme de deux matrices). 

Soient A et B deux matrices ayant la même taille np Leur somme C = A + B est la matrice de taille np définie 

par 

ci j = ai j  + bi j . 

Exemple 2. 

1) A=(
3 −2
1 5

) et B=(
0 2
2 −1

) alors A+B= (
3 0
3 4

), A-B= (
3 −4
−1 6

). 

2) A=(
3 −2
1 5

), B=(
2 1
−1 0
3 5

)alors A+B n’est pas définie. 

 

Définition 4 (Produit d’une matrice par un scalaire). 

Le produit d’une matrice A = ( ai j)de Mn,p(K) par un scalaire  ∈ K, est la matrice notée  A dont les 
coefficients sont les  ai j. 

Exemple 3. 

1) Pour AMn,p(K) : 1.A=A, 0.A=0np 

2) A=(
𝟐 −𝟏 𝟑
−𝟒 𝟎 𝟐

), -2A=(
𝟒 −𝟐 𝟔
−𝟖 𝟎 𝟒

). 

3) La matrice (−1)A est l’opposée de A et est la matrice notée −A. 

Proposition 1.  (Mn,p(K),+,.) est un K-espace vectoriel, car : 

Pour toutes matrices  A, B et C de Mn,p(K) et  , β ∈ K on a : 

1. A + B = B + A : la somme est commutative, 

2. A + (B + C) = (A + B) + C : la somme est associative, 

3. A + 0 = A : la matrice nulle est l’élément neutre de l’addition, 

4. .(A + B) = .A + .B. 

5.  ( + β ).A = .A + β. A. 

6.  (β ).A =.(β .  A). 

7. 1.A=A.  
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/ 

  

 

1.4  Multiplication de matrices 

Le produit AB de deux matrices A et B est défini si et seulement si le nombre de colonnes de A est égal au nombre 

de lignes de B. 

Définition 5 (Produit de deux matrices). 

Soient A = (ai j) une matrice np et B = (bi j) une matrice pq. Alors le produit C = AB est une matrice nq 

dont les coefficients ci j sont définis par : 

ci j = ai1 b1j + ai2 b2j + … + aik bkj +… + aip bp j. 

 

Alors AB=(
1 − 2 + 3 2 + 2 + 3
2 − 3 + 4 4 + 3 + 4

) = (
2 7
3 11

). 

Remarques 

1. Le produit de matrices n’est pas commutatif en général. 

En effet, il se peut que AB soit défini mais pas BA, ou que AB et BA soient tous deux définis mais pas de la même 

taille. Mais même dans le cas où AB et BA sont définis et de la même taille, on a en général AB BA. 

 

2. AB = 0 n’implique pas A = 0 ou B = 0. 

Il peut arriver que le produit de deux matrices non nulles soit nul. En d’autres termes, on peut avoir A0 et B0 

mais AB = 0. 

  

1.5 Propriétés du produit de matrices 

Le produit des matrices vérifie les propriétés suivantes : 

Proposition 2. 

1. A(BC) = (AB)C : associativité du produit, 

2. A(B + C) = AB + AC et (B + C)A = BA + CA : distributivité du produit par rapport à la somme,  

3. A.0 = 0 et 0.A = 0.  

La matrice identité 

La matrice carrée suivante note In ou simplement I , s’appelle la matrice identité d’ordre n : 

 

Dans le calcul matriciel, la matrice identité joue un rôle analogue à celui du nombre 1 pour les réels. C’est 

l’élément neutre pour la multiplication. En d’autres termes : 
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Proposition 3. 

1- Si A est une matrice n  p, alors : In . A = A et A . Ip = A. 

2- Si A est une matrice c a r r é e  d e  t a i l l e  nn, alors : A. In = In . A = A. 

c.à.d.  In est l’élément neutre par la loi de multiplication (produit) des matrices carrées. 

1.6 La transposée d’une matrice carrée 

 

 

Exemple 

 

1.7  Inverse d’une matrice carrée 

 

Soit A Mn (K) (une matrice carrée d’ordre n). A est dite inversible s’il existe une matrice carrée B 

d’ordre n telle que : 

AB=In     et        BA=In. 

B est dite l’inverse de A et noté A-1
. 

 

 

On trouve a=1, b=-
2

3
, c=0, d=

1

3
 et donc A-1=(

1 −
2

3

0
1

3

). 

1-  

2-  

 

3-  
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2. Déterminants 
2.1 Déterminant d’une matrice carrée d’ordre 2 

 

 

 
Exemple : 

A=(
3 −2
1 5

) alors det(A)=15+2=17. 

 

2.2 Déterminant d’une matrice carrée d’ordre 3 

 

 
Selon la première ligne par : 

det(A)=|

𝒂𝟏𝟏 𝒂𝟏𝟐
𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟐

   
𝒂𝟏𝟑
𝒂𝟐𝟑
   

𝒂𝟑𝟏 𝒂𝟑𝟐 𝒂𝟑𝟑   
|=𝒂𝟏𝟏 |

𝒂𝟏𝟏 𝒂𝟏𝟐
𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟐

|-𝒂𝟏𝟐 |
𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟑
𝒂𝟑𝟏 𝒂𝟑𝟑

| + 𝒂𝟏𝟑 |
𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟐
𝒂𝟑𝟏 𝒂𝟑𝟐

|. 

Ou pratiquement en utilise la règle de Sarrus comme suite 

  
Exemple 

 

𝐴 = (
1 2 −1
2 1 3
1 −1 0

), dete(A)= 𝟏 |
𝟏 𝟑
−𝟏 𝟎

|-𝟐 |
𝟐 𝟑
𝟏 𝟎

| − 𝟏 |
𝟐 𝟏
𝟏 −𝟏

| =3-(-6)-(-3)=12 

 

|
𝟏 𝟐 −𝟏
𝟐 𝟏 𝟑
𝟏 −𝟏 𝟎

|
𝟏 𝟐
𝟐 𝟏
𝟏 −𝟏

 

det(A)=(1.1.0+2.3.1+(-1).2.(-1))-(1.1.(-1)+(-1).3.1+0.2.2) = 8 – (-4)=12 

 
Exemple : 

    𝐴 = (
1 2 0
2 1 3
1 −1 0

), on calcule selon la troisième colonne (contienne 2 zéros),  

      det(A)=-3. |
1 2
1 −1

|=-3.(-3)= 9. 
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2.3 Déterminant d’une matrice carrée d’ordre n 

En général, si A=(aij) une matrice carrée d’ordre n, à coefficients réels alors le calcul (développement) du 

déterminant de A suivant la ligne i (Respectivement la colonne j) est donné par : 

det(A)=∑ 𝒂𝒊,𝒋
𝒏
𝒋=𝟏 (−𝟏)𝒊+𝒋𝐝𝐞𝐭 (𝑨𝒊,𝒋) (Respectivement det(A)=∑ 𝒂𝒊,𝒋

𝒏
𝒊=𝟏 (−𝟏)𝒊+𝒋𝐝𝐞𝐭 (𝑨𝒊,𝒋)) ou 𝐴𝑖,𝑗 est la 

matrice obtenue de A en supprimant la ième  ligne et la jème colonne. 

Le terme (−1)𝑖+𝑗 det(𝐴𝑖,𝑗) est dit cofacteur, et det (𝐴𝑖,𝑗) le mineur de 𝑎𝑖,𝑗. 

Remarques:  

1- On peut developper (calculer) det(A) selon n’importe qu’elle ligne ou colonne de A, il vaut mieux choisir 

la ligne ou la colonne contenant le plus de zéros.  

2- Si A=(aij) est une matrice triangulaire (ou diagonale) d’ordre n, alors : det(A) = ∏ 𝒂𝒊𝒊
𝒏
𝒊=𝟏 . 

3- det(A)= det(tA). 

4- det(A) s’annule dans les cas suivants : une ligne nulle, deux ligne liées (en particulier égales), les 

lignes liées.   

5- Même chose pour les colonnes. 

6- A, B deux matrices carrées de même ordre alors : det(AB)=det(A).det(B) et det (A-1) = 
𝟏

𝐝𝐞𝐭 (𝑨)
. 

Exemples.  

1- det(A)=det (
13 −42 50
−85 57 11
13 −42 50

)=0, car L1=L3 . 

2- det(A)=det (
13 −42 0
−85 57 0
13 −42 0

)=0, car C3=0. 

3- det(A)=det (
13 −42 50
−85 57 11
850 −570 −110

)=0, car L3=-10L2 

4- det(A)=det (
20 −42 50
0 10 11
0 0 50

)=20.10.50=10000. 

 

2.3 Calcul de l’inverse d’une matrice en utilisant le déterminant 

 

1- Inverse d’une matrice d’ordre 2 
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Exemple 

A=(
3 −2
1 5

), det(A)=17, alors la matrice inverse de A est : 

A-1 =
1

17
(
5 2
−1 3

)=(

5

17

2

17
−1

17

3

17

). 

2- Inverse d’une Matrice d’ordre 3. 
 

 

 
 

Theorem 2.1 

 

 

Exemple :  Soit A=(
1 0 3
1 −1 1
0 2 2

), de déterminant det(A)=2. 

la matrice est C=(
−4 −2 2
6 2 −2
3 2 −1

), la co-matrice de A est  

Ct=(
−4 6 3
−2 2 2
2 −2 −1

) et donc la matrice inverse de A est : 

 A-1=
𝟏

𝐝𝐞𝐭 (𝑨)
Ct=

𝟏

𝟐
(
−𝟒 𝟔 𝟑
−𝟐 𝟐 𝟐
𝟐 −𝟐 −𝟏

). 

2.4 Rang d’une matrice. 

Soit A𝑀𝑛,𝑝(𝐾), on appelle rang de A et on note rg(A), le nombre maximum de lignes (ou de colonnes) de A 

linéairement indépendantes.  

C’est aussi l’ordre de la plus grande matrice carrée B extraite de A, tel que det(B) non nul.   

- rg(A)  n et rg(A)  p donc rg(A) .min(n,p) 

- rg(A)=0  A=0. 

Remarque. Soit A𝑀𝑛(𝐾) une matrice carrée alors rg(A)= n  det(A)  0. 
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Exemples.  

1- A=(
1 0 3
1 −1 1
0 2 2

), rg(A)=3, car les lignes sont L.I. ou encore car det(A)=2 non nul. 

2- A=(
1 2 0
1 3 4
2 4 0

    
−3
1
−6
) , rg(A)3, car les 3 lignes sont liées (car deux de ces lignes  L1 et L3 sont liées) et comme L1 

et L2 sont libres alors rg(A)=2. 

 

2.5 Application associée à une matrice. 

Soit A𝑀𝑛,𝑝(𝐾), alors il existe une unique application linéaire de f : Kp  Kn  tel que 

𝑀𝐵,𝐵′(𝑓)=A, ou B et B’ sont respectivement les bases canoniques de Kp et Kn. On a pour tout  

(𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝒑) Kp : f(𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝒑)=A

(

 
 

𝒙𝟏
𝒙𝟐
⋮

𝒙𝒑−𝟏
𝒙𝒑 )

 
 

. 

Exemple. A=(
1 0 3
1 −1 1
0 2 2

)𝑀3(𝐾), alors l’application associée à A est : 

(𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑) R3 : f(𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑)=A.(𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑)
t= (

1 0 3
1 −1 1
0 2 2

)(

𝑥1
𝑥2
𝑥3
)=(

𝑥1 + 3𝑥3
𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3
2𝑥2 + 2𝑥3

). 

On peut écrire : f(𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑)=(𝒙𝟏 + 𝟑𝒙𝟑, 𝒙𝟐, 𝒙𝟏 − 𝒙𝟐 + 𝒙𝟑, 𝟐𝒙𝟐 + 𝟐𝒙𝟑). 

2.6 Matrice des vecteurs. 

Definition 

  

 

Exemple. 

 

Proposition  

 

Remarque.  v1, v2,…, vn linéairement indépendants  v1, v2,…, vn  forment une base de Rn  

                                                            det(v1, v2, …,vn)  0. 

 Exemples.  

1-  Dans l’exemple précédant les vecteurs v1, v2, v3, forment une base de R3 car det(v1, v2, v3)=-10. 

2- v1=(1,2,-1),  v2=(2,4,-2) ,v3=(1,3,-4) sont liées (car det(v1, v2, v3)=0 (puisque v2 =2v1)) donc ne forment 

pas une base de R3.  
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2.7 Les transformations élémentaires sur les lignes  

 

Remarque. Le déterminant d’une matrice carrée A, ne change pas si on applique la transformation 2 sur cette matrice.   

Méthode de Gauss pour inverser les matrices 

La méthode pour inverser une matrice A consisté à faire des transformations élémentaires (T.E) sur les lignes de la 

matrice A jusqu’à la transformer en la matrice identité In. On fait simultanément les mêmes opérations élémentaires en 

partant de la matrice In. 

 

AIn + T.E = In A-1
 

Exemple 10 

     

=A-1 

 


