Chapitre 3 : Matrices et Déterminants

Les matrices sont des tableaux de nombres. La résolution d’un certain nombre de problémes d’algébre linéaire se
ramene a des manipulations sur les matrices. Ceci est vrai en particulier pour la résolution des systemes linéaires.
Dans ce chapitre, K désigne un corps. On peut penser a Q, R ou C.

3.1 Matrices
1.1. Définitions

Définition 1.
» Une A est un tableau rectangulaire d'éléments de E.
» Elle est dite de n x p sile tableau posséde n lignes et p colonnes.
» Les nombres du tableau sont appelés les de A.
* Le coefficient situ€ a la i-eme ligne et a la j-éme colonne est not€ a, ;.

Un tel tableau est représenté de la maniére suivante :

@y Gyp e Gy ... Gy
@Qyy Gzp --- Gy .. Gy,

A= ou A=(gj)igign oUu |[ﬂ x,}
aip Iz q€i i dip 1% j5p
a.l'l.l ﬂn}z waa ﬂ_,-lui - ﬂ.ﬁ,ﬂ

Exemple.

2 1

1) A= <—1 0), matrice de taille ou type 3x2.
3 5

2) A= (-3) matrice de type 1x1.

Définition 2.

« Deux matrices sont égales lorsqu’elles ont la méme taille et les méme coefficients.

« L’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K est noté Mnp(K).
1.2 Matrices particuliéres

Voici quelques types de matrices intéressantes :

« Si n=p (nombre de lignes= nombre de colonnes), la matrice est dite matrice carrée d’ordre n. On note My(K)
au lieu de M, (K).

all al12 ... ailn
a21 az2 ... azn

anl an2 --- ann

Les éléments aiy, az, ..., an forment la diagonale principale de la matrice.
- Latrace de A notée Tr(A)=a11+ai12+...+aip (la somme des éléments de la diagonale).

A est dite matrice diagonale si a;; = 0,Yi # j c’est a dire que les éléments de
- A sont tous nuls sauf la diagonale principale.

A est dite matice triangulaire supérieure (resp inférieure) si a;; = 0,Yi > j,
(resp i < j), c’est a dire les éléments qui sont au dessous(resp au dessus) de
_la diagonale sont nuls).
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- Une matrice qui n’a qu’une seule ligne (n = 1) est appelée matrice ligne. On la note
A=(a11a12...a1p)-

- De méme, une matrice qui n’a qu’une seule colonne (p =1) est appelée matrice colonne. On la note
aitil
a
A={ “21
an1l
- La matrice (de taille nxp) dont tous les coefficients sont des zéros est appelée la matrice nulle et est notée Onp
ou plus simplement 0. Dans le calcul matriciel, la matrice nulle joue le role du nombre O pour les réels.

1.3 Addition de matrices

Définition 3 (Somme de deux matrices).

Soient A et B deux matrices ayant la méme taille nxp Leur somme C =A+B est la matrice de taille nxp définie

par
Cij=aij +bij.
Exemple 2.
1) Az(i _52) et Bz((z) _21) alors A+B= (g 2) A-B= (_31 _64)
2) A=(i _52), B:<—21 é)alors A+B n’est pas définie.
3 5

Définition 4 (Produit d’une matrice par un scalaire).

Le produit d’une matrice A = (aij)de Mnp(K) par un scalaire o € K, est la matrice notée oA dont les
coefficients sont les a a;j.

Exemple 3.

1) Pour AeMnp(K) : 1.A=A, 0.A=0nyp

S P S I Y,

3) La matrice (—1)A est I’opposée de A et est la matrice notée —A.

Proposition 1. (Mnp(K),+,.) est un K-espace vectoriel, car :
Pour toutes matrices A, B et C de Mnp(K) et a, feKona:

~

. A+B =B +A: la somme est commutative,

. A+(B +C)=(A+B)+C : la somme est associative,

. A+0 =A": la matrice nulle est [’élément neutre de /’addition,
a.(A+B)= aA+ aB.

(a+p).A=aA+B.A.

(af).A=a.(BA).

1.A=A.

W N

N & oA

29



1.4 Multiplication de matrices

Le produit AB de deux matrices A et B est défini si et seulement si le nombre de colonnes de A est égal au nombre
delignes de B.

Définition 5 (Produit de deux matrices).
Soient A = (aij) une matrice nxp et B = (bi;) une matrice pxq. Alors le produit C = AB est une matrice nxq

dont les coefficients cij sont définis par :

Cij =au blj + aip sz + ...+ aik bkj +..tap bpj.

Exemple 5.
1 2
1 2 3
(1-2+3 2+2+43\_(2 7
AIorsAB-(2_3+4 4+3+4)_(3 11)‘
Remarques

1. Le produit de matrices n’est pas commutatif en général.
En effet, il se peut que AB soit défini mais pas BA, ou que AB et BA soient tous deux définis mais pas de la méme
taille.Mais méme dans le cas ou AB et BA sont définis et de la méme taille, on a en général AB =BA.

G == B o

2. AB =0 n’implique pas A=0 ou B =0.

Exemple 6.

Il peut arriver que le produit de deux matrices non nulles soit nul. En d’autres termes, on peut avoir A=0 et B=0
mais AB =0.
Exemple 7.

=Lz =EE] = @)
1.5 Propriétés du produit de matrices
Le produit des matrices vérifie les propriétés suivantes :
Proposition 2.
1. A(BC) = (AB)C : associativité du produit,
2.AB+C)=AB+ACet (B+C)A=BA+CA : distributivité du produit par rapport a la somme,

3.A0=0et0A=0.

La matrice identité

La matrice carrée suivante note I, ou simplement I, s’appelle la matrice identité d’ordre n:

1 0 0
0 1 0

I, = ,
00 1

Dans le calcul matriciel, la matrice identité joue un rdéle analogue a celui du nombre 1 pour les réels. C’est
I’élémentneutre pour la multiplication. En d’autres termes :
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Proposition 3.

1- Si Aest une matrice nxp, alors: I, . A=AetA.lp =A.

2- Si Aest une matrice carrée de taille nxn, alors: A. I, =1, A=A
c.a.d. l,est’élément neutre par la loi de multiplication (produit) des matrices carrées.

1.6 La transposée d’une matrice carrée

Exemple

1.7 Inverse d’une matrice carrée

Soit A eMs, (K) (une matrice carrée d’ordre n). A est dite inversible s’il existe une matrice carrée B

d’ordre n telle que :
AB=l, et BA=In.

B est dite ’inverse de A et noté A,

;2
3

On trouve a=1, b=-2, ¢=0, d= et donc A= )
3 3 0o 2
3

1. SiAest inversible, alors son inverse est unigue.
9. Soit A une matrice inversible. Alors A~! est aussi inversible et on a :

Soient A et B deux matrices inversibles de méme taille. Alors AB est inversible et

=]




2. Déterminants
2.1 Déterminant d’une matrice carrée d’ordre 2

az; a22

Soit A = ( I P ) une matrice dans M 22)(IK), on appelle
déterminant de A le nombre réel donné pdr :apa — apaz. On le note det(A) ou

apy ap2
a21 Qa2
Exemple :

_(3 -2 Eroe
A=( S ) alors det(A)=15+2=17.

b

2.2 Déterminant d’une matrice carrée d’ordre 3

De méme, on définit le déterminant d’une matrice:

a;y ai2 Qa3

A= a1 Q22 Qg3 € M3(IK),
a3y Qaz2 AQss

Selon la premiére ligne par :

a1 a2 A13

az1 Qzz Qz3

az1 Qazz; asz

Ou pratiquement en utilise la regle de Sarrus comme suite

H/(f p
\rr___ a
\‘.{F :\‘(’r.ii

ai a12|_ azy 023| Qazy 022|

det(A)= .
(A) az, 0Qz; 2laz; asz3 3lag; as;

=aiq

XX
/><>

Exemple

a=(2 1 3 el Yt 3-1f 1 -seoan

1 2
2 1

det(A)=(1.1.0+2.3.1+(-1).2.(-1))-(1.1.(-1)1+(-1_).3.1+0.2.2) = 8- (-4)=12
Exemple :

1 2 0
A= (2 1 3), on calcule selon la troisieme colonne (contienne 2 zéros),
1 —11 0 )
det(A)=-3. | L 1|=-3.(-3)= 9.
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2.3 Déterminant d’une matrice carrée d’ordre n

En général, si A=(aij) une matrice carrée d’ordre n, a coefficients réels alors le calcul (développement) du
déterminant de A suivant la ligne i (Respectivement la colonne j) est donné par :

det(A)=X1, a;; (—1)"*/det(4;;) (Respectivement det(A)=X % a;; (—1)"*/det(4;;)) ou 4; ; est la
matrice obtenue de A en supprimant la i*™ ligne et la j°™ colonne.

Le terme (—1)™*/ det(4; ;) est dit cofacteur, et det(4; ;) le mineur de a; ;.
Remarques:

1- Onpeut developper (calculer) det(A) selon n’importe qu’elle ligne ou colonne de A, il vaut mieux choisir
la ligne ou la colonne contenant le plus de zéros.

2- Si A=(ajj) est une matrice triangulaire (ou diagonale) d’ordre n, alors : det(A) = [[iL, ai;-

3- det(A)=det(‘A).

4- det(A) s’annule dans les cas suivants : une ligne nulle, deux ligne liées (en particulier égales), les
lignes liées.

5- Méme chose pour les colonnes.

6- A, B deux matrices carrées de méme ordre alors : det(AB)=det(A).det(B) et det (A1) =
Exemples.

1
det(4)’

13 —42 50

1- det(A)=det (—85 57 11)=0, car Li=Ls.
13 —42 50
13 —-42 0

2- det(A)=det (—85 57 O>=0, car Cs=0.
13 —-42 0
13 —42 50

3- det(A)=det (—85 57 11 >=0, car Ls=-10L,
850 —-570 -110
20 —42 50

4- det(A)=det<0 10 11)=20.10.50=10000.
0 0 50

2.3 Calcul de ’inverse d’une matrice en utilisant le déterminant

1- Inverse d’une matrice d’ordre 2

Considérons la matrice 2x 2 : A= (Z 3) !

Proposition 9.
Si ad — bc # 0, alors A est inversible et

— a

A_l‘—'mi—b?(d —b)

33



Exemple
_(3 -2 _ s .
A-( 1 s ) det(A)=17, alors la matrice inverse de A est :
5 2
1 _i 5 2\_ E E
S G A
17 17

2- Inverse d’une Matrice d’ordre 3.

Theorem 2.1

1 0 3
Exemple : Soit A=<1 -1 1), de determinant det(A)=2.
0o 2 2
-4 -2 2
la matrice est C=| 6 2 =2, laco-matrice de A est
3 2 -1

—4 6 3
C‘=<—2 2 2 ) et donc la matrice inverse de A est :

2 -2 -1
1 s —4 6 3
K t—1[
A —det(A)C—2 2 2 2 |
2 -2 -1

2.4 Rang d’une matrice.
Soit AeM,, ,(K), on appelle rang de A et on note rg(A), le nombre maximum de lignes (ou de colonnes) de A

linéairement indépendantes.
C’est aussi ’ordre de la plus grande matrice carrée B extraite de A, tel que det(B) non nul.

- rg(A) <netrg(A) <p donc rg(A) <.min(n,p)
- rg(A)=0 < A=0.
Remarque. Soit Ae M,,(K) une matrice carrée alors rg(A)=n < det(A) = 0.



Exemples.

1 0 3
1- A=<1 —1 1|, rg(A)=3, car les lignes sont L.I. ou encore car det(A)=2 non nul.
0 2 2

1 2 0 -3
2- A=<1 3 4 1 ),rg(A);tB, car les 3 lignes sont liées (car deux de ces lignes L et Lz sont liées) et comme L

2 4 0 -6
et L, sont libres alors rg(A)=2.

2.5 Application associée a une matrice.
Soit AeM,, ,(K), alors il existe une unique application linéaire de f : KP — K" tel que

My (f)=A, ou B et B’ sont respectivement les bases canoniques de KP et K". On a pour tout

X1
X2

S

(%1, %2, .., Xp) € KP: f(xg, x5, ..., X )=A

1 0 3
Exemple. A=<1 -1 1) eM;(K), alors I’application associée a A est :
0 2 2

1 0 3\ /% X, + 3x3
(x4, %2, x3)€ R*: f(xq, X2, x3)=A. (X1, X2, x3)'= (1 -1 1){ %2 |={ 21— %2 + x5 ).
0 2 2 X3 2.X'2 + 2x3

On peut écrire : f(xl, xz,x3)=(x1 + 3x'3,x2, X1 — X2 + X3, sz + 2x3).

2.6 Matrice des vecteurs.
Definition
Soit Vi, Vo, ..., Vy,, n vecteurs de IR™ on appelle déterminant des

vecteurs (V1,Va, ..., V,) et on le note det(Vi, Va, ..., Vi) le déterminant dont les colonnes
sont les vecteurs V1, Vs, ..., V.

Exemple.

Soit Vi = (la 1.0).V2 = (01_11 1)“/23 = (ana 1)~ alors
1 0 0 53 b

det(Vi,Vo,Va)=|1 -1 0 :+1‘ . 1':-1
0 1 1

Proposition

Soit V1, Va, ..., V,, n vecteurs de R™ on (V},Va, ..., V},,) est une
base de R" < det(V}, Vs, ..., V,) #0

Remarque. vy, v

Exemples.

1- Dans I’exemple précédant les vecteurs vi, vz, vs, forment une base de R® car det(vi, vz, v3)=-1=0.
2- v1=(1,2,-1), v2=(2,4,-2) va=(1,3,-4) sont liées (car det(v1, v2, v3)=0 (puisque v2 =2v1)) donc ne forment
pas une base de R®.
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2.7 Les transformations élémentaires sur les lignes

1. L; — AL; avec A # 0 : on peut multiplier une ligne par un réel non nul (ou un élément de K\ {0}).

2. L+ L;+AL; avec A €K (et j # i) : on peut ajouter 4 la ligne L; un multiple d’'une autre ligne L;.

3. L; <= L; : on peut échanger deux lignes.

Remarque. Le déterminant d’une matrice carrée A, ne change pas si on applique la transformation 2 sur cette matrice.
Méthode de Gauss pour inverser les matrices

La méthode pour inverser une matrice A consisté a faire des transformations élémentaires (T.E) sur les lignes de la
matrice A jusqu’a la transformer en la matrice identité I,. On fait simultanément les mémes opérations élémentaires en
partant de la matrice I,.

Alln+TE=1.|A?

Exemple 10
1 1 oy L, 1 [ 0
A=12 1 2| L, 13=‘0 1 0
o 1 1) L, o 0o 1)
1 1 0} (1 0 0}
0 -1 2| L,«<L,-2L, -2 1 0
| |
\ {] 1 1 ___II \ |:| {} 1 ;II
1 1 0} 1 0 0
0 -1 2| -2 1 0]
0 0 3)L;«<L;+L, -2 1 1)
1 0 0
1 1 0}
2 21 2
{] _]. I:] L'.':_L'.__]-_.s —_— J— P
0 0 Si ) 303 3
! -2 1 1
0 0) L «L+L, 1 1 2
0 -1 0 3 3 3
0 0 3] 212
3 3 3
-2 1 1
1 _2)
(1 0 0) 3 3 3|
01 0 L,e-L, E _l £
0 0 1) 1 3 3 3
hegh 201 1
33 3 )_p
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