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Introduction a la commande prédictive
1.1 Introduction

Les industries de production du type pétrole, chimie, pharmacie, agro-alimentaire, métallurgie,
énergie, fours, etc., utilisent, classiquement, depuis longtemps le régulateur PID. Mais ce
régulateur a des limites : processus difficiles, prise en compte de contraintes, performances
limitées, compromis de réglage, etc.

La commande prédictive peut étre utilisée pour commander des systémes complexes
comportant plusieurs entrées et sorties ou le simple régulateur PID est insuffisant. Cette
technique est particuliérement intéressante lorsque les systémes possedent des retards
importants, des réponses inverses et de nombreuses perturbations.

Le principe de cette technique est d’utiliser un mod¢le dynamique du systéme a ’intérieur du
controleur en temps réel afin de prédire le comportement futur du systéme. La commande
prédictive fait partie alors des techniques de commande a modele interne.

La commande prédictive est un terme général qui désigne un ensemble d’approches de
commande différentes (DMC, GPC, PFC, NLMPC, ...). Néanmoins, toutes ces techniques se
basent sur le méme principe de fonctionnement. Elles utilisent explicitement un modele du
systeme a commander afin d’obtenir le signal de commande par la minimisation d’une fonction
de coft.

1.2 Applications industrielles

Depuis le début de son application dans les années 1970, I'utilisation de la commande prédictive
basée sur le modele s’est répandue industriellement a travers plusieurs champs d’application :

— 1979 Dynamic Matrix Control (DCM) : industrie pétroliére

— Plus de 4000 applications répertoriées en début des années 2000.

— Robots, machines-outils, raffinerie de pétrole et industrie chimique, industrie chimique
ou biochimique, agroalimentaire, aéronautique, métallurgie, 1’industrie du ciment,
batiment intelligent ...

— Exemple : régulation de vitesse des ascenseurs de la tour Eiffel.

1.3 Historique

— Début a la fin des années 70

— Améliorations dans les années 90 : faisabilité, stabilité en boucle fermée

— Maturité depuis le début des années 2000 : commande prédictive robuste, solutions
explicites, commande prédictive des systeémes hybrides et non-linéaires, applications
aux systemes rapides

— 2010 : commande prédictive stochastique, distribuée, décentralisée, ...

1.4 Différentes approches de la commande prédictive

e DMC (Dynamic Matrix Control)
— Utilise la réponse indicielle du systéme
— Processus stable et sans intégrateur
e MAC (Model Algorithmic Control)
— Utilise la réponse impulsionnelle
e PFC (Predictive Functional Control)
— Utilise un mode¢le d’état du systéme ou une fonction de transfert

Prof. S. LABIOD - Cours CPA — M2 — AS— Département d’Automatique — FST — Université MSBY — Jijel 1



Peut s’appliquer aux systémes non linéaires

GPC (Generalized Predictive Control)

Utilise un modéele CARIMA
La méthode de commande prédictive la plus répandue

Commande prédictive a base de modéele d’état

1.5 Principe de fonctionnement

Utilise un mod¢le d’état du systéme.
Peut s’appliquer aux systémes non linéaires

La philosophie de la commande prédictive se résume a utiliser un modele du systéme pour
prédire le comportement du systéme et choisir le signal de commande par la minimisation d’un
certain co(it tout en respectant les contraintes.

La commande prédictive réalise a chaque période d’échantillonnage les étapes suivantes :

1.

Calcul des prédictions des variables de sortie a des instants futurs (notion d’horizon de
prédiction) grace a un modele du systéme et les entrées, sorties et variables d’état dé¢ja

mesureés.

Calcul des actions optimales de commande a appliquer au systéme par la minimisation
d’un critére le plus souvent quadratique incluant I’erreur de poursuite et I’effort de
commande (notion d’horizon de commande).
Seul le premier élément de la loi de commande calculée est réellement appliqué au

systeme.

Toutes ces étapes se répeétent ensuite, c’est le principe de 1’horizon fuyant (horizon
glissant) qui se résume comme suit :

le premier élément de la séquence de commande « optimale » calculée est appliqué sur

le systeme,

les séquences sont décalées,

une nouvelle sortie est mesurée,

la procédure compléte est répétée.

Modéle du Trajectoire Fonction

systéme et de objective et
sorties prédites référence contraintes

Séquence de
commande optimale L.
Optimisation Lo
Perturbations
Appliquer le ler l Entrées, Sorties,
¢lément . Etats
— Systeme

Figure 1.1 : Structure générale de la commande prédictive
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Figure 1.2 : Structure de base de la commande prédictive
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Figure 1.3 : Principe de la commande prédictive

Pour ce faire, la stratégie de commande prédictive s’articule autour des points suivants :

— Choix d’un modele du systéme a commander sur lequel est basée la prédiction de la
sortie,

— Spécification de la trajectoire de référence que doit suivre la sortie du systeme,

— Formulation d’un probléme d’optimisation traduisant les objectifs de commande,

— Utilisation d’une méthode de résolution pour le probléme d’optimisation aboutissant
aux commandes futures a appliquer au systéme,

— Application du premier élément de la séquence de commande au systéme et réitération
a I’instant suivant.

Les parameétres de réglages qu’on retrouve dans la majorité des approches de commande
prédictives sont :

— L’horizon de prédiction de la sortie.
— L’horizon de commande.
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Les pondérations intervenant dans le critére de performance sur les erreurs de poursuite
et sur I’effort de commande.

1.6 Avantages et inconvénients de la commande prédictive

Les principaux avantages de la commande prédictive sont les suivants :

L’idée générale est intuitive et facile a comprendre.

Permet de respecter les contraintes sur les variables d’entrées et de sorties.

Evite des variations excessives sur les variables d’entrées, la commande est plus douce.
Cela permet une meilleure utilisation des actionneurs (vérins, vannes, moteurs) et leur
temps de vie est ainsi augmentg.

En cas de perturbations mesurables, le systéme s’adapte automatiquement.

S’applique a tout type de systémes, des plus simples aux plus complexes (systémes
instables, avec retards, non minimum de phase, trés peu amortis, multivariables, non
linéaires).

Technique bien adaptée aux problémes de suivi de trajectoire sans/sous contraintes
(entrées, sorties, états), pour lesquels la trajectoire a suivre est parfaitement connue a
I’avance et planifiée.

Numériquement stable.

Permet en général un réel gain financier.

Parmi les inconvénients, on cite :

L’inconvénient principal de la commande MPC est le temps d’exécution, de ce fait la
méthode trouve son application beaucoup plus dans le domaine des procédés chimiques
qui sont en général des systémes lents a grande période d’échantillonnage ou
I’application des méthodes numériques ne pose pas de probléme.

De plus, il n’y a pas de régles définies permettant de choisir les parameétres, sauf quelque
compromis entre les différentes caractéristiques déduit par expérience dans le domaine.
Elle nécessite une modélisation précise (difficulté scientifique). Mise en place du
modele : nécessité de connaitre un modéle précis du systéme a commander.
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Commande prédictive par matrice dynamique

Dynamic Matrix Control (DMC)

2.1 Modzéle du systeme

La commande par matrice dynamique est basée sur le modele a réponse indicielle.

Soit un systéme linéaire stable en boucle ouverte de fonction de transfert H (s) avec y la

sortie du systéme et u son entrée de commande.

u(t) v(t)
| | _/":'-"_
~ Systéme -
{111} {0, 21,92, 83,.}

Figure 2.1 : Réponse indicielle du systeme

Avec des conditions initiales nulles, la réponse indicielle d’un systéme linéaire monovariable

stable peut étre donnée par :

H (s) . . \
g(s)=—— ou H(s) estla fonction de transfert du systeme.
s

La réponse du systéme a une entrée u (t) est donnée par :

[fouton

H (s)

N

H(s)

S

o) = (s)uls)=|

Ona:g@)=L*{

La réponse y (t) peut étre donnée par le produit de convolution

[e¢]

y(t)=Ig(r)zk(t—r)dr

0

En utilisant la méthode des rectangles, cette intégrale peut étre approchée comme suit :

00

y(kT.)=T.3 g (JT.)u((k=J)T.)

Jj=0

} la réponse indicielle du systéme et #(¢)=L" [su (s)]

ou T, est la période d’échantillonnage. La dérivée du signal de commande peut étre approchée

numériquement comme suit :

Ll((k—j)];)I ”((k_j)Te)_;‘((k_j_l)Te) _ A”((kT_j)Te)

e e
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Il vient alors :
)=2 g (JT.)Au((k-j)T,)
j=0

Pour simplifier 1’écriture, on prendra y(kT,)=y(k), Au((k—j)Te) =Au(k—j),
g(JjT.)=g, etavec g(0)=0, on obtient :

y(k)= 2 g;Au(k~j)
J=l
g; : Coefficients de la réponse indicielle

Au (k) = u(k)—u(k —1) : Variation de la commande

Dans la commande prédictive par matrice dynamique, /e systéme est supposé stable en boucle

ouverte. Alors, les coefficients §; de la réponse indicielle tend a une valeur constante aprés N
période d’échantillonnage ou NT, >t (temps de réponse). C’est-a-dire, g,,, =&y, Vi=0.
Alors, on suppose que les valeurs de la réponse indicielle { gl,gz,...,gN} sont données.

La commande par matrice dynamique est basée sur la prédiction de la sortie du systéme jusqu’a
I'instant futur k+ N, (N, est appelé horizon de prédiction sur la sortie), et sur la prédiction de
I’incrément de commande sur un horizon N, (N, est appelé horizon de prédiction sur la
commande).

2.2 Structure du prédicteur optimal

La prédiction de la sortie a I’instant future k +i (prédiction a i pas) a partir des données entrée-
sortie connues, c’est-a-dire, a partir des valeurs de la sortie jusqu’a I’instant £ et des valeurs de
la commande (ou I’incrément de commande) jusqu’a I’instant k-1, est donnée par :

k+l Zg Au k+i- ) aAV(k-l—i)

ou d(k+i) est un terme de correction et qui représente une estimation des erreurs de

modélisation et des perturbations.

On peut décomposer la prédiction de sortie suivant les effets des entrées passées et futures :

k+z Zg Au k+i—j ZgAu k+i- )+ d(k+i)
j=1 j=i+l ——
Effet des perturbation prédite

Effet des entrées futures Effet des entrées passées

En effectuant des changements de variable convenables (pour les indices), on peut récrire cette
équation sous la forme
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P (k+i) Zgl Au(k+j)+ ig,‘ﬂ-Au(k—j)ﬂ;’(kH)

Jj=0 j=1
On suppose que le terme d (k) est constant le long de I’horizon de prédiction, c’est-a-dire,
d(k+N,)=...=d(k+1)=d(k)=y(k)-> g ,Au(k- )
j=1

Cette supposition signifie que les perturbations entrent dans le systtme comme des
perturbations de sortie constantes. Cependant, une détérioration des performances peut résulter
de cette représentation car, en pratique, les perturbations peuvent agir sur le systéme d’une autre
maniere.

Alors, la sortie prédite peut s’écrire comme suit :
k+z Zg, JAu k+J) +Z(g,»+, _gj)Au(k—j)+y(k)
j=1

Etant donné que le systéme est suppos¢ stable en boucle ouverte. Alors, les coefficients g; de

la réponse indicielle tend a une valeur constante aprés N période d’échantillonnage ou
NT,2t,, alors on peut considérer que g, , —g, =0, /2N ou g, =gy,i20.

Ainsi, la prédiction de la sortie devient :

M=

plk+i) =g, u( ket j)+ (8, g ) du(k=j)+y(k) ,i=1....N,

Jj=0

~.
I

On apour j=N, g,y —gy =0, ainsi ’équation de la prédiction de la sortie peut étre écrite

sous la forme :
N-1
P (k+i) Zg, Au(k+j) +Z(g,»+j—gj)Au(k—j)+y(k)
j=1

Cette forme met en évidence que la sortie prédite a I’instant (k+i ) est composé de deux

parties :

. Z g, Au (k +J ) : Réponse forcée, c’est la partie qui ne dépend que des valeurs présente
e; futures de I’incrément de commande (terme inconnu).
. g( 8., —& )Au (k—j)+y(k) : Réponse libre, c’est la partie qui est complétement
=
(iisponible a I’instant k (terme connu).

Rappelons qu’on veut prédire la sortie du systéme sur un horizon de prédiction N, c’est-a-

T
dire, on veut calculer le vecteur des sorties futures : y, = [ y(k+1),..., ﬁ(k +N, )} . Pour le

signal de commande, le but est de déterminer les futures incréments de commande sur un
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horizon N, , c’est-a-dire, le vecteur des futures incréments de commande

u

Au, =[Au(k),....Au(k+N, -1)].

En commande prédictive, on suppose que N, <N, et que Au (k +N, +j ) =0, j>0, c’est-a-

dire au-dela de ’horizon de commande N ., I’entrée de commande est supposée constante.
u?’

Alors, la forme du prédicteur devient :

min(i—1,N, -1) N-1
)A/(k—i-i): Z g,-_jAu(kJr]')Jr (gi+j_g_/)Au(k_j)+y(k)
j=0 J=1

D’ou la forme matricielle pour 1’équation de prédiction :

Y, =GAu, +G,Au, +A,y(k)= G,Au, +y,

avec

v =G,Au, + A, y(k) : représente la réponse libre

A A ~ r T
Y, :[y(k+1),...,y(k+Np)} , Au, :[Au(k),...,Au(k+Nu —1)} ,

N

Au, =[Mu(k=1),...8u(k-N+1)] , A =[L...1] eR™

& 0 0
&> 8 0 0
Gf | : : : : RN |
' g& 8 82 7 8N
|8y, 8n,1 8,2 7 8N,n |
e & & & |
&3 84 85 o Eva
G :G _G ,G _ . . . . . ERNPX(N_I)’ o ’VZZO’
P 1 p22 pl g g s v Cya En+i = 8w
_ngH ng+2 gNl,+3 gN+Np+l_
_g1 g, &; ngl_
g & & En-i
sz =| . . . © e RV
g& & & " 8wna
1 & & & En-1
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Remarque :

o G, est une matrice de dimension N, x N, qui est appelée matrice dynamique (Dynamic

Matrix).
o) Gp , G

1> G, sont des matrices de dimension N, x(N -1).

o A, estun vecteur colonne de dimension N, a éléments égaux a 1.

2.3 Loi de commande DMC

Le calcul de la commande dans I’approche DMC s’effectue a partir de la minimisation d’un
critére quadratique a horizon fini portant sur les erreurs futures entre la sortie de référence
(sortie désirée) et la sortie prédite avec un terme de pondération sur la variation de la commande.

=

» N, -1

J = (y,,(k+i)—j/(k+i))2+lz Au(k+i)

i=0

i

A >0 : Pondération des variations de la commande Au(k+i),i=0,...,N, —1.

u

Ce critére peut étre également écrit sous la forme matricielle suivante :

) yr(k+l)
J:(yR—f/f) (yR—j/f)+ﬂ,AuA;Auf ou y, = :
yr(k+Np)

Etant donné que : §, =G,Au, +y,, on obtient :
J=(ve~G,8u,~,) (ve~G,Au, ~y, )+ A0l Au,

J=((re =) = 8u[G] )((ve = 2,) =G, A, )+ Aduf Au,

J =M} (AL + GG, ) Au, = 207G (v =y, )+ (ve = 31) (v =21)

La minimisation du critére par rapport au vecteur des commandes futures donne :

oJ
OAu

=0=2(A1+G/G, )Au, ~2G} (v, ~,)=0
]

L’expression du vecteur de commande résultant de la minimisation du critére est la suivante :

Au, =(A1+GJG,) G} (ye-3,)=(A+G[G,) G (y,—G,Au, — A,y ())

Posons : G, = (/1] +G,G, )_1 G, lamatrice de gain et g, la premiére ligne de cette matrice, la

loi de commande a horizon fuyant (glissant) associée s’obtient alors comme suit :
Au(k)=g! (vr=.)=2! (ve—G,Au, - Ay (k))

u(k)zu(k—1)+gcT(yR —yL)zu(k—1)+gcT(yR -G, Au, —As_y(k))
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Bien qu’une séquence de commandes Au, :[Au(k) -+ Au(k+N, —I)JT soit obtenue a

I’instant & par la minimisation du critére quadratique, en pratique, seule la premicre
composante du vecteur Au, est implantée. A Iinstant d’échantillonnage suivant k+1, on
répete la méme procédure, ¢’est-a-dire qu’on recalcule une nouvelle séquence de commande

dont la premiére composante sera effectivement appliquée au systéme et ainsi de suite (c’est le
principe de la commande a horizon glissant).

Remarque :

Soit Ae R , XeR" et Y eR", les régles de la dérivation matricielle sont donnés par :
a(g{x)zy ; 6(XTY)=Y ; a(XTAX)z(A+AT)X ; o(X74x)

=24X, si A=A".
oxX oX

2.4 Principe de I’horizon fuyant (glissant)

Seul le premier élément de la séquence de commande « optimale » précédente est appliqué sur
le systeme. Tous les autres ¢éléments peuvent étre oubliés car a la période d’échantillonnage
suivante, les séquences sont décalées, une nouvelle sortie est mesurée et la procédure complete
est répétée. Ce procédé repose sur le principe de I’horizon fuyant ou glissant.

— Seulement le premier élément de la séquence de commande « optimale » précédente est
appliqué sur le systéme

— Les séquences sont décalées

— Une nouvelle sortie est mesurée

— La procédure compléte est répétée.

Remarque :

La commande prédictive par matrice dynamique peut étre synthétisée aussi a partir du modele
tronquée de la réponse indicielle défini par :

N-1

y(k) ZgAuk ] Znguk ]—i—gNZAu(k—j)
j=N

Jj=1 j=1

> Au(k~j) = Au(k~N)+ Au(k—N 1)+ Au(k N -2)+

M
B>
<

—_
b
|
.
~
Il

u(k=N)—u(k—N-1)+u(k—N-1)—u(k—=N-2)+u(k—N-2)—u(k—N-3)+
= y(k)= ngu(k—j)+gNu(k—N)

2.5 Exemple 1

A partir de la réponse indicielle d’un systéme, on a relevé les points suivants :
i 1 2 3 4 5 6 7
g; 032 [043 |047 [049 |05 0.5 0.5
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On donne : Horizon de prédiction: N B =3 ; Horizon de commande : N, =1 ; Facteur de

pondération de la commande : 4 =0.2
1) Donner I’expression de la solution optimale de la méthode de commande DMC.
2) Définir les vecteurs Au,, Au et y,.

3) Donner les matrices G et G, et le vecteur A, .
4) Calculer la matrice du gain G, = (/11 + G;Gf )_1 G; .

5) Ecrire la loi de commande résultante u (k) ? Est-ce que celle-ci représente une loi de

commande par rétroaction ? Justifier votre réponse.
Solution :
1) La solution optimale de la méthode de commande DMC (N, =3, N, =1, N =5 parce que

la réponse indicielle est constante pour £ >5)
Au, =G, (v, ~G,Au, - A y(k)) avec G, =(G'G, +AI) G!
2) Définition des vecteurs : Au,, Au et y,

Au, =[Du(k)] =Au(k) 5 Au, =[ Au(k-1),0u(k~2),u(k~3),Au(k—4)]

Vo=, (k+1),, (k+2),5, (k+3)]
3) Donner les matrices G et G, et le vecteur A

g ) (032
G, =|g, |=|043 s A, =[L11],
g, ) 1047

2 & g 8 g g g & 0.11 0.04 0.02 0.01
G,=G,,-G,,=1g & & & |-|& & & & |=/015 0.06 0.03 0.01

g, g g g g 8 & & 0.17 0.07 0.03 0.01

4) Caleul du gain G. =(A1+G'G,) G

G'G, =0.5082, AI+G'G, =0.7082,

G, =(AI+GTG,) G' =(0.4518 0.6072 0.6637)= g’ =(0.4518 0.6072 0.6637)
5) Loi de commande résultante u (k)

Au(k)=g! vy~ (8! <G, )Au, ~(g! < A,) (k)

u(k)=u(k—-1)+04518y, (k+1)+0.6072y, (k+2)+0.6637y, (k+3)—0.2536Au (k1)

—0.1010Au (k —2)—0.0472Au (k —3)—0.0172Au (k —4)~1.7227y (k)

C’est une commande par rétroaction car u (k) dépend de la sortie du systéme y (k).
2.6 Exemple 2

A partir de la réponse indicielle d’un systéme, on a relevé les points suivants :
i 1 2 3 4 5 6
g 044 080 |093 |098 [099 |1

Ondonne: N,=2, N, =2, facteur de pondération de la commande : 4=0.5
1) Donner I’expression de la solution optimale de la méthode de commande DMC.
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2) Définir les vecteurs Au,, Au et y,.

3) Donner les matrices G et G, et le vecteur A, .
4) Calculer la matrice du gain G, = (/11 + G;Gf )_1 G_f .

5) Ecrire la loi de commande résultante u(k) ?

6) Calculer les valeurs u(0) et u(1) si y, (k)=1, y(0)=0 et le systéme est régi par :

y(k+1) = O.446y(k)—0.05y(k—1)+0.442u(k)+0.16u(k—1).
Solution :
1) La solution optimale de la méthode de commande DMC (N, =2, N, =2, N=6)

Au, =G, (v, ~G,bu, - A y(k)) avec G, =(G'G, +AI) G!
2) Définition des vecteurs : Au,, Au et y,

Au, =[ Au(k), Au(k+1)]

Au, = Au(k—1), Au(k -2), Au(k ~3), Au(k—4),Mu(k-5)]

Ve =[2, (k+1).3,(k+2)]
3) Donner les matrices G et G, et le vecteur A

0 044 O
Gf = gl = , AS :[1,1]T,
2 & 0.80 0.44

szGpl—Gﬂ:[gz g & & géj_(gl g & & gsj
8 & 8 & & & & & &4+ &8s
0.36 0.13 0.05 0.01 0.01
0.49 0.18 0.06 0.02 0.01

4) Caleul du gain G. =(A1+G'G,) G

p

, 0.8336 0.3520 , 1.3336  0.3520
G, = , U+G,G, = ,
7777103520 0.1936 7777103520 0.6936
r 1 (0.8658  —0.4394
(M1+G]G,) =
I ~0.4394  1.6648

0.3810  0.4993
-0.1933 0.3810

5) Loi de commande résultante u (k)
Au(k)=g! v —(gjr pr)Aup —(gjr xAS)y(k)
u(k)=u(k—1)+0.381y, (k+1)+0.4993y, (k+2)—0.388Au(k—1)—0.1394Au (k—2)
—0.049Au (k—3)—0.0138Au (k —4)—0.0088Au (k —5)—0.8803y (k)
6) Calculde u(0) : u(0)=0.381y, (k+1)+0.4993y, (k+2)=0.8803
Calcul de y(l) : y(l) :O.446y(0)—0.05y(—1)+0.442u(0)+0.16u(—1) =0.3891
Caloul de (1) : u(1)=u(0)+0.381+0.4993—0.388Au (0) - 0.8803y (1) = 1.0765

G, =(2+G'G,) G =( J:gf =(0.3810 0.4993)
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Commande Prédictive Généralisée

Generalized Predictive Control (GPC)
3.1 Modéle du systéme

La synthése d’une loi de commande prédictive passe d’abord par une phase de modélisation du
systeme a commander. Le mode¢le doit étre capable de représenter le comportement dynamique
du systéme, tout en ayant une complexité compatible avec les moyens de calcul de la loi de
commande. En ce qui concerne la commande GPC, elle considére la classe des systemes dont
le comportement dynamiques peut étre représenté par le modele CARIMA (Controlled Auto-
Regressive Integrated Moving Average) ou ARIMAX (AutoRegressive Integrated Moving
Average with eXogenous inputs) donné par :

C(Zf1 ) v(k)

A(z_')y(k):B(z_l)u(k—1)+ A(z‘l)

y(k) : Sortie du systéme
u(k) : Entrée du systéme
v(k) : Signal de perturbation considéré aléatoire et de moyenne nulle.

A(z_l) =l+az "' ++a, z ", B(z_l) =b,+bz" +et b, 27
(=" i

Clz ):1+clz’l+---+cncz_"“ , A(z’l):l—z

L’introduction de A(z"1 ) =1-z" dans le modéle du bruit apporte une action intégrale dans le

correcteur qui permet 1’annulation de toute erreur statique vis-a-vis d’une consigne ou d’une
perturbation constante.

Ce modele est utilisé pour générer une séquence de prédictions de la sortie sur plusieurs pas
(horizon de prédiction de la sortie). Une séquence d’entrée est ensuite calculée, de maniére a
minimiser [’écart entre les sorties prédites et les sorties de références (désirées)
correspondantes. Le principe de la commande a horizon glissant est également appliqué.

EE— Z_IB(Z_I) A(z’l) R

Figure 3.1 : Modele CARIMA
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3.2 Structure du prédicteur optimal
En utilisant le modele du systéme, la sortie du systéme a I’instant £ +i est donnée par :

y(k+i):ig;;u(mi—m%v(mi)

On introduit la premiére équation diophantienne suivante :
A(Z% ) A(zf1 )QI (271 ) +z7'F, (271 ) = C(Z% )

deg[Qi] =i—-1= Qj (Z_l)z 4 +q12‘1 +"'+qiflzf("71)

deg[F;|=n, :max(na,nc—1'):>Fl,(z*1):fi0Jrf“z*1 tot f 2

En utilisant cette équation, on obtient :

yr) =2 iy AEAE O )

y(k+i): A(Z_l)u(k+i—1)+mv(k)+g(Z_l)v(kJri)

A partir des mesures disponibles a I’instant &, on peut se servir du modele du systéme pour
estimer le terme v(k) comme suit :

v(k)%[y(k)—B(Zl)u(k—l)J ,

On obtient alors :

R GO PSP ol PR Gl L G B S s W

A=)

Ona: u(k—1)=z"u(k+i-1), alors, il vient :

e =)o 2L (o) a0 oo

(=) a(=")e(=)

De I’équation diophantienne : C(z‘l ) ~-z'F, (z"1 ) = A(z"l ) A(z"1 )Q,- (z"l) ,on a alors :
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= ) C(z’l) u(k+i—1)+Ql.(z’1)v(k+i)
u k+l 1 =(1—Z ')u(k+i—1)=u(k+i—1)—u(k+i—2)=Au(k+i—l)

Z) (ZI)Q"(Z_l)Au +i-1)+0 (2 Yv(k+i
() gy el o (k)

On suppose que Q. (z'l)v(k+i) =0 (terme inconnu a I’instant &), alors la prédiction de la

o
=}
s::
>
—_
t\]
— \-/—‘ —

(k+z

sortie a ’'instant k+i avec i=1,...,N , ou N est I’horizon de prédiction, est donnée par :

P(k+i)= i((jll))y k)+ B(Z;()ngl()ZI)Au(k+i—1)
On introduit une deuxiéme équation diophantienne :
C(z")G,(z")+z'H,(z")=B(z")0,(z")
deg[G]=i-1=G,(z")=g,+gz " ++ g 7

deg[H,]=n, =max(n,~Ln,~1)=>H,(z" )= hy+hz" +...+h, 2"

BENEY) oy, )
Ona: C(z'l) —Gi(z )+W
j/(k+i):Fj(Zl)y(k)+Gi(z1)Au(k+i—1)+Z;I_?—Z(T)I)Au(k+i—l)

Etant donné que : zAu(k +i—1)=Au(k—1), il vient :

, ce qui donne :

P(k+i)= IZ((E11))y(k)++zi((zzll))Au(k—l)+Gi(z1)Au(k+i—1) ,i=l..,N

réponse libre (passé)

réponse forcée (futur)

En commande prédictive, on a toujours la supposition suivante : au-dela de 1’horizon de
commande, la variation de la commande future est nulle, Au(k+i)=0 pour i>N,. C’est-a-
dire, la loi de commande est calculée en admettant que le systéme est remis en chaine ouverte
a partir de I'instant £+ N, (commande en boucle ouverte). Cette contrainte permet de réduire
considérablement le volume de calcul.

3.3 Forme matricielle de I’équation de prédiction

En considérant 1’ensemble des prédictions pour i=1,...,N i

prédictions qui peut étre mise sous la forme matricielle suivante :

on obtient une séquence de
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P, = ( _I)Fy(k)JrC(Z_I)I-_IAu(k—l)JrGfAuf

Les vecteurs y,, Au,, ', H etlamatrice G, sont définis comme suit :

P(k+1) Au (k)
V= : eR" , Au, = : e R
f/(k+Np) Au(k+N,-1)
F (=) H,(=")
F = eRY  H= : eR"
Fy () Hy, (=)
g0 0 0 0
& 8o 0 0
G/. _ c RNPXN“
En,-1 8n2 8noz T 8o
En,-1 8y, 8N,z T 8N,

On peut la mettre également sous la forme compacte :

Y, =G, Au, +y, avec y =

3.4 Loi de commande GPC
La loi de commande est obtenue par minimisation d’un critére de performance. Ce critére a

pour expression :

NI’ Nu -1

P et 2 S nalensf

i=1 i=0

Ce critére de performance est composé de deux termes. Le premier terme est I’accumulation,
sur I’horizon de prédiction, des carrés des écarts de poursuite. Le deuxiéme terme représente la
somme des carrés des valeurs successives de 1’incrément de commande, sur I’horizon de
commande, cette somme €tant pondérée par un facteur A.

Pour déterminer la loi de commande, on réécrit le critére quadratique sous la forme vectorielle
suivante :

) yr(k+l)
Jz(yR—j/f) (yR—j/f)+/1Au;Auf ou y, = '
)
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Etant donné que : J, =G, Au, +y,, on obtient :

T = (v =Gyauy =y, ) (= Gyu, =y, )+ 2 A
J=((ve=20) ~8u[GT )((ve = 3.) = G du, )+ Aduf A,

J = huj (A1 +G1G ) M, =20 Gy (v =, )+ (v =20 ) (7= 2)

La minimisation du critére par rapport a Au, donne :

oJ
OAu

=0=2(A+G]G,)Au, —2G (y, ~y,)=0
;

L’expression du vecteur de commande résultant de la minimisation du critére est la suivante :

du, =(21+G[G,) G} (v,-»,)=(41+G]G,) G [yRﬁMk)ﬁmu(m}

Posons : G, = (/11 +G,G, )_1 G, lamatrice de gain et g la premiére ligne de cette matrice, la

loi de commande a horizon fuyant (glissant) associée s’obtient alors comme suit :
Yy

Au(k)=g! (vi—».)=2! [yR ﬁfy(k)ﬁﬁm(kl)}

w(k)=u(k—1)+g" (7, yL):u(k1)+gj[yR ﬁFy(k)ﬁﬁAu(kl)J

Bien qu’une séquence de commandes Au, =[Au(k) -+ Au(k+N, —I)JT soit obtenue a

I’instant & par la minimisation du critére quadratique, en pratique, on applique seulement la
premicre commande Au(k) au systeme. A la période d’échantillonnage suivante £ +1, on

répéte la méme procédure, c’est-a-dire qu’on recalcule une nouvelle séquence de commande
dont la premicre valeur sera effectivement appliquée au systéme et ainsi de suite (c’est le
principe de la commande a horizon glissant).

3.5 Résolution récursive des équations diophantiennes

Le mode¢le du systéme est donné par :

A(z‘)y(k):B(zl)u(k—1)+@v(k)

A(zfl)
A(Z_l) =l+az "' +-+ a,z", B(z_l) =b, +bz" +et b, 27
C(z_l):1+clz_l+~--+cnfzf"“ , A(z_l)zl—z_1

On considere la premiére équation diophantienne suivante :
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deg[Qi]:i_lj Qj (Zil):qo +q1271 +.”+qi—lz_(i_l)

deg[F]=n, =max(n,,n,—i)=F,(z")= f,,+ f,z"' ot i 2

e L’algorithme de calcul récursif des polyndmes Q. (z"l) et F, (z‘l) est donné par :

Pour i =1 Pour i:2,...,Np
n, =max(n,,n, —1)
g, =1 n, =max(n,,n, —i)
Jij =€ _%(am —aj) , J=0,....m, 9t = Sy
1 :f(i-l)(j+1) —ql-,l(ajﬂ —a_l.), J=0,...m,

On considére maintenant la deuxiéme équation diophantienne :
C(z")G (z")+z"H,(z")=B(z")0(z")

deg[G]=i-1=G/ (") =g, +gz ' +-+gz "

deg[H,]=n, =max(n,—Ln ~1)= H,(z" )= hy+hz" +...+h, 2"

e [’algorithme de calcul récursif des polynomes G, (zfl) et H, (zfl) est donné par :

Pour i =1 Pouri:2,...,Np
8o = QOZO 0 8 = h(H)o +4,.,b,
.= o —C. , j=0,...,n .
hh 10 o> J ! hij = h(ifl)(jJrl) —Cin8ia +qi—1bj+1 > J = 0""9"}:

Remarque : Si n, =0 et n,=0,0na: H,(z')=0 et G(z')=b0(z")

3.6 Exemple 1

Soit un systéme décrit par la fonction de transfert discrete suivante :

A(z‘l)y(k)=B(z‘l)u(k—l)+igj_:;v(k)
avec A(Z_l)=1+0.92_1 ; B(z‘1)=1+0.52_1; C(Z_l)Zl

On donne : Horizons de prédiction sur la sortie: N, =2

Horizon de prédiction sur la commande : N, =2
Facteur de pondération de la commande : 1=0.4
1) Calculer les polynémes : O, (Z_l) , F, (z_l) , G, (Z_l) et H, (Z_l) .
2) Calculer la matrice du gain G, = (GfT G, +Al )71 GfT .
3) Donner I’expression (1’équation de récurrence) de la loi de commande u (k).
4) Calculer la valeur de u(0) si y, (k)=1 et y(0)=0.
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Solution :

1) Calcul des polyndmes : Ql.(z‘l), F.(z"), Gi(z") et Hl.(z‘l).

1

Ces polyndmes sont les solutions des €quations diophantiennes suivantes :
A(z")a(z")o(")+="E()=C(=")

()6 (=)ot (=) =B(=")o (=)

0. (z 1) qo+q,z "totg z 0 ; Gl.(z_l) =g, +gz" +---+gi7127(’;l)

deg[F,]=n, =max(n,,n,—i)=n,=1; deg[H,|=n, = max(n,—1,n,—1)=0

E(z ) fotfuz '+t f, 2 Hi(z 1)zhio-i-hilzfl+...+hinhz_"”

l}’l

Pour i=1: Pour i =2 :
0(z")=1 0, (z")=1+0.1z"
F(z')=0.1+09z" Fy(z7)=0.91+0.09z"
G ()=t G,(z")=1+0.6z"
H,(z')=05 H,(z")=0.05

1

2) Calculer la matrice du gain: G, = (G "G, + /11) G,

g O0) (1 0y, (136 06) 176 0.6
“r= “los )79 % s 1)U 05 14
& &) \0. : 6.

. 0 (0.6654 —0.2852 0.6654 0.1141
(G,, Gf+/11) -
~0.2852  0.8365 ~0.2852  0.6654

On note la premiére ligne de la matrice G, par g/ . Alors,ona: g. =(0.6654 0.1141).

j =G =(G'G,+AI) G, = (

3) Expression (équation de récurrence) de la loi de commande u (k).
_ (F(z")) (o1+09z" ) - [H(z") (0.5 J
Ona: F= = , H = = _
Fy(z")) 0.91+0.09z" H,(z")) L0.05
culh) s g | vt F ) Fau(1)|. y, [ Y
u(k)=u(k-1)+g! [yR C(zl)Fy(k) C(zl)HAu(k 1)}, yR_(yr(k+2)

Il vient alors :
u(k) (k 1)+0 1141y, (k+2 0.6654y, (k+1)

)+
~0.1706y (k) —0.6092y( k—1)~0.3384 Au (k1)
u(k)=0.6616u(k—1)+0.3384u(k—2)+0.1141y, (k+2)+0.6654y, (k+1)
(

—0.1706y (k) —0.6092y (k1)
4) Valeur de u(0)
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1(0)=0.6616u(~1)+0.3384u(~2)+0.1141y, (2)+0.6654y, (1
(0) (=1) (-2) v (2) v, (1)
~0.1706y(0)—0.6092y ( ~1)

= u(0)=0.7798

3.7 Régulateur polynomial RST équivalent

Considérons la loi de commande GPC

1 — 1 _
Au(k)=g'y, —————g"Fy(k)————g"H Au(k -1
“() 8V C(Z—])gC y() C(Z_l)gc ”( )

I est possible de déduire la représentation polynomiale du régulateur RST équivalent de la
commande GPC comme indiqué dans la Figure 2. Cette structure permet I’implantation de la
loi de commande GPC par une simple équation aux différences. Notons que le polynome

T (z‘l) est volontairement choisi causal (puissance de z™'), en considérant que le signal de

consigne est y, (k +N, ) et non pas y, (k).
d (k)

N T o [ ) (k)
T (=) S a=)5() ’Z'B(Z')—’é@—' A(i‘l) ™

E R(z_') <

Figure 3.2 : Structure du régulateur polynomiale RST équivalent

A partir de la Figure 2, on peut écrire :

A(Zfl)S(zfl)u(k) = T(zfl)y,, (k+Np)—R(zfl)y(k)

Etant donné que : A(z"1 )u (k) = (1— z! )u(k) =Au (k) , il vient :
S(z)Au(k)=T(z")y, (k+N,)-R(z")y(k)

Ona: Au(k—1)=z"Au(k) , alors la loi de commande GPC devient :
(C(Z_1)+gcrl-_l z! )Au(k) = C(Z_l )gcTyR —gfﬁy(k)

v, (k+1) SN

y,(k+.Np—1): Z:_1 yr(k+Np),onarriveé:

y,,(k+Np) 1

En tenant compte du fait que : y, =
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—Np+1

(C(Z_l)+gcTI-_[Z_l)Au(k):C(z_l)gCT _1 yr(k+Np)—gcTFy(k)

z

1
Par identification, les trois polyndomes sont définis comme suit :

S(z_l) = C(z‘l)+g5ﬁ 7= C(z‘l)+%gdHi (z‘l)z_l
i=1
R(=")=g/F =30,k (=)
i=1

Z—Np+1

r(=)=c(=")e!| . =C(){2g}

z
1

Cette structure Figure 2 permet de déduire les fonctions de transfert entrée/sortie et
perturbation/sortie. La dynamique du systéme en boucle fermée est décrite par :

On arrive alors a ;

(S(z")a(z")A(z7)+B(")R(z") 2 )y (k) = B(z )T (27) =y, (k+ N, )+ S (=) C (27w (k)

Le polyndme caractéristique de la boucle fermée est donné par :
P(zfl) = A(zfl)S(zfl)A(Zfl)—i—B(zfl)R(zfl)zf1
Ce polynome permet de vérifier la stabilité de la boucle fermée.

3.8 Exemple 2

C -1
On considére le systéme discret suivant : A(zf1 )y(k) = B(zf1 )u (k—1)+ (Z )v(k)

Avec: A(z')=1-0.6z"; B(z")=1+0.6z"; C(z ') =1
On donne : Horizons de prédiction sur la sortie : N, =2 ; Horizon de prédiction sur la

commande : N, =2 ; Facteur de pondération de la commande : 4 =1

1) Calculer les polynomes : Qj(z’l), F(z’l), G(z’l) et H, (zfl).

J J
2) Calculer les polyndmes : S(z_l), R(z‘l) et T(z_l).
3) Donner le polyndme caractéristique de la boucle fermée P, (z_l). Vérifier la stabilité

du systéme en boucle fermée.
4) Donner I’expression (I’équation de récurrence) de la loi de commande.
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Solution :

1) Calcul des polynomes : Qi(zfl), Fi(zfl), Gi(zfl) et Hi(z’l).

Ces polyndmes sont les solutions des équations diophantiennes suivantes :
A(z")a(")o ()R () =0(=")

)G (= )e=m (=) ==y

o (z’l) =q,+qz ++ qi_lz_(i_') ; G (z’l) =g, +gz  +o+ gi_lz_(i_')

deg[F,]=n, =max(n,,n.—i)=n, =1 ; deg[H,]=n, = max(n,—1,n,—1)=0

F, (z‘l) = fiot fuz totf, 2 H, (z"l) =ho+hyz . h, 2"

(=
8

C

Pour i=1: Pour i=2:
0(z")=1 0,(z")=1+16z"
F(z")=1.6-06z" Fy(z")=1.96-0.96z"
G (z")=1 G,(z")=1+222"
H,(z")=06 H,(z)=0.96

2) Calcul les polynomes : S(zfl), R(zfl) et T(zfl).

ol ;Msj ?JaF[Zii%]u:sis;w(Z:iilil(ﬁi&l

GG, = =G, G, +l = :

, o (02262 —0.2489 02262 0.2489
(GG, +a1) =
- ~0.2489  0.7738 ~0.2489  0.2262

La premiére ligne de la matrice G, estnotée g’ . Alors,ona: g/ = (0.2262 0.2489).

;. G =(GfTGf +M)’1 G, :(

S(Zil) - C(Zil)_'_ ZNP 8.1, (271)271 =1+0.3747z";
i1
R(Zil) - %p:gcil:; (271 ) =0.8498-0.3747z"" ;
~

T(z')=c(z" ){i ga,sz“} =0.2489+0.2262 2"
i=1

3) Polyndme caractéristique de la boucle fermée P, (z’l) .
P(z")=A(z")S(z")A(z")+B(z")R(z ")z =1-0.375527 +0.1357 =
Les poles du systéme boucl¢ sont : z,, =0.1877% j0.3169. Alors le systtme en BF est

stable.
4) Expression (équation de récurrence) de la loi de commande u (k).

S(zfl)A(Zfl)u(k) :T(Zfl)yr(k+Np)—R(zfl)y(k)
(1-0.6253 27 —0.3747127 Ju (k) =(0.2489+0.2262z' ) y, (k+2)—(0.8498-0.3747 2" ) y (k)
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= u(k)=0.6253u(k—1)+0.3747 u(k—2)+0.2489y, (k+2)+0.2262 y, (k +1)
—0.8498 (k) +0.3747 y (k1)

3.9 Choix des parametres N,, N, et 1

— L’horizon de prediction N, est choisi en fonction du temps de réponse désiré du systéme
bouclé, i.e. N, T, = temps de réponse du systéme bouclé. Plus la valeur de N, est grande

plus le systéme bouclé est stable et lent.
— Le choix de N, dépend principalement du systtme a commander. Plus le systeme sera

complexe, plus N, doit étre élevé. Cependant, ce parameétre doit étre choisi le plus petit

possible, car il conditionne directement le volume de calcul de la loi de commande.

— La pondération A dépend de la valeur du gain du systéme. Plus A est élevé et plus la
commande fournie est douce. Si A est faible, il peut en résulter un signal de commande trés
important pouvant faire diverger le systéme. Une relation permettant de déterminer
rapidement la valeur de A apportant au systéme bouclé le maximum de stabilité est donnée

par A= tr(Gfo).
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Commande prédictive basée sur le modéle d’état
4.1 Premiere approche
Dans cette approche, le vecteur d’état est augmenté avec I’entrée a I’instant précédent.
4.1.1 Modéle du systéme

La commande prédictive nécessite la connaissance d’un modele mathématique pour prédire le
comportement futur du systéme a commander. Le modéle doit étre capable de représenter le
comportement dynamique du systéme, tout en ayant une complexité compatible avec les
moyens de calcul de la loi de commande. La loi de commande est déterminée en utilisant le
modele d’état suivant :

{x(k+1):Ax(k)+Bu(k)

, x(k)eR" ,u(k)eR, y(k)eR , AecR™ BeR", CeR™
e ()R u(k) R . y(8)

Afin de garantir une erreur statique nulle dans la boucle de régulation vis-a-vis d’une consigne
ou d’une perturbation constante, le modele de prédiction pour la formulation du probléme
d’optimisation est construit a partir de I’incrément de la commande, ce qui va doter la loi de
commande d’une action intégrale.

u(k)=u(k—1)+Au(k)

En considérant les deux équations précédentes, on peut établir la représentation d’état étendue
(augmentée) suivante :

x,(k+1)=4,x,(k)+B, Au(k)
{y(k)=c x. (k)

e

avec : xe(k)=(z$)_l)], A, =(§ ﬂ B, =[fj, C,=(C 0)

Pour ce mode¢le d’état, le vecteur d’état est augmenté avec 1’entrée a ’instant précedent. Ce
modele sera utilisé pour prédire le comportement futur du systéme.

4.1.2 Prédiction de la sortie

En utilisant le mod¢le d’état augmenté, on peut écrire
x,(k+1)=4,x,(k)+B, Au(k)

x,(k+2)=A,x,(k+1)+B, Au(k+1)= A’x, (k)+ A,B,Au(k)+ B, Au(k+1)

x,(k+3)=4,x,(k+2)+B, Au(k+2)=A’x, (k)+ A?B,Au(k)+ A,B, Au(k+1)+ B, Au(k+2)

e

i—1
(k+l +ZA”1BAu k+])
Jj=0
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Alors la prédiction de la sortie a I’instant k+i avec i=1,...,N , ou N, est I’horizon de

prédiction, est donnée par :

e

i—1
P(k+i)=C,x,(k+i)=C, Ax,(k)+D_.C, A7 B,Au(k + j)
j=0

En utilisant I’expression de la matrice 4,, on peut montrer que : A = =0 , d’ou il

vient ;

i—1 i—1
CeAgxe(k)z[CA" ZCAjBJxe(k =CA' x(k)+>.CA’Bu(k-1)
j=0

=0
i-j-2
C A7'B (C O) A'B (Bj CA™'B Ff:zCA[B iilCA(B
e ;7 ) e (=0 = o + = ’
0 | 1 1 =0 =0

La prédiction de la sortie a I’instant &k +i devient :

i—1 i—1 i—j-1
P(k+i)=CA x(k)+D.CA'Bu(k—1)+>. > CA'BAu(k+ )

=0 j=0 (=0

En commande prédictive, on suppose que N, <N, et que Au (k+N,+j ) =0, >0, c’est-a-

dire, au-dela de I’horizon de commande N, I’entrée de commande est supposée constante.

4.1.3 Forme matricielle de I’équation de prédiction

En considérant ’ensemble des prédictions pour i=1,...,N i

prédictions qui peut étre mise sous la forme matricielle suivante :

on obtient une séquence de

v, =Y, x(k)+q)pu(k—l)+GfAuf

Les vecteurs 3, Au, et @ etles matrices G, et ‘¥ sont définis comme suit :
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y(k+1) Au(k) )
P, = R | Au = er™ , ® = . |eR" |
(k+N ) Au(k+N, -1) s
z, 0 0 0
CA z %, 0 0
CA2 N E : : cen : i
¥ =| . |eR"",G,= eR" ™M 3 =CY A’B
r . 4 2N -1 zN ) ZN -3 " Z1‘0 ! jz_;'
cA™ :
ZNI -1 ZNp—z 2Np—3 ZNF—N

On peut la mettre également sous la forme compacte suivante :
Y, =G Au,+y, avec y, =¥, x(k)+CDp u(k—l)
4.1.4 Elaboration de la commande

La fonction objective a minimiser a chaque instant d’échantillonnage est exprimée en fonction
de I’erreur entre la sortie prédite et la trajectoire de référence sur un horizon de prédiction en
plus des variations du signal de commande, elle est souvent donnée par la forme quadratique
suivante :

N, N, -1

J= Z(yr (k+i)- k+l)) +A Z:Au(kJri)2 , A>0

i=1 i=0

Cette fonction objective peut étre formulée sous forme matricielle comme suit :

. y, (k+1)
J:(yR_)A;f) (yR—)A/f)-FlAu;Auf avec y, = :
n(keN,)

En utilisant I’équation : y, =G, Au, +y,, il vient :
J=(ve=G,8u,~,) (ve~G,hu, —y, )+ A0l Au,

J=((re =) = Au[G (e =2.) =G, Au, )+ Aduf Au,

J =8 (A1 +GG, ) Ay 285G (v =9, )+ (v =30) (v =)

La minimisation du critere par rapport a la séquence de commande future Au, donne :

oJ
OAu

=0:>2(M+G;G_f)Au_f ~2G} (yp=»,)=0
)

L’expression du vecteur de commande résultant de la minimisation du critére est la suivante :
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Au, = (A1 +G1G,) G (v, —2,)=(A+GG,) G (v, ¥, x(k)~®, u(k~1))

-1 . . o .
Posons : G, = (ﬁ] +G,G f) G, la matrice de gain et g la premicre ligne de cette matrice.

En utilisant le principe de I’horizon fuyant (glissant), seul le premier élément de la séquence de
commande optimale obtenue est appliqué au systéme a I’instant d’échantillonnage courant :

Au(k)ngT(yR—yL)ng(yR—‘I’px(k)—d)pu(k—l))
u(k)zu(k—l)-l—gf(yR—yL):u(k—1)+gcT(yR—‘pr(k)—CDpu(k—l))

A D'instant d’échantillonnage suivant, 1’horizon de prédiction glisse d’un pas et la procédure
d’optimisation est répétée de la méme fagon.

4.1.5 Exemple 1

‘ ‘ ) xl(k+1):x1(k)+0.1x2(k)+u(k)
On considére le modele d’état discret suivant :
x, (k+1)=-0.4x, (k)+x,(k)—0.1u(k)
avec I’équation de sortie : y(k)=x, (k) .

Déterminer I’expression de la loi de commande prédictive u (k) si N,=3,N,=1et1=0.25.

Solution

1 0.1 1
On a les matrices du modéle d’état : 4 = , B= , C=[0 1].
-04 1 —0.1

Etant donné que N, =1, la séquence des commandes futures contient alors un seul élément qui
est Au, = Au(k).

Au, =G, (v, ¥, x(k)-®,u(k-1)) , G.=(2+G'G,) G

u(k)=u(k-1)+g’ (yR —‘pr(k)—@pu(k—l))

¥, =CB=-0.1 , Y, =CAB+CB=-0.6, %, =CA’B+CAB+CB =—-1.496,
] [-0.1 ] [-0.1 CA4 -04 1

O, =% |=|-0.6 , G,=|Z, |=|-06 , ¥,=|C4|=| 08 096| |,
%, | | -1.496 >, | |-1.496 c4’| |-1.184 0.88
y, (k+1)

ye=| v, (k+2)
v, (k+3)

(A1+G'G,)=2.858 G =(AI+G!G,) G'=[-0.035 -0.2099 -0.5234]
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g’ =[-0.035 02099 -0.5234] ; g"¥, =[0.8017 —0.6972] ; g’®, =0.9125

u(k)=0.0875u(k—1)-0.0350y, (k +1)-0.2099y, (k+2)-0.5234y, (k +3)
~0.8017x, (k)+0.6972x, (k)

4.2 Deuxieme approche

Dans cette approche, pour doter la loi de commande d’une action intégrale, le nouveau vecteur
d’état augmenté sera composé de la variation du vecteur d’état et de la sortie du systéme.

4.2.1 Modéle du systéme

La loi de commande est déterminée en utilisant le modéle d’état suivant :
{x(kﬂ) = Ax(k)+Bu(k)+B,d,

y(k)=Cx(k) ’
avec x(k)eR" ,u(k)eR , y(k)eR, AeR"™ BeR",Ce R™™ et d_ est une perturbation

constante.

Pour supprimer I’effet de la perturbation constante, on définit I’incrément du vecteur d’état :
Ax(k)=x(k)—x(k—1)

Ce qui donne

Ax(k+1)=AAx(k)+BAu(k) ; Au(k)=u(k)—u(k—1)

On considere aussi la variation de la sortie :
Ay(k+1)=y(k+1)—y(k)=Cx(k+1)-Cx(k)=CAx(k+1)
Ay(k+1)=CAAx(k)+CBAu(k)

D’ou il vient :

y(k+1)=y(k)+CAAx(k)+CBAu(k)

Maintenant, on peut établir la représentation d’état augmentée (étendue) suivante :
x, (k+1)= 4, x, (k) + B, Au(k)

{y(k) =C, x, (k)

avec : x, (k){i)(cl(:){)} A, =(;4 (l)j B, =(§BJ, C,=(0 1)

Pour ce modéle d’état, le vecteur d’état augmenté est constitué de la variation du vecteur d’état
et de la sortie du systéme. Ce modele sera utilisé pour prédire le comportement futur du systéme.
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4.2.2 Prédiction de la sortie

En utilisant le modéle d’état augmenté, on peut écrire

x, (k+1)=4,x,(k)+B, Au(k)

x,(k+2)=A,x,(k+1)+B, Au(k+1)=A}x, (k)+ 4,B,Au(k)+ B, Au(k+1)

x (k+3)=A4 x (k+2)+B Au(k+2)=A'x (k)+ A B Au(k)+AB Au(k+1)+B Au(k+2
J(k+3)=4,x,(k+2)+B, Au(k+2)= Ax, (k)+ 4;B,Au(k)+ A,B, Au(k+1)+ B, Au(k+2)

i—1
(k+1 +ZA”1B Au k+])
j=0

Alors la prédiction de la sortie a I’instant k+i avec i=1,...,N , ou N est I’horizon de

prédiction, est donnée par :

a

i—1
P(k+i)=C,x,(k+i)=C, Aix,(k)+D.C, A7 B,Au(k + j)
j=0

En utilisant I’expression de la matrice 4, on peut montrer que : A4’ = Czi: " d’ou il

vient :

C, A'x, (k)= [cz & lea (k)= CY A/Ax(k)+ y(k)

Jj=1

A7 0

i=j-lp _ i
C,A7"'B,=(0 1) c

P ( ]=121CAB+CB IZ]:]CAB

(=1 =0

M

La prédiction de la sortie a I’instant &k +i devient :

-1

CA BAu k+])

i i1 i—

P(k+i)=C) A'Ax )+

J=1 Jj=0

‘M\

~
I
(=]

En commande prédictive, on suppose que N, <N, et que Au (k+N,+j ) =0, j>0, c’est-a-
dire, au-dela de I’horizon de commande N, I’entrée de commande est supposée constante.
4.2.3 Forme matricielle de I’équation de prédiction

En considérant 1’ensemble des prédictions pour i=1,..., N

p b
prédictions qui peut étre mise sous la forme matricielle suivante :

on obtient une séquence de

f/f =‘Pp Ax(k)+ASy(k)+GfAuf

Les vecteurs ., Au, et A, etles matrices G, et ¥, sont définis comme suit :
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y(k+1) Au(k) | v
P, = : eR", Au, = : eR%, A =|. |eR", ¥, = 52 e RV
y(k+Np) Au(k+N, -1) | v,
z, 0 0 0
z z, 0 0
, :C 1 AJ ’G _ . . . o . eRprNu ,Z-=Cl AJB
Vi jz_; / Ty Zyoa Zyso o Z, l jz_(;
ENI -1 ZNp—z 2Np—3 ZNF—N

On peut la mettre également sous la forme compacte suivante :
Y, =G Au,+y, avec y =¥ Ax(k)+A y(k)
4.2.4 Elaboration de la commande

La fonction objective doit contenir un terme qui évalue 1’écart de la sortie réelle du systéme par
rapport a la sortie de référence et un autre terme qui évalue la variation de 1’effort de commande
utilisé. Le probléme d’optimisation consiste alors @ minimiser la fonction quadratique suivante :

P

N, -1
J = (y,,(k+i)—jz(k+i))2+/1 M Au(k+i), A>0
i i=0

i=1

Cette fonction objective peut étre formulée sous forme matricielle comme suit :

) V. (k+1)
J = (yR —j/f) (yR —)7/.)+/1Au;Auf avec y, = :
v, (k+N,)

En utilisant I’équation : y, =G, Au, +y,, il vient :
J=(ve=G,8u,~,) (ve~G,hu, —y, )+ A0ulAu,
J=((re=n) —Au;G/T.)((yR ~3,)~G,Au, )+ Adu Au,

J =My (A1 + GGy ) Aup =205 G (v =y )+ (v =31) (Ve =)

La minimisation du critére par rapport a la séquence de commande future Au, donne :

oJ
OAu

=O:>2(/II+G;G_),)Auf ~2G} (yp=»,)=0
)

L’expression du vecteur de commande résultant de la minimisation du critére est la suivante :
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Au, = (AU +G1G,) G (v, =2,)=(A+G'G,) G! (v, ¥, Ax(k)~A, y(k))

-1 . . o .
Posons : G, = (ﬁ] +G,G f) G, la matrice de gain et g la premicre ligne de cette matrice.

Etant donné que seul le premier ¢élément du vecteur de commande optimal correspondant a
I’instant d’échantillonnage actuel est appliqué au systéme, alors la loi de commande prédictive
est donnée par :

Bu(k)=g! (v =) =gl (v =¥, x(k)=A, y(k))
u(k)zu(k—l)-l—gf(yR—yL)zu(k—l)+gcT(yR—‘pr(k)—ASy(k))

A T’instant d’échantillonnage suivant, 1’horizon de prédiction glisse d’un pas et la procédure
d’optimisation est répétée de la méme facon.

4.2.5 Exemple 2

_ _ _ x (k+1)=x (k)+0.1x, (k)+u(k)
On considére le modele d’état discret suivant :
x, (k+1)=-0.4x, (k)+x,(k)—0.1u(k)
avec I’équation de sortie : y(k)=x, (k) .

Déterminer I’expression de la loi de commande prédictive u (k) si N,=3,N,=1et1=0.25.
Solution

) 1 0.1 1
On a les matrices du modéle d’état : 4 = , B= , C=[0 1].

-04 1 -0.1
Ona: N, =1,alors Au, = Au(k)
-1

Au, =G, (y, =¥, Ax(k)-A, y(k)) . G, =(A+G|G,) G

u(k)=u(k-1)+g! (v, -, Ax(k)-A, y(k))

$,=CB=-0.1,%,=CAB+CB=~06, %, = CA"B+CAB+CB=-1.496,A, =[1,1,1]

%, | [-01 C4 04 1 v, (k+1)
G, =|3 |=|-06 |V, =|C(4+4) |=| -12 1.96], y,=|y (k+2)
=, | |-1.49 Clava+a)| L2384 284 v, (k+3)

(A1+G1G,)=2858 G.=(AI+GIG,) G} =[-0.035 —0.2099 -0.5234]

g’ =[-0.035 02099 -0.5234] ; g’¥, =[1.5137 -1.9327] ; g’ A, =-0.7683
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u(k)=u(k—1)—0.0350y, (k+1)—0.2099y, (k+2)—0.5234y, (k+3)
—1.5137Ax, (k)+1.9327Ax, (k) +0.7683y (k)
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Commande Prédictive fonctionnelle
Predictive Functional Control (PFC)

Cette méthode est proposée par Richalet et ces collaborateurs en 1978 et elle est basée sur les
quatre principes suivants :

— Mod¢le interne.

— Trajectoire de référence.

— Structure et séquence future de la commande.
— Principe de I’horizon fuyant (glissant).

5.1 Modéle interne

La synthése d’une loi de commande prédictive passe d’abord par une phase de modélisation du
systtme a commander. Le modele choisi doit étre capable de représenter le comportement
dynamique du systéme, tout en ayant une complexité compatible avec les moyens de calcul de
la loi de commande. En commande PFC, le mode¢le interne de prédiction de la sortie du systeme
est choisi linéaire sous forme de fonction de transfert ou de modele d’état. Dans le cadre de ce
cours, le systéme est représenté par le modele d’état suivant :

k+1)=Ax(k)+Bu(k
{x( ) x( ) u( ),x(k)eR" ,u(k)ER ,y(k)ER ,AesR"™ BeR", CeR™

y(k)=Cx(k)
Ainsi, le modele interne utilisé par la technique PFC est donné par :

{xM (k+1)=A4x,, (k)+Bu(k)
vy (k) =Cx, (k) ’
avec x,, (k)eR" vecteur d’état du modeéle, y, (k)e R sortie du modéle, u(k)e R entrée de

commande. Ce mode¢le interne est en évolution libre, c¢’est-a-dire, il évolue de facon
indépendante de 1’évolution du systéme.

| Systéme
Modéle

Figure 5.1 : Mod¢le interne
5.2 Prédiction de la sortie

La prédiction de la sortie a I’instant k+i avec i=1,...,N , ou N est I’horizon de prédiction,

est donnée par :
Xy (k+1)=4x, (k)+Bu(k)
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1)+ Bu(k+1)=A’x, (k)+ ABu(k)+Bu(k+1)
xM(k+3) ( 2)+Bu(k+2)=Ax, (k)+ A’Bu(k)+ ABu(k+1)+Bu(k+2)

x, (k)= Ax, (K)+ S A Bu(k+ j)
j=0
i—1
vy (k+i)=Cx, (k+i)=C A'x,, (k)+ Y. C A" Bu(k+ )
=0
Pour améliorer la qualité de la prédiction a cause des erreurs de modélisation et des

perturbations externes, on introduit un terme de correction d (k + i)
i—1

Py (k+i)=CAx, (k) +>.C A Bu(k+j)+d(k+i)
j=0

On suppose que la perturbation est constante tout le long de ’horizon de prédiction, il vient
alors :

d(k+N,)=-=d(k+2)=d(k+1)=d(k) avec d(k)=y(k)-y, (k)
La prédiction de la sortie a I’instant £ +i devient alors :

i—1
Py (k+i)=Cx, (k+i)=CA'x, (k)+>.C A7 Bu(k+j)+d (k)
j=0

En commande prédictive fonctionnelle, on suppose que N, =N .

5.3 Forme matricielle de I’équation de prédiction

En considérant I’ensemble des predictions pour i=1,...,N,, on obtient une séquence de

prédictions qui peut étre mise sous la forme matricielle suivante :
Pp=W,xy (k) + A d(k)+Du,

Les vecteurs y,, u, et A  etlamatrice @, sont définis comme suit :

. 1
Vu (k+1) u(k)
N . N, _ . N, _ 1 N,
y, = : eER, u,= eR"’",N =N A, =|.]|eR ,
Py (k+N,) (k+N,-1) |
Cc4 CB 0 0 0
CA> CAB CB 0 0
"Pp — ) RN[ Xn : (Df — } RN xN
cA™ cA”'B c4"’B c4"B .- CB

On peut la mettre également sous la forme compacte suivante :

P,=®u, +y, avec y, =¥ x,(k)+A, d(k)
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5.4 Trajectoire de référence

La commande prédictive fonctionnelle utilise une trajectoire de référence pour spécifier la
manicre selon laquelle la sortie du systéme devrait rejoindre la consigne sur 1’horizon de
prédiction (de longueur N, ). Pour que la sortie rejoint en douceur la consigne, la trajectoire de

référence est réinitialisée a chaque instant sur la sortie réelle du systéme et elle est choisie selon
la relation :

c(k+i)=y, (k+i)= B (c(k)-y(k)), 0<B<I, i=1...,N,
avec y(k), y, (k) et c(k) sont la sortie du systéme, la trajectoire de référence, et la consigne,
respectivement.

Passé Futur

Y

trajectomre
de référence vy,

consigne
-
f )

- sortie
' prédite
rd ]
- v

horizon de prédiction

Figure 5.2 : Trajectoire de référence et horizon de prédiction
5.5 Structure de la commande future

La commande future est déterminée a partir d’une combinaison linéaire d’un ensemble de
fonctions de base selon la relation :

u(k+i) Zyj ) fs;(i),i=0,..,N, -1, N, =N,

avec y, (k) sont des coefficients inconnus et f, (i) sont des fonctions de base connues ayant

souvent la forme polynomiale suivante : £, (i)=:""". Il vient alors :

u(k+i)=y, (k) +7, (k)i+y (k)i +-+yy (k)i"™", i=0,..,N, -1

Le calcul de la séquence de commande future nécessite la détermination a chaque instant
d’échantillonnage des coefficients y,(k), j=1,...,N;.

On définit : u, =®,', u, = : , = : e R,
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1 0 0 0

1 1 1 1
fBj(i)=l'j_1:>(DB: 1 2 2-2 2N.B" < RV

1 (Np _1) (Np _1)2 (Np _I)Nﬁil

Ainsi, I’équation de prédiction devient :
h% =00+,

Le probléme de calcul des commandes futures devient un probléme d’identification des
coefficients y, (k), c’est-a-dire, le vecteur T".

5.6 Calcul de la commande

a détermination des paramétres inconnus ¥ . s’effectue par la minimisation d’un critére
La dét tion d t 7 k) s’effect 1 tion d’ t

quadratique exprimé en fonction de I’écart entre la sortie prédite du systéme et la trajectoire de
référence en certains points de 1’horizon de prédiction appelés points de coincidences (ou
horizon de coincidence) #,,i=1,...,p., avec h, =N, . Le critére quadratique a minimiser

s’écrit alors :

Pe

J=3 (5, (k+h)=3y (k+h))

i=l1

Ce critere peut étre formulé sous forme matricielle comme suit :
~ \T ~ ~ N\l N
J:(PyR_Py/) (PyR_ny):(yR_yf) PTP(yR_yf)

V. (k + 1)
ou y, = : , et P est une matrice de de dimension p x N, avec B, =1, sinon 0.

y,(k+Np)

Cette matrice permet de sélectionner les points de coincidences seulement.

En utilisant I’équation de prédiction : y, =® ®,I"+y,, on peut écrire :
J=(yg=®,®,I~y,) PTP(y,~®,®,I~y,)

J= ((yR —y, ) -T7 ((Dfd)B)T)PTP((yR ~y,)-®,®,T)

J=T"(0,0,) P'PO,@,r 2T (0,0,) P'P(y,~y,)+(re~2.) P'P(ye—1,)

J =TT T - 20" O P (v, — v, )+ (ve =) P'P(y,-,), avec &, = PO ,®,

La minimisation du critére par rapport au vecteur I' donne :
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%=0:2®§®0F—2®5P(yR ~¥,)=0

L’expression du vecteur des coefficients résultant de la minimisation du critére est :
-1 -1 A
T =(0f®,) @) P(y,-3,)=(Pg®,)" @ Py, =, x, (k)= A, d(k))

En utilisant le principe de I’horizon fuyant (glissant), seul le premier élément de la séquence de
commande optimale obtenue est appliqué au systéme a I’instant d’échantillonnage courant :

Ny

u(k)=27,(k) /4, (0)

J=1

u(k)=r,(k) si fy,(i)=

A T’instant d’échantillonnage suivant, 1’horizon de prédiction glisse d’un pas et la procédure
d’optimisation est répétée de la méme fagon.

5.7 Exemple

) ) 0.1 0.1 0
On considére le modeéle d’état suivant : A = 0 09l B= L) C=(05 0.5)

Ondonne: N, =4, h =2, h,=3, hy=4, p, =3, N, =2, fonctions de base f, (i)=i"",
B=0.9, consigne c(k)=1.

0.005 0.006
Sia linstant k=3, x(3)= ( ] et x,, (3)=[ j calculer alors la valeur de u(3).

0.133 0.131
Solution
u(k) 1 0
u(k+1) 7 (k) y 11
F= =
Ona:u,=®,I avec u, = u(k+2) | (72(]() 13, (i) =0, .
u(k+3) 1 3

CB 0 0 0
01 00
CAB CB 0 0
O, = , P=|0 0 1 0
77| c4*B CAB CB 0.455 05 0 00 0
CA'B CA*B CAB CB) (0410 0455 05 0.5
0.05 0.5 1
1 0.5 5
CA 0.005  0.455 1
D, =PO,D,=(1455 1.5 |, ¥, = . |= , A, =
- CA 0.0005 0.410 Sl
1.865 2.955 \
CA 0.00005 0.3691 1
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d (k)= (k)= (k)=d(3)=y(3) -y (3)= Cx(3)-Cux, (3) =0.0005

On a: c(k+i)-y, (k+i)=p (c(k)-y(k))=y, (k+i)=c(k+i)-p'(c(k)—-y(k)) avec
k=3,i=1...,4, y(3)=0.069 et c(k)=1.

yr(k+1) 0.1621

o v, (k+2)| ]0.2459
Alors, il vient : y, = = 5

yr(k+3) 0.3213

yr(k+4) 0.3892

. (65953 8.1936 ( . )71_ 1.6177 —1.1801
070181936 11.232)7 V00 1 -1.1801 0.9499

F=(0pa,) &7 P(v, =¥, x, (k)- Asé(k)):(_od.l:(f;j

Ona: u(k)=y (k)=u(3)=0.1868
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Commande prédictive avec contraintes
6.1 Introduction

Les approches de commande prédictive déja présentées ne tiennent pas compte des contraintes
physiques sur la commande et la sortie du systéme. Cependant, en pratique, les variables
d’entrées, d’états et de sorties d’un systeme dynamique sont souvent soumises a des contraintes
qui peuvent tre de natures diverses :

— limitation physique des actionneurs,
— spécification de la qualité d’un produit,
— exigence de sécurité et domaine de tolérance pour une sortie, ...etc.

Si les contraintes ne sont pas prises en compte dans la conception de la commande, il peut
résulter une dégradation des performances en boucle fermée et méme un risque d’avoir un
comportement indésirable ou une instabilité.

Les approches de la commande prédictive incorporent les contraintes pendant la phase de
synthése et d’implantation de la loi de commande, permettant ainsi de traiter le probléme des
contraintes d’une facon directe de sorte que 1’algorithme trouve automatiquement la meilleure
solution admissible.

6.2 Modélisation des contraintes

On présente les différentes contraintes et restrictions souvent considérées dans la commande
prédictive des systémes, et on présente également la forme dans laquelle ces contraintes doivent
étre formulées pour les prendre en compte dans 1’étape d'optimisation.

6.2.1 Contraintes sur I’amplitude du signal de commande

Les contraintes sur 1’amplitude du signal de la commande sont assez fréquentes en pratique
pour prendre en compte les effets de la saturation des actionneurs. Par exemple, en supposant
que le signal de commande a une limite supérieure u, . et une limite inférieure u_. . Les
contraintes sur le signal de commande u (k) peuvent étre exprimées au moyen de I’inégalité

suivante :

u . <u (k) <u,,.

Ces contraintes sont a satisfaire sur tout I’horizon de prédiction de la commande N, :

. Su(k+i)£u

min

o pour i=0,...,N, -1,

ou encore

Aty Su, <A u

min ¢ "max

avec u, =[u(k),...,u(k+Nu —l)]T et A, :[1,...,1]T e R

Il convient parfois de représenter ces contraintes en fonction des incréments du signal de
commande Au(k+i), i=0,...,N, —1. Sachant que :
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i

u(k+i)=> Au(k+j)+u(k-1)

j=0
On peut alors avoir cette forme vectorielle :

u, =TAu, +Au(k-1)

avec T eR"™" matrice triangulaire inférieure & éléments égaux

Su = [ (K)o (N, 1))
Il vient alors :

min max

=Au

- <TA Aulk-1)<A
u, =Tdu, + A (k—1) e =BT a(k=1)< A u

max

{Acu 4 SufSAcu

Ce qui permet d’établir les contraintes suivantes sur les incréments de commande :

A, (u —u(k —1)) STAu, <A, (umax —u(k —1))

et qui peut étre exprimée sous la forme suivante :
T A \u,,, —u(k-1
(7 Ja o D)
Do A (g —u (k1))

6.2.2 Contrainte sur la vitesse de variation du signal de commande

a 1, et

Les restrictions sur la vitesse de variation du signal de commande peuvent étre exprimées au

moyen de I’inégalité suivante :

Au_

1

L <Au(k)<Aug,

Ces contraintes sont a satisfaire sur tout ’horizon de prédiction de la commande N, :

Auy < Au(k+i)<Au

m

pour i=0,...,N —1,

max u

ou encore
A A <Au, <A Aug,

T

avec Au, :[Au(k),...,Au(k+Nu —1):|T et A, =[1,...,1] eR"

et qui peut étre exprimée sous la forme suivante :

-A Au

c min

I Ac Aumax N xN. . . s
Au ; < avec [ € R""* matrice identité.

6.2.3 Restrictions sur I’amplitude de la sortie
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En pratique, on peut spécifier la plage de fonctionnement pour la sortie du systeme. Par
exemple, en supposant que la sortie du systéme a une limite supérieure y et une limite

inférieure y_. , les contraintes de sortie se traduisent par une inégalité de la forme :

ymin Sy(k)symax

Ces contraintes sont a satisfaire sur tout I’horizon de prédiction de la sortie N, :

Vo gj;(k+i)§ymax pour i=1,...,N

P
ou €ncore

As ymin S‘)’}f SA? ymax
avec J, :[j/(k+1),...,f/(k+Np)T et A, =[1,...,1]T eR"

Etant donné que y, =G Au, +y,, une telle contrainte peut s’écrire en fonction des incréments
de commande comme suit :

As ymin S.j}f SA? ymax :A‘v ymin SGfAuf +yL SAY ymax :As ymin _yL SG/’Au/’ SA\‘ ymax _yL

et qui peut étre exprimée sous la forme suivante :

G A -
|: f :|Auf < |: s ymax yL :|
_Gf _(As ymin _yL)

6.3 Probléme d’optimisation

Selon le principe de ’horizon fuyant, il est nécessaire de résoudre un probléme d’optimisation
a chaque pas d’échantillonnage pour le calcul de la commande optimale qui sera injectée au
systeme. En conséquence, le probléme d’optimisation est composé d’un critére quadratique
avec des contraintes associées et il est reformulé sous une forme appropriée a la programmation
quadratique. Le probléme d’optimisation est donné par :

N, N,-1
J= (y,(k+i)—jz(k+i))2+/12Au(k+i)2
i=1 i=0

Sujet a :

Uiy Su(k+i)<u,, pour i=0,...,N, —1,

min u

Au_. SAu(/’c+i)£AumaX pour i =0,...,N —1,

m u

ymin S-)’>(k+i)£ymax pour l=1”N ’

p
Critére quadratique :

Ce critere peut €tre écrit sous la forme vectorielle suivante :
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] yr(k+l)
J=(ve=5;) (=3, )+ Abupau, ot y, = :
(e

Sachant que la sortie prédite peut €tre exprimée sous la forme : y, =G Au, +y,, il vient :
T T
J= (yR -G, Au, —yL) (yR -G Au, —yL)+ AAu;Au,
J=((re =) = 8u[GT)((ve = 2,) = G, Au, )+ 2 A
=\Wr =L u,G, ((yR yL) f u.f‘)+ Uy,

J =M (AT +GG, ) du, ~2(GT (v, =,)) A, +(ve=2.) (ve =)
En posant :

H, =11+G/G,
F. =G (yvi~».)

Jo=(re=3) (ve=2)
L’expression du critére devient alors :
J=AuyH Au, +2F Au, +J,
Contraintes imposées :

Les différentes contraintes imposées peuvent s’exprimer sous forme condensée en fonction des
incréments de commande comme suit : 4. Au, < B, avec

(T A (4 —u(k=1))
-, A (U —u (k1))
A= 1 B - A, Au,,
‘ -1 ‘ A, Au_
Gf A Vo = V1
__Gf_ L _(As Ymin _yL)

Réécriture du probléeme d’optimisation :

Ainsi, le probléme d’optimisation peut étre réécrit sous la forme suivante :
_ T T

J=Au,HAu,+2F Au,+J,

Sujeta: 4Au, <B,

Ce probléme représente un probléme de programmation quadratique (QP) et I’implantation de
la commande prédictive nécessite la résolution de ce probleme QP a chaque pas
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d’échantillonnage. La commande optimale appliquée au systéme a chaque itération sera la
premiere composante de la solution Au, .

Algorithme d’optimisation sous contraintes d’inégalité

Le probléme d’optimisation peut étre réécrit sous la forme suivante :
_ T T

J =AulH Au, +2F Au, +J,

Sujeta: A Au, <B,

A chaque instant d’échantillonnage k, le vecteur des commandes futures

Au, = [Au (k),...,Au(kJrNu —1)]T est calculé comme suit :

A = ) — o (2H A+ 2F, + 477"

7" =max (0.7 + (4,840 - B,))

avec >0, >0, 77(0) =0, Auf,o) =0ecti=0,...,1 i estdonné.

max > “max

La commande optimale appliquée au systéme a chaque pas d’échantillonnage sera la premicre
composante de la solution Au .

Remarque : Dans Matlab, ce probléme d’optimisation quadratique peut étre résolu en utilisant
la commande quadprog comme suit : Au, = quadprog(H,,F,,4,,B,).
6.4 Exemple

Supposons que nous avons les inégalités suivantes dans un probléme de commande prédictive
(avec N, =2 ): 2<u(k)<3 et —-1<Au(k)<I.

Ecrire ces contraintes sous la forme : 4, Au, < B, . Spécifier 4, et B,.

Solution

La contrainte —2 <u(k)<3 est a satisfaire sur tout I’horizon de prédiction de commande N, .

Alors,ona: —-2<u (k +1i ) <3 pour i =0,1, et qui peut étre exprimée sous la forme suivante :

S e ol 2L

La contrainte —1<Au(k)<1 est a satisfaire sur tout I’horizon de prédiction de la commande
N,. Alors, on a: —-1< Au(k+i) <1 pour i=0,1, et qui peut étre exprimée sous la forme

suivante :

1 AAu,, 10 1
Au, < avec [ = et A, =
=1 7 | -AAu,, 0 1 1

On peut alors avoir la forme condensée suivante : 4 Au, < B, avec

Prof. S. LABIOD — Cours CPA — M2 — AS— Département d’Automatique — FST — Université MSBY — Jijel 43



1 0] - 3-u(k=1) ] [3-u(k-1)]

11 ] | 3-u(k-1) 3-u(k-1)

T7 |-1 0 A, (3—u(k-1)) ~(=2-u(k=1))| |2+u(k-1)

I A T L R A (2-u(k=1))| _|=(-2-u(k-1))|_|2+u(k-1)
o o - A Au, 1 1
-1 0 1 ~A,Au_ 1 1
10 ] — 1 !

0 1] 1 1
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