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Chapitre

L’objectif de ce chapitre est de rappeler les notions nécessaires pour développer un

cours de mécanique quantique relativiste. En premier lieu nous rappelons succinctement
quelques notions de la relativité restreinte. Nous allons introduire la formulation covariante
de la relativité restreinte qui permet de traiter les problémes relativistes d’une facon
particulierement aisée. Ensuite nous montrons comment dériver, a partir du principe de
correspondance, I’équation de Schrodinger et 1’équation de continuité correspondante qui

permet l'interprétation probabiliste a la fonction d’onde.

1.1 Transformation de Lorentz et espace de Minkowski

1.1.1 Transformation de Lorentz

Selon le principe de la relativité restreinte, les lois de la nature doivent étre invariantes
lors d’une transformation d’un référentiel inertiel & un autre. De point de vue mathématique

ceci s’incarne dans 'invariance des lois physiques sous la transformation de Lorentz.

Tout événement est, dans un référentiel donné R, décrit par sa position (3 coordonnées

spatiales; z, y, z) et le temps ou il se produit (une coordonnée temporelle; t).

Dans un référentiel R’ se déplagant a la vitesse ¥ le long de ’axe (ox) par rapport & R,

nous avons les transformations de Lorentz standard

ct’ =5 (ct — Bx)

' = (x — Bet)
, (1.1)
y =Yy
2=z
ou [ et v sont donnés par .
B = Yot v = .
122




1 Rappel

Sous forme matricielle cette transformation peut s’écrire comme

ct’ v =8 0 0 ct
e [ | =By ~v 00 x
A R ) 0 10 y
! 0 0 0 1 z

1.1.2 Norme invariante et espace de Minkowski

Il est bien claire que, sous cette transformation, la longueur [ = \/x% + y% + 22 n’est pas
conservée

$/2+yl2+zl2#x2+y2+z2.

La quantité conservée (invariante sous la transformation de Lorentz) est
(ct')2 _ 1'/2 _ y/2 _ Z/Q _ (Ct)2 o J)Q _ y2 _ 22

ce qui nous incite a penser a 'unification de I'espace et du temps en une variété d’espace-
temps a quatre dimensions, c’est I’espace de Minkowski. Dans une base orthonormée é,,

avec i = 0,1, 2,3, nous définissons le quadri-vecteur x = x#€,, ou

2 ct
1
x x
x = s | = . (1.2)
z Yy
a3 z

Les composantes x* sont dites composantes contravariantes du quadrivecteur x. La

norme invariante
2 2 2 2
Hw||2 = (wo) — (ml) — (:1;2) — (1'3) = (ct)2 — a2 —gy? =P

est définie par la métrique de Minkowski 7,

3
&) = 3" uata” (13)
H,v=0
ol nog = 1 et n;; = —1, avec @ = 1,2, 3. Les éléments 7, avec u # v sont nuls. Formellement
nous écrivons
1 0 0 O
] = 0 -1 0
=1 -1 0
0 0 -1



1.1 Transformation de Lorentz et espace de Minkowski

Evidemment, cette métrique ne reporduit pas une norme définie positive. Un vecteur est dit
de genre lumiere si sa norme est nulle. Il est de genre temps si H:1:||2 > 0 et de genre espace
si ||]|? < 0.

Il est & noter que le positionnement des indices n’est pas arbitraire, une fois que nous avons
adobté la convention que les coordonnées contravariantes sont notées avec un indice en
haut. Nous donnons a l'indice en haut le nom d’indice contravariant et a 'indice inférieur
le nom d’indice covariant. L’équation (1.3) montre que la somme porte sur des indices
répétés, une fois contravariant et une fois covariant. C’est toujours le cas; un indice
répété, une fois contravariant et une fois covariant, dans un méme terme sera
toujours sommé. Nous avons donc la convention de sommation d’Einstein, avec laquelle

nous laissons tomber le symbole de somme et nous écrivons simplement
P = ot 1.4
l]” = nuatz”. (1.4)

Par la suite, cette convention de sommation sur les indices répétés sera utilisée. Ca va alléger

considérablement nos équations. Avec cette notation la transformation de Lorentz s’écrit
't = A" ¥ (1.5)

ou les éléments A, sont les éléments de la matrice

Yy =B 00
By v 00
[A%,] = (1.6)
0 0 10
0 0 01
Sous forme matricielle I’équation (1.5) s’écrit
J;/O AO 0 AO 1 AO 5 AO 3 xO
33/1 B Al 0 Al 1 Al 5 Al : .%'1 (1 7)
22 1 | A2 A2, A2 A2 72 '
0 1 2 3
x/3 A3 0 A3 1 A3 5 A3 3 :113
1.1.3 Composantes covariantes
Nous definissons les composantes covariantes par
Ty = N’ (1.8)
Pour 'espace-temps de Minkowski, nous avons zg = z° et z; = —a! avec i = 1,2,3. D’un

point de vue purement technique, 'interprétation de la relation (1.8) est claire; 'application

de la métrique avec les indices en bas transforme une coordonnée contravariante (indice
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haut) en une coordonnée covariante (indice bas). Le passage des coordonnées covariantes
aux coordonnées contravariante se fait par 'introduction de la métrique n*¥, avec les indices

en haut, ou la matrice [n*"] est I'inverse de la matrice [1,,]

1 0
0 -1
Hr -1 _
[17"] = [y 0 0 1
0 0 0o -1
Nous avons donc
=, (1.9)

Cela nous conduit a la régle d’abaissement et d’élevation d’indices & ’aide de la métrique;

voir la section tenseurs. La métrique vérifie alors la propriété

e = 6", (1.10)
ou o , est le symbole de Kronecker
1 =
o, = potr f=v (1.11)
0 pour p#v

L’écriture du produit scalaire peut étre rendue plus compacte encore en introduisant les

coordonnées covariantes. La norme définie dans (1.3) s’écrit alors

2
lell® = o, (1.12)

Comme la norme est invariante sous la transformation de Lorentz, nous pouvons écrire

| = 2™, = atr, ="z, (1.13)

I

Notons ici que le nom de I'indice muet n’a aucune importance dans I’écriture. En remplagant

2" par sa loi de transformation, nous obtenons
AoV, =V, = 1, = AP T,
D’ou nous tirons la loi de transformation des composantes covariante
o, (= () 4= ('

Nous avons alors
o= (A1) a, (1.14)
o



1.2 Scalaire, vecteur et tenseur

Notons que la forme matricielle de la derniére équation s’écrit

X/T — XTAfl

ol
xT = (5’36 xy ol xg)
XT = (l‘o 1 X2 :L'g)

ot 0 0 0 0
(A (A, (P, ()

Al = (A_l)zo (A_1)21 (A_1)22 (A_1)23

(A_l)go (A‘1)31 (A‘1)32 (A—1)33
(AT)7 (A7 (ATH7, (AT,

1.1.4 Transformation inverse (A~1)” p

Partons du produit scalaire (invariant)
Ntz = napra’ (1.15)

En remplacant dans cette équation z'# par A* z* et z'” par AV ﬂxﬁ , nous obtenons
Nu A A 5:1;’3 = Napr®z?, (1.16)

ce qui implique que
N A oA 5 = 1agp. (1.17)

Maintenat, en tenant compte du fait que (A‘l)auA“B = 0% 5 et 71 = 0° 5, nous

pouvons écrire

M o = g (A—l)B ) (1.18)
ot bien
(A_l)ag = Ago (1.19)
ot
(A—l)aﬁ — Ay (1.20)

1.2 Scalaire, vecteur et tenseur

1.2.1 Les scalaires (selon Lorentz)

Toute quantité invariante par transformation de Lorentz est dite scalaire. Le premier

exemple des scalaires est la norme z#z,,.
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1.2.2 Les (quadri-)vecteurs

On appele vecteur (ou bien quadri-vecteur) toute quantité qui a 4 composantes se
transformant sous une transformation de Lorentz comme les composantes du vecteur x,
c-a~d :

At = AF A (1.21)

et (pour les covecteurs)
v

A, = (A7) A (1.22)

On définit le produit scalaire de deux vecteurs A et B par
A.B =, A'B" =9 A,B, = A*B, = A, B"

AB=AB"- AB=A"B"— A,B, — A,B, — A.B.

Exemples de vecteurs

1) Quadri-vitesse et quadri-impulsion Nous définissons le quadrivecteur vitesse par ses

composantes contravariantes

Aot
Ur =2 (1.23)
dr
ou T est le temps propre défini par
1 dz? v2
= 2 2 _ 72 = _——— = _ —
cdr =/ c4dt* — dx cdty/1 2 cdty/1 2
ou tout simplement
dt
dr = —. (1.24)
v
Nous avons alors les composantes
; dx’
Ul = t U= :
ye e T

Evidemment, les U se transforment comme les z#. De plus, la norme carrée U*U,, est

invariante

o _ 2
Uurv, = c.
A partir du quadri-vitesse nous définissons le quadrivecteur énergie-impulsion

dxt
B— UM = 1.25
P m m I ( )



1.2 Scalaire, vecteur et tenseur

Nous avons alors les composantes

dx? dt me E
0 _ _ _ _ _
P - o =myce o = (1.26)
;= mdm dr _ . mu (1.27)

Il est bien claire que

pl'p

=

2 2
_ ( mc 2) _ ( muv 2) :m202 (1.28)
1-% 1-%

2) La dérivée 0, Nous pouvons définir, pour une fonction du quadri-vecteur position d'un

événement, la dérivation par rapport aux coordonnées contravariantes de cet évenement

0 10 =
oy=—=-=,V 1.29
o Qo (c ot ) ( )
Il est evident que les 4 quantités 0, forment les quatre composantes covariantes d’un

opérateur différentiel vectoriel qui généralise la notion de A I’espace-temps de Minkowski

a quatre dimensions. Nous avons la loi de transformation

0 ox” 0 v
;o _ _ (-1
= 5 = B o = (A ) L0 (1.30)
Pour une fonction scalaire nous avons
df =0, f dx".
Nous définissons également les dérivées O par
10 -
ot =n*9, = ——,— 1.31
00, = (1 55-) (1.31)
Il vient alors -
Ly, = n,, M0 =nd,0, = —— — A =[] 1.32
0"0, = 1, 0"'0 n*0,0 25 (1.32)

L’opérateur [ est le D’alembertien.
3) Le quadri-potentiel En électromagnétisme, les champs E et B sont dérivés des
potentiels ¢ et A

E = —gradg — — (1.33)

S
I
~
S
-+

(1.34)
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A partir des potentiels ¢ et ff, nous pouvons définir le quadrivecteur potentiel

AF = (¢,Z) (1.35)

Cc

Dans ce cas, la condition de jauge de Lorentz C%%f +div.4A = 0 s’écrit tout simplement,

9, A" =0 (1.36)

4) La densité de courant Nous définissons aussi le quadrivecteur densité de courant

i* = (cp,7). (1.37)
Dans ce cas ’équation de continuité
gﬁ +div.j =0 (1.38)
se simplifie &
dujt = 0. (1.39)

1.2.3 Les tenseurs

Pour définir un tenseur, considérons d’abord le produit direct de deux vecteurs

T=xy=z=a"y"(,®é,) (1.40)
Les quantités
THY = xty” (1.41)
se transforment comme
T = alty” = A" A ga%y® = A* N 5T, (1.42)

Nous remarquons ici que la transformation de T# fait intervenir deux fois la matrice
A# . Nous appelons alors T*” les composantes d'un tenseur deux fois contravariant. D’une

maniere générale un tenseur deux fois contravariant 7" se transforment selon la loi

T = A* N ;TP (1.43)

10



1.2 Scalaire, vecteur et tenseur

D’une maniere générale la loi de transformation des tenseurs est la suivante

L 2 — K1 p2
T " — AP AP

ViV2...Um

v2

Dans le cas des tenseurs la régle d’abaissement et d’élevation des indices est tres utile. Nous

avons par exemple

™ = maT
™ vA TIWTMA
FHY = nuanr/B Fo.p

Exemple : Le tenseur électromagnétique (tenseur de Faraday) En életromagnétisme, nous

définissons le tenseur du champ électromagnétique par
F.,, =0,A, —-0,A, (1.45)
Ce tenseur est antisymétrique
Fu =-F,. (1.46)

Nous avons les composantes

Foi = 00A; — 0; Ao
C10A' 1099 E;

c Ot cort ¢

et
04, 0A
Fig = 01Ay— A1 =——F2+——=-B,
Oz oy
Fi3 = B,
Fys = —B,
Formellement, nous avons
0 E, B, E
C C C
E
~E o _B, B
Ful= | < = B (1.47)
- B, 0 -B;
E.
~E _p B, 0
A partir de la définition (1.45), nous obtenons
a)\FuV + asz)\u + auFu)\ =0 (1.48)

11
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qui regroupe les deux équations homogenes de Maxwell.

1.3 Principe de correspondance et équation de
Schrodinger

1.3.1 Postulat de la théorie quantique
La théorie quantique est basée sur les postulats suivants :

1. I’état d’un systeme est décrit par un vecteur d’état v dans un espace vectoriel dit

espace de Hilbert.

2. Les observables (les grandeurs physiques mesurables) sont représentés par les opérateurs

hermitiens.

3. L’évolution temporelle est déterminée par I’équation de Schrédinger impliquant 1'ha-
miltonien H

L0
ihg = Hy (1.49)

4. Si, dans une mesure d’une observable A, la valeur a, est trouvée, alors ’état du

systeme est 1’état propre correspondant.

1.3.2 Dérivation de I’équation de Schrodinger

Partons de la relation de dispersion de la particule libre

2
p
E=—. 1.50
o (1.50)
Le principe de correpondance stipule que
E —ih 0 (1.51)
th— .
ot
7 — —ihV. (1.52)

Suivant le principe de correspondance (1.51,1.52)

0 1 =\ 2 —h?
iha =5 - (—th) b= A (1.53)

Qui est I’équation de Schrodinger.

1.3.3 Equation de continuité

L’interprétation probabiliste de toute équation d’onde est basée sur I’établissement d’une

loi de conservation (analogue a I’équation de continuité). Pour étabilir I’équation de continuité

12



1.3 Principe de correspondance et équation de Schrodinger

associée a I’équation de Schrodinger, nous multiplions, en premier lieu, ’équation (1.53) par

v i
ih* w = 5V AY. (1.54)

Ensuite, nous prenons la conjuguée de (1.53) et nous la multiplions a gauche par ¥
h2
—zhw 1/1 —¢Aw*. (1.55)
2m

La soustraction de ’équation (1.55) de I’équation (1.54) nous donne

P IY Y = O (A — Ay (1.56)

Le membre a gauche de la derniére équation peut s’écrire comme

o+ ¢+w w <ww> ap

avec
p=1"p =

Pour le membre a droite, nous écrivons

WA = PAYT =

L’équation (1.56) peut s’écrire alors sous la forme

dp

Livi=
6 J

ou le courant 3 est donné par
i= (w Vi — V).
Avec cette équation de continuité et comme WF est toujours positive, nous pouvons

interpréter p comme densité de probabilité de trouver la particule dans 1’élément de volume
di = d*x = dV = r? sin Odrdfde.

13






Chapitre

L’équation de Schrodinger est une équation fondamentale en physique quantique non

relativiste. Sa découverte était un point crucial dans le développement de la mécanique
quantique. Elle décrit I’évolution au cours du temps de la fonction d’onde, la caractéristique
fondamentale dans la description mécanique quantique des particules. Cependant, malgré le
succés de la mécanique quantique dans I’étude des phénomenes quantique, sa généralisation
a inclure le régime relativiste n’était pas triviale. La question était comment utiliser les
mémes concepts fondamentaux de la mecanique quantique non relativste pour décrire la
dynamique d’une particule relativiste. La solution qui semblait & premiére vue simple et
directe a conduit a plusieurs difficultés. En fait, I’application du principe de correspondance
avec la relation relativiste energie-impulsion meéne a 1’équation de Klein Gordon qui est
une équation du second ordre par rapport au temps et, ainsi, comme nous le verrons, elle
pose plusieurs probléemes concernant l'interprétation de ses solutions. Pourtant, malgré les
probléeme et les difficultés constatés, le contenu physique de I’équation de Klein Gordon est
tres riche. Dans ce chapitre, nous discuterons la dérivation de I’équation de Klein Gordon et

les difficultés liées a la description monoparticulaire.

2.1 Dérivation de I'équation de Klein Gordon

La premiere équation établi pour une particule relativiste libre en mécanique quantique
résulte de 'application du principe de correspondance, qui consiste a remplacer les observables
classiques par des opérateurs agissant sur les fonctions d’onde. Dans la représentation de

position, le principe de correspondance stipule que I’énergie, notée E, est associée a I'opérateur

.0
E=ihg, (2.1)

et la quantité de mouvement p est associée au gradient ?,
F= —ihV. (2.2)

L’incorporation de ces opérateurs dans la relation de dispersion relativiste

E = \/p*c2 + m2ct (2.3)

15




2 Equation de Klein Gordon

donne directement 1’équation
5 0 2.4 272 -
zhagp(?,t) = vVm2ct — 22 Ap(7,t)

A cause de la racine carrée d’un opérateur différentiel, la derniére équation pose plusieurs
problemes ; ¢’est une équation d’ordre infini et non locale. Pour contourner cette difficulté

nous utilisons le carré de I’énergie relativiste
E? = p*® + m2ct, (2.4)

ce qui nous donne I’équation de Klein Gordon

1 0? m2c?

Cette équation peut s’écrire aussi sous la forme covariante

m2c?

laua# + hQ] o(7,t) =0 (2.6)

avec
aM (C 5 ) ; I’L 0, ,273 (2 )

et le Dalembertien

8“8—182 A =0 (2.8)
B2 o2 N '
La constante, % a la dimension de l'inverse carré d’une longueur avec A\, = % est la

longueur d’onde de Compton, ’échelle de longueur intrinseque d’une particule massive. Nous
pouvons également dériver ’équation de Klein Gordon a partir de la forme covariante de la
relation de la masse relativiste p,pt = m?2c?, en introduisant la forme covariante du principe

de correspondance

Py — P, =ihd,. (2.9)
Nous avons alors
[13“15# - m2c2] o = 0. (2.10)

Nous pouvons alors voir que la dérivation d’'une équation relativiste est trés simple. Cepen-
dant, malgré cette simplicité, il a été constaté, des son premier avenement, que le contenu
physique de cette équation ne peut étre incarné dans le cadre de la mécanique quantique
habituelle. Pour expliquer cela, considérons d’abord les solutions de cette équation pour une

particule libre.

16



2.2 Solutions libres

Energies positives,

Hm c2

Zone f interdite

—m C

nergies négative

Figure 2.1 — représentation des énergies en fonction de p. L'intervale | — mc?, mc?[ est une zone interdite

2.2 Solutions libres

Comme en mécanique quantique non relativiste, la particule libre est décrite par une onde
plane
i

(7 ,t) = Nexp { h(Et — 77)] (2.11)

ou F et ? représentent respectivement 1’énergie et 'impulsion de la particule. La substutition

de la solution (2.11) dans ’équation de Klein-Gordon (2.5) donne deux valeurs possibles

Ey =/ P2 +m2c4, (2.12)

pour I'énergie, ¥ = +E5 avec

ce qui nous donne deux solutions
(7, 1) = Nexp [—;(j:Eﬁt - ?.7)} (2.13)

Nous avons alors, en plus de la solution habituelle a énergie positive, une solution a
énergie négative. De plus a partir de I’équation (2.12), nous voyons que Ejy > me? et,
par conséquent, les énergies positives vérifient £ > mc? et les énergies négatives vérifient
E < mc?. Ainsi, le spectre d’énergie n’a pas de limite inferieure et n’a pas donc d’état
fondamental. L’éxistence des solutions a énergie négative est la premiere difficulté de la
mécanique quantique relativiste. Cependant, comme nous allons le voir, ces solutions sont

d’un grand intrérét physique. En fait, les solutions d’énergie négatives qui semblent non

17



2 Equation de Klein Gordon

physiques, ne peuvent pas étre exclues, en rajoutant a ’équation de Klein Gordonla condition

E >0, pour les raisons suivantes :

1. La tentative de calculer le propagateur en ne considérant que les solutions d’énergie

positive, viole le principe de causalité.

2. En présence d’un champ électromagnétique, des transitions entre des états d’énergie

positive et négative peuvent avoir lieu.

Ainsi, 'exclusion des états d’énergie négative ne résout pas le probléme. La question est
donc comment interpréter ces solutions. En tenant compte des solutions d’énergie positive

et négative, nous pouvons écrire la solution générale comme un paquet d’onde !
. i i
o(7.0) = [d{a@exp |~ (Bt = F7)| + b @ exp |- (- Bt - 7.7 |

ot a (p) et b(p) sont des fonctions scalaires de et dj = d*p = dp,dp,dp,. En faisant le

changement 7 — —p dans le deuxiéme terme et en posant a (p) = #g?@; et b(—p) =
A_(p)

———"—_ nous pouvons écrire la solution générale sous la forme

_ dp
o(7,1) = / (2nh)® 2E;

Avant d’aborder 'interprétation des solutions d’énergie negative, exposons d’abord ’équation

A, (5) exp (—;p.m> + A () exp (;pmﬂ . (2.14)

de continuité qui découle de I’équation de Klein Gordon.

2.3 Equation de continuité

L’interprétation probabiliste de toute équation d’onde est basée sur I’établissement d’une

loi de conservation (équation de continuité) qui s’écrit en général sous la forme
%
Liv5 =0 (2.15)

Pour I’équation de Klein Gordon, nous avons

1 92 m2c?|

En multipliant ’équation de Klein Gordon & gauche par ¢* et I’équation (2.16) par ¢, et en

prenant ensuite la difference entre les deux équations résultantes, nous obtenons

1 .02 1 9?2
o' ——p— Ao | — [ Spo=—0" — pAp* | =0.
(cgw 52 ¢ s0> (@‘Pat?‘p P s0>

1. En physique quantique, I’état physique pour une particule libre est décrit par une superposition d’ondes
planes de longueurs d’onde et de directions de propagation voisines.
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2.3 Equation de continuité

ou bien
@ 0 ) (o hp— png) =0 (2.17)
A Rt r P* Do — pp*) =0. :

Maintenant nous pouvons écrire

B - B () (8)-(3) ()
Yot Yort T Y ar? T \&” ) \a? o’ )\ %) " Yar¥

_ 8(*8>_3(3*)
~ a\?a?) o \Pa”

_ a[*a B ‘9*]
ol a’ Ya¥

Le terme ¢*Ap — o/A\p* peut s’écrire comme

o Dp —php* = @ :ﬁ- (Vo) = |V (Ve")]
= [V (V)| + (V¢7) - (V) = (V) - (Vo) = ¢ [V (V)
= Voo (Vo) = 9 [¢ (V)]
= V[ (Vo) = o (V¢)]

Nous pouvons alors écrire ’équation (2.17) sous la forme

16[*5 a}
w [R—

<

2ot ¥ ae vare | V1 (V) —e (V)] =0 (218)

La derniére équation détermine p et j a une constante prés. A premiére vue, nous pouvons

. - . .
extraire pour p et j les expressions suivante

i W09 O0pT
2 (w5 -e%) 2.19)

et

—1 (g0*7g0 — go?cp*) . (2.20)

Cependant, pour obtenir les résultats de la mécanique quantique ordinaire a la limite

nonrelativiste, nous devons multiplier (2.17) par % Nous obtenons ainsi

_ih LOp dp*
P = e (QO ot~ Yot ) (2.21)
et 5
_'> * _ *
j = %im ((p 7@ 907@ ) ) (2.22)

Cette loi de conservation differe dans un aspect important de celle dérivée a partir de
I’équation de Schrodinger, a savoir I’expression de p n’est pas definie positive. C’est

pour cette raison que nous ne puissions pas interpreter p comme une densité de probabilité.
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2 Equation de Klein Gordon

La solution de I’équation de Klein Gordon n’est pas donc une fonction d’onde.

2.4 Interprétation

De ce qui précede, nous pouvons identifier trois aspects qui (au moins initialement)
éliminent I’équation de Klein-Gordon en tant que candidat approprié complet pour la version

relativiste de ’équation d’onde :

1. La premieére caractéristique impressionnante de I’équation Klein-Gordon est I’existence
des états d’énergie négative. L’équation sur laquelle I’équation de Klein-Gordon est

basée, E? = ?202 + m?2c*, présente des solutions positives et négatives.

2. Deuxiémement, la densité p n’est pas définie positive et par conséquent, elle ne peut
pas représenter une probabilité. En effet, cela a conduit au rejet de ’équation de Klein
Gordon dans les premiéres années de la mécanique quantique relativiste de 1926 a
1934.

3. Ces deux problemes sont liés 'un a I’autre ; les deux sont une conséquence de la relation
de dispersion relativiste qui nous a conduit & une équation du second ordre par rapport
au temps. En outre, comme ’équation de Klein-Gordon est d’ordre deux par rapport
au temps, il est nécessaire pour la résoudre de spécifier deux conditions initiales, par
exemple ¢ (7, t) et dop (7, t0) = ¢ (7, tp). Ainsi, il y a une contrainte supplémentaire
absente dans la formulation Schrodinger ou I’évolution de 1’état quantique au cour
du temps dépend d’une seule la condition initiale qui représente un état d’une seule
particule. Il est alors naturel de penser que la deuxiéme contrainte est due ’existence

des solution d’énergie négative.

Pour pouvoir donner un interprétation aux solutions d’énergie négative, calculons la

densité p pour une particule libre. Nous avons alors

ih NP2 <€;(Et77) 0 —i(Bt-7.7) _ ~iE-7.9) 9 i(Bt- ?7)>

p= 2mc? 825 875
_ 2@'7@2’N|2 (;E€;<Et_7z>) ~L(B-F.T) _ ;Ee_;(Et_?.y)eg(Et_?.?))
mc
E
= eV

ce qui montre que

p=+—"L1 NP (2.23)

mc2
Ici, nous remarquons que p est positive pour les solutions a énergie positive et négative
pour les solutions a énergie négative. Il est alors possible de donner un sens physique a p en
I'identifiant non pas a une densité de probabilité mais a une densité de charge électrique. Le
fait que sign(p) = sign(E) suggere de réinterpréter les solutions a énergie négative comme

des antiparticules portant une charge électrique opposée a celle des particules (solutions a
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2.5 Covariance de I’équation de Klein Gordon

énergie positive). Les états d’énergie négative se comportent comme

i i
¢ (7,t) ~exp [—FhEﬁt} = exp {_hEﬁ (—t)]
Nous pouvons alors interpréter les états d’énergie négative comme des antiparticules qui se
meuvent dans le sens inverse du temps. De plus, pour une antiparticule nous avons
dr dr

p= i (2.24)

ce qui justifie 'écriture (2.14). Dans le cours de Théorie Qunatique des Champs, vous verrez
que l'interprétation de @(7, t) en tant que champ quantique conduit a une résolution des

problemes soulevés ci-dessus.

2.5 Covariance de I'équation de Klein Gordon

Selon le principe de la relativité restreinte, les lois de la nature doivent étre invariantes
lors d’une transformation d’un référentiel inertiel & un autre. Le formalisme mathématique
de la relativité restreinte s’incarne dans la transformation de Lorentz qui conserve la norme
des intervalles entre tous les points de I'espace -temps. Une théorie quantique qui répond au
principe de la relativité doit étre invariante sous une transformation de Lorentz. En d’autres
termes, nous avons besoin de la covariance de Lorentz des équations relativistes. Considérons
deux observables, O et O’, dans deux référentiels inertiels différents, qui décrivent le méme
événement physique (I) avec leurs coordonnées spatio-temporelles particuliéres, x et 2’. La
transformation de Lorentz qui lie les coordonnées x de ’événement I pour ’observable O et
les coordonnées x’ de 1’événement I pour I'observable O s’écrit

ot = o = A 2 (2.25)

v

avec

J R TR (2.26)

v v

Il n’est pas difficile de montrer que le Dalembertien est un invariant de Lorentz; Comme

0 oz® 0 1\ 0 1\
7 ) )

B oxln o Ok Oz w Oz

il vient
v v — 6 — o (e} (6%
oo, =, = (A7) (A7) 0ads = 10,05 = 0" 0.
Nous avons donc

oMo, = 9", (2.27)
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2 Equation de Klein Gordon

Ainsi, ’équation de Klein-Gordon est clairement compatible avec la relativité restreinte ;

elle prend la méme forme dans tous les référentiels inertiels avec

¢ (@) =p(e=0"2"). (2.28)

Suivant la forme de la densité p nous définissons le produit scalaire
(p,x) = z/d3 ( Ox _ —) —z/d3 8tX (2.29)
' at

s 0
P10; P2 = P1—— — P2 (2.30)

avec

La généralisation du produit scalaire (2.29) est
(pix) =i [ do* (7 00x) (2.31)

ou do* est une hypersurface a 3 dimensions et m est la dérivée le long d’un vecteur
u normal a 'hypersurface do avec gplggog = 1 (Oup2) — (Oup1) 2. Montrer que ce

produit scalaire est invariant sous les transformations de Lorentz

2.6 Limite non relativiste

L’objectif de ce paragraphe est de montrer que I’équation de Klein-Gordon pour une
particule libre se réduit a la limite non-relativiste a I’équation de Schrédinger si on écrit la

fonction d’onde de Klein Gordon ¢ (7, t) sous la forme

o (7,1) = o (7, 1) exp (-i”ft) .

Nous avons

5 07 2492 2 4
h*— — c"h°A + m°c

Si nous posons
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il vient

2 0°

9 ot = 2w _me
h 8t2cp(r,t) = h 92 |f/)(’l“,t)6Xp< i— t>

— izthQQ@z)

2.6 Limite non relativiste

ot

(7 t) — m2cty (7, t)]

En remplagant th—;cp (7, t) dans I’équation de Klein Gordon par le dernier résultat, nous

obtenons pour ¥ (7, t) 1’équation

2
[hQa - '2hmczg —m2ct — 2hPA + m2c4] Y (rt) =0

ot? ot
qui peut s’écrire sous la forme

LQiz — hﬁ
2mc? Ot? ! Ot

h2

2l

2m

(7,t) = 0

A la limite ¢ — 00, nous obtenons 1’équation de Schrédinger

L0
zha¢ (7 t) =

Pour la densité p nous avons

2h?

2mc2

At (T,1).

L0 mc? BTN, mc? .
1% a@ = €Xp <th> Y* (7, ot lexp <_Zﬁt> ¢(7“7t)]

_ me? v (7 ) e Sl

= exp| 3 r, (3 a exp 2 7
me? . v o 0

= —le/J (P ) (7 t) + " (7,t) aw(nt)

et, par conséquent,

0 2mc?

0 S S (= S S
@ P~ s = i ()Y () + 07 (7 8) 5 (7 ) — (7,

La densité de Klein Gordon est donc
ih ( . 87@ B 8(,0*)
2mc2 ot v Ot
.o R th
= P (Ft)Y (7 t) +

2mc?
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2 Equation de Klein Gordon

A la limite non relativiste, ¢ — oo, la densité p se réduit a la densité de Schrédinger
Pesoo = UF (Ft) ¢ (7 8) = | (7, 1) (2.33)

2.7 Couplage minimum

Pour tenir compte de 'interaction de la particule relativiste avec un champs électromagnétique,
nous couplage minimum. Partons du lagrangien classique d’une particule libre de masse m

et de charge e

Liipre = —mc?(|1 — = (2.34)

Pour le cas d’une particule libre, le moment conjugué de la particule est exactement sa

quantité de mouvement

Si cette particule est soumise a ’action d’un champs électromagnétique, un terme d’interction

Lins se rajoute Lypre
L= Llibre + Lint. (236)
Ce terme doit rependre aux conditions suivantes :

1. Il reproduit la loi de Newton avec la force de Lorentz.
2. 11 preserve l'invariance relativiste.

3. Il preserve 'invariance de jauge.

Le lagrangien qui satisfait & ces conditions est donné par

Lin = —e¢ + 67.2 (2.37)

La, nous remarquons que le moment conjugué de la particule est différent de sa quantité de
mouvement oL )
ma

po=0k M A = ted,. (2.38)

N

A partir de la derniére équation nous en déduisons le principe du couplage minimum qui

consiste aux changements

—

P = p— eA
E — E—e¢
lorsque la particule est soumise a un champ électromagnétique. En écriture covariante ce

principe s’écrit

Pu = Fp = Pp — €Ay (2.39)
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2.7 Couplage minimum

L’équation de Klein Gordon prend alors la forme
1 0 2 N2
lc—z <7,h§ — ecb) — (—ih7 — eA) = m2c21 = o(7T,1), (2.40)

qui s’écrit aussi comme

m?c?

lDuD“+»iﬂ ]wzzo, (2.41)

ou D, est la dérivée covariante (par rapport aux transformations de jauge)

e

D,=0 )
o u‘i_lh

Ay

avec AV = (%,A).

Considérons le lagrangien nonrelativiste

1
lﬂvfg== §7nv2-—-e¢-+-e7?.;i.

Montre que Lypg reproduit la loi de Newton avec la force de Lorentz.

I r

Exercice 3

Considérons la transformation de jauge
~ 8X
= + =
¢ ¢+ 5
A = A-Vx
Montrer que Lyg est invariant sous cette transformation.

Exercice 4
Jememeee =

Montrer que I’équation de Klein Gordon

(W“wu - mzcz) Y(x)=0

avec

m, = th0, — eA,

est invariante sous la transformation de Jauge

Ay(r) — flu(x) = Au(a:)' + Oux(z)
@) = @) = exp(—1-x(@)¥(@).
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2 Equation de Klein Gordon

2.7.1 Le champ magnétique uniforme

Comme premiere application du principe de couplage minimum, considérons une particule
relativiste de spin 0 et de charge e soumise a ’action d’un champ magnétique uniforme

B=BE. L’équation de Klein Gordon associées a cette particule s’écrit

m202
[DMD“ + o e @) =0 (2.42)
avec
L€
Dy = 0 +i5 A, (2.43)

Au préalable, nous devons fixer la jauge du potentiel vecteur A. Pour cela, considérons

d’abord le vecteur

~ 1.
A= §B X T (2.44)
qui a les composantes

~ 1 1

ALI? = §ZBy — §sz

~ 1 1

Ay = ixBZ — §ZBJ;

~ 1 1

Nous pouvons voir que le champ B est dérivé du potentiel A ;

N i j k
A\ 0 0 0 _ B
% (2By — yB.) % (zB, — zBy) % (yBy — xBy)
Pour B =B E, le vecteur A s’écrit comme
1
T T
A= —§yl’>’i + 53:8]’ = %ZL’B

Ce potentiel fait intervenir deux varables; x et y. A I'aide d’une transformation de jauge

nous pouvons obtenir un potentiel vecteur qui ne dépend que d’une seule variable. En effet,

" ~ /1
A = A+V<2B:Cy>
1 -1 - 1 . 1 _
= —§yl’>’z + 51‘8] + iyl’j’z + 53:[)’]

= zBj
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2.7 Couplage minimum

Nous obtenons alors le quadri-vecteur potentiel A* = (0,0, Bz,0). Dans ce cas nous avons

10
_D = = - —
0 % c Ot
0
D = = —
! 0 ox
0 eBB
Dy = — —i—
2 ay 2 A x
0
D = = —
3 03 9
et
1 02
DoD° = 0= —
0 % c? Ot?
1 1 0?
DlD - 818 — _W
0 eB \?2
D,D? = — (= —i—
2 (83/ “n x)
3 3 0?
D3D° = = ——
3 050 072

R
022 h2

p(x)=0

Pour résoudre cette équation nous posons ¢ () = exp [% (Bt — pyy — pzz)} F (z). La fonc-

tion F'(x) vérifie, alors, I’équation differentielle suivante

F(z)=0

2 O 2 22 B
—h @Jr(py—el?x) +mc —C—2+pz

Ici nous effectuons le changement
_ Py
eBB

pour obtenir I’équation d’onde associées a un oscillateur harmonique

T=

[2]\481‘2 + §Mw x ‘| F(f) =&F (SE)
avec

1

M = -,
2
E2

& = 2 _WQCZ_P;

w = 2eB.

(2.45)

(2.46)

(2.47)
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2 Equation de Klein Gordon

La solution est donc donnée par

F @)= W(A;)[JVHH( Mh> 2a5)

avec

£= (n + > hw. (2.49)

Finalement, nous obtenons

E = \/m2ct + p2c? + (2n + 1) heBe? (2.50)

R R

2.7.2 Le champ de I'onde plane

et

% (a: - :;) (2.51)

Nous considérons pour une deuxiéme application, une particule relativiste de spin 0 et de
charge e en interaction avec une onde plane électromgnétique. Le quadrivecteur A,, qui décrit
le champ de I'onde plane electromagnétique est une fonction de la variable ¢ = k.x = k, 2",
ou k, est le vecteur de propagation de ’onde (avec k? = k,k* = 0). De plus le quadrivecteur
A,, vérifie la condition de jauge de Lorentz 0,A" = 0 (ou bien k,A* = k.A = 0). L’équation

de Klein Gordon associées a cette particule s’écrit

Kﬁ“ — eA“) (]5“ — eA“) — mgcﬂ p(x)=0 (2.52)
avec
P, =ihd, = maiu (2.53)

Si nous posons ¥ (x) = exp (—%p.m) F (¢), avec p.x = p,a#, nous obtenons

A A

Pup(@) = Puexp(—1pa" ) F (0

1

= z’h% {exp <—hpu$“> F(¢)]
= [z’ha exp (—;p#x")} F(¢) + exp (—;p“ac“> [ihaF (¢)]

Ozt Oz
_ i i w00 9
Py eXp( =P )F(ef)) +eXp( Pt )Zhaxu a¢F(¢)

~ o (i) i 2] P9
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2.8 Formalisme de Feshback-Villars

et, ainsi, nous pouvons écrire

(Pu_eAu)@(fL‘) = eXP( ;PuffN) pp— €Ay ‘Hhkuaa(A (9)
)

= exp (—;puﬂc" G (9)

avec

G<¢)_[ A, + ilk (6).

35"
H 8(25
Le résultat de la dérivation (ﬁu - eAu) ¢ () a la méme forme que ¢ (x) avec le changement

F (¢) = G (¢). Nous pouvons alors écrire

(Pr—eat) (Bu—ed) (@) = (Pr—car)ep (~2nat) G (0

— exp (—;pux“> {p“ —eAM ihk“a] G (9)

d¢

et

<P“ - eA“) ( P, —eA ) (x) = exp (—ip.x) {p“ —eAl + ihk”aaqs} { —eA, +ihk (9) .

34l”
K a(b
En substituant ce résultat dans I’équation de Klein Gordon (2.52), nous obtenons pour F (¢)

I’équation suivante
2 2 . 9 2
p'py —m7c” —2eptA, + 2thuk“87b +e“AFA, | F(¢) =0 (2.54)
2.2

Compte tenu de la relation de masse p*p, = m*c*, nous obtenons I’équation

0

i
25 F @) =5 y [2ep" Ay, — 2AP A, F (6) (2.55)
qui admet comme solution
¢
F (¢) = Cexp {_2hpzﬂk:u ; {2epNAu (¢') — 2 AH (¢) Ay (qb')} d¢’} (2.56)

2.8 Formalisme de Feshback-Villars

2.8.1 Equation de Feshback-Villars

La nécessité de spécifier deux conditions initiales pour résoudre ’équation de Klein-Gordon
a pour conséquence, la difficulté de séparer les états d’énergie positive des états d’énergie
négative par des opérateurs locaux. Autrement dit, les projecteurs sur les états d’énergie

négative et positive sont non locaux. Pour une particule (ou antiparticule) au repos, nous
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2 Equation de Klein Gordon

avons les solutions

ot (7)) ~ exp <$inft> . (2.57)
Il est donc claire que
e () — 2o () = 0 (2.58)
me
w_ (7 t) + ﬂi—};gb_ (7 t) = 0. (2.59)

Les deux derniéres équation nous permettent de séparer les états de particule (état d’énergie

positive) des états d’énergie négative, en définissant le vecteur

W = () _ P+ NZEQSO (2.60)
(5 = Zp

ou ¢ est une solution de 1’équation de Klein Gordon. Une particule (un état d’énergie
positive) au repos est décrite seulement par la composante 11 et une particule qui se meut
lentement doit avoir une petite composante ¢2. En revanche, les antiparticules (les états a
énergie négative) au repos sont décrite par la composante 15 et les antiparticules qui se meut
lentement ont une petite composante 1. Le redoublement des composants des fonctions
d’onde sert a réduire de moitié I'ordre de I’équation différentielle et nous permet d’écrire
une ’équation relativiste sous une forme hamiltonienne du premier ordre par rapport au

temps. En effet, prenant la dérivée de v, nous obtenons

L0 ihp — 15
th—1 = o x
ot zh<p + Ww

Maintenant, partant de I’équation de Klein Gordon

82
hQ@ — A+ Mt =0 (2.61)
nous écrivons, d’abord,
h2g = h22 A — m2cto. (2.62)

Comme ¢ vérifie ’équation de Klein Gordon (2.62), nous obtenons

0 ihp — L3 (R22Ap — mPcty)

inly =
6t¢ ihg + L3 (B2 Ap — mPcly)

—%Agp +mc?p + ihg

2.63)
h2 AP (
AP — me2p + ihg
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2.8 Formalisme de Feshback-Villars

Le second membre de la derniére équation peut s’écrire comme

~EAp+mp+ing | _hiA 20 e[ T _hep
B Np — mc2p + ihg 2m -~ \ —2¢ —p+ -y

A partir de la définition des composantes 11 et 15, nous pouvons voir que

~B A+ mcPp + ihg N R 2 [ ¥
72 9 . = _T —+ mc
A —mefp +ihg m —1g — P2 —1o

Nous obtenons alors ’équation

A Y1+ Y2 o[

Compte tenu du fait que
vy _ (10 L
=12 0 -1 2
ity } [ 11 (31
—thy — 1y -1 -1 P2

nous obtenons ’équation de Feshback-Villars

0
ihet = Hry 4 (2.65)

ou I’hamiltonen de Feshback-Villars Hpy est donné par
R2A p?

Hpy = ———n+mc®m = —n + mc’ (2.66)
2m 2m

+1 b t 1o (2.67)
=73+ 1T = € T3 = : :
n 3 2 1 1 3 0 —1

Les matrices 7, 7 et 73 sont les matrices d’Isospin

0 1 0 —¢ 1 0
7'1:(10),7'2:<i 0),7’32(() _1) (2.68)

Il est a noter que les matrices 73 et 7 vérifient les propriété suivantes :

avec

n? = (13 +im)% = (13)% — (12)? + i (1372 + To73) = 0, (2.69)
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2 Equation de Klein Gordon

31 + nT3 = T3 (T3 + iT2) + (73 + iT2) T3 = 2 (2.70)
et
1 -1
nt = 1 1 = T3NT3 (2.71)

Dans cette théorie a deux composantes, nous avons
A 2
P2
H%, = | —n+mcn
FV 2m77

p? ’ 2 p? 2 2 4 2
= <2m> 7 +%mc (nT3 + 13m) + m*c* (13)° .

Comme 72 =0, (13)? = 1 et 573 4+ 737 = 2, nous obtenons
HZ,, = m%ct + P?2mé?, (2.72)
ce qui signifie que les valeurs propres de Hpy sont &Ej;. De plus nous avons

RA (1 -1 o 1 0 (2.73)

2m 1 -1 0 -1
Nous remarquons que ’hamiltonien de Feshback-Villars n’est pas hermitien, H;SV # Hpy
et par conséquent ses vecteurs propres associé aux solutions d’énergie positive et d’énergie
négative ne sont pas orthogonaux, vis-a-vis le produit scalaire habituel. Il s’agit d’un mélange
entre les états d’énergie positive et les états d’énergie négative qui n’est pas physique. Dans
ce sens, les solutions que 1'on peut avoir sont instables. Cependant, nous pouvons voir que
Hpy est pseudo-hermitien

Hpf, = m3Hpys

ce qui nous permet d’introduire une métrique pour définir un produit scalaire approprié. Ce
produit scalaire peut étre inspiré de ’expression de la densité ppy, qui découle de I’équation
de Feshback-Villars.

2.8.2 Equation de continuité

Ayant montré comme écrire ’équation de Feshback-Villars, nous devons maintenant
examiner la densité et le courant associé. Pour cela nous essayons de suivre les mémes
étapes que pour les équations de Schrodinger et de Klein Gordon mais en tenant compte
du fait que ’hmiltonien de Feshback Villars est pseudo-hermitien. Partant de I’équation de

Feshback-Villars )
0 h
iaw = | ——nAY + mcPr31) (2.74)

2m
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2.8 Formalisme de Feshback-Villars

nous pouvons écrire

—ihz ¢+ l—hQ (Aw)n + me ng} (2.75)
o . :

Compte tenu de ’équation (2.71), nous obtenons

—1h

81&* B K2
o 2m

T - (Aw+> T31 + mc @ZJJF] (2.76)
En mutipliant I’équation de Feshback-Villars (2.74) a gauche par 73, nous obtenons

0 h2
ihrs ({;f = [—QngnAw + chw] (2.77)

Maintenant, nous multiplions I'équation (2.77) & gauche par 1" et 'équation (2.76) a droite

par v, pour obtenir les deux équations

oYt h?
—ih ;th T3 = [ 5 (A1/J+) 3N + m02¢+¢1 (2.78)

et )
ihwm%f = l—zhmwfgmw + mc%w] (2.79)

En prenant la difference entre les deux dérnieres équations, nous obtenons

12 h
nyY = l—2w+73nAw + mc%w] - [— (Av*) 7am + me ww]
m 2m

Jr
zh¢+738—1f +h (;/}

= —f; vt TsmAy — (Av*) Tony ]

La quantité ¢ m3nAy — (A¢T) 73mp dans la derniére ligne peut s’écrire comme

G anAY — (AT ) =V [0 Ve — (Yot ) mny| (2:80)
Il vient alors
o (04720) + ¥ (gt ¥ — o (V) 7 ) =0 (281)

d’ol1 nous en déduisons la densité de Feshback Villars ppy et le courant associé fpv

prv = et = ey (2.82)
. h . ho-
Jrv = g (WY — (Vut) ng) = 5= Vo (2.83)
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2 Equation de Klein Gordon
avec 1& = ¢*13. Nous constatons ici que
prv = et 3 =e (|¢1|2 - |¢2|2) (2.84)
Nous définissons alors la charge d’une particule décrite par ¥ comme
Q= e/d3x ¢T3 (2.85)
Cela nous conduit a définir le produit scalaire hermitien de Feshback-Villars par
(o) = [ d (2:86)

Nous avons alors

(oY) = /dgw(x*i x’é)((l) _01)(2:)
= [ % (v = xa).

et
(ev) = [ dz @i - vixa) = (6,0). (2387)

De méme, nous pouvons définir la valeur moyenne de Hpy par I'expression

(Hpv) = /d% YT Hpyih. (2.88)

Immédiatement, nous constatons que (Hpy ) est réelle. En fait, nous avons

(Hry)" = (/dgﬂ? ¢+T3HFV¢>+

= / Bz Yt H L T30
Mais, comme H}'V = r3HpyTs et (7’3)2 = 1, nous obtenons

(Hpy)" = /dsﬂ? YrrsHpyp = (Hpy) . (2.89)

2.9 Solution de quelques exercices

2.9.1 Solution de I'exercice 2

Nous avons

1
Lyg =3m (g;«? T2t 2'2) —eptedApte Ay +e A, (2.90)
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2.9 Solution de quelques exercices

L’équation de mouvement pour = est

d (0L oL
(=)o ([ ZE) = 2.91
i (5:)~ (5) =0 29
Le premier terme est
d (0L d d
2 = 2 (g A) = mi —A 2.92
dt(@i:) dt(mm—i—e z) mx—l—edt " (2.92)

Mais, comme A, est une fonction de ¢, z, y et z, nous pouvons écrire

— A = i 2.
= o T +y8y T (2.93)
Pour le deuxiéme terme g—ﬁ nous avons
oL o¢p 0A, .04,y L0A,
et ; 2.94
oz 68$+6I8$ +6y8m +628m (2.94)
L’équation de mouvement devient alors
ma‘f+e(8A”” +93an 4y +26A””) 490 3 0% 04 04
ot " Tox Yoy T 0z ox “Tox YV on 0x
La derniére équation se réarrange comme
) fole} 0A, dy (0A, 0A, dz (0A, 0A,
op &y _ - — = 2.
K T +edt<8y 8m>+edt(82 3m> 0 (2.95)
dont nous identifions les composantes du champ électromagnétique
olo} 0A,
E, = ———
or ot
B 0A, _ 0A,
N Ox dy
0A, O0A,
B, = — .
4 0z Ox
Nous obtenons alors ’équation
mi — el —eyB, + e2B, = 0. (2.96)

La quantité 2B, — yB, est la composante suivant 'axe (Ox) du vecteur ¥ x B

(#x B) =zB,—yB.
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2 Equation de Klein Gordon

Finalement, nous obtenons I’équation de mouvement pour la composante x
m:}t:eEz—i—e(ﬁx B) .
xT

Nous voyons que I’équation de mouvement n’est rien d’autre que la loi de Newton avec la

force de Lorentz

m%:eﬁ—i—e(ﬁxé)

2.9.2 Solution de I'exercice 4

Nous avons

Ty = ih@u—eflu

= 1hd, —eA,(z) — edux(x)

0,0(@) = 0, [exp (~ (@) (o)
= exp (—ihex(a:)) Ou(x) + 1p(x)0y exp (-:x(@)

e e

= exp (—hx(x)) {8;1 - hauX(x)} Y(z)

(@) = ihd() — eA,ib(a)
— ih0,0(w) — Ay (@)D(w) — O (@) (x)
= oxp (~EX(@)) [0, + D (@) — edy(a) — cByx(a)] (o)

— exp (—§X<x)) [ihy — e Ay (@)] (a)

>t

Aule) = e (~x@) mul)

e

Th,a(r) = exp (—hx(:c)> ()

(fr“fru - m202) Y(z) = exp (—i?x(x)) (7‘(“7(# — m202) P(x)
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Chapitre

Lorsque I’équation de Klein-Gordon a été initialement suggérée, ’existence des solutions

d’énergie négative et le fait que p n’est pas definie positive ont poussé les physiciens a
rejeter cette équation et poursuivre la recherche d’une équation d’onde invariante de Lorentz.
Historiquement, ces problemes intrinseques a I’équation de Klein-Gordon ont, parmi autres
motivations, conduit Dirac a introduire une autre équation relativiste, mais du premier
ordre par rapport au temps. L’objectif de ce chapitre est de dériver I’équation relativiste
de Dirac et de discuter ses propriétés fondamentales. Comme nous le verrons, malgré que
I’équation de Dirac implique une norme (densité) positive, elle n’a pas pu contourner les
difficultés liées a 1’éxistence des solutions d’énergie négative et leurs interprétations. Nous
allons également voir que cette nouvelle formulation inclut un moment de spin égal a 1/2 et

ainsi elle décrit la dynamique des fermions de spin 1/2.

3.1 Dérivation de I’équation de Dirac

Le fait que I’équation de Klein-Gordon ne produisait pas une densité de probabilité définie
positive est 1ié a la dérivée du second ordre par rapport au temps. Cette dérivée est la
conséquence du principe de correspondance appliqué sur la relation de dispersion relativiste
(2.4) qui implique un terme d’ordre 2 en E. Une équation d’onde relativiste de Lorentz
plus satisfaisante, c’est-a-dire avec une densité définie positive, n’aurait qu'une dérivée du
premier ordre par rapport au temps. Cependant, en raison de ’équivalence des coordonnées
spatiales et temporelles dans I'espace de Minkowski, une telle équation ne peut avoir que des
dérivées du premier ordre par rapport aux coordonnées spatiales. Elle doit alors comporter

un opérateur différentiel de type D = 37 — —ih@.V. Dirac a proposé I'équation

0
Zha\y = —ihc (3?\:[/) + ,BmCQ\Ij = HDiracqjy (31)

avec
Hp = cd. 7 + pmc? (3.2)

ot @ et B peuvent étre déterminer par la condition d’hermiticité de Hpjqqc €t le fait que
H3,. .. doit étre égal & (7202 +m?2ct). 1l est donc évident que «; et B ne peuvent pas étre

des quantités ordinaires commutantes. Dirac a proposé que «; et 3 soient des matrices
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3 Equation de Dirac I

agissant sur une fonction d’onde qui comportait plusieurs composantes disposées comme une
colonne, que 'on appele spineur. Le fait que Hpjrqe = Hgir ac» implique que les matrices/

et a; avec 1 = 1,2, 3, sont hermitiennes

gt =8
+ _
«, = 5.
Le developpement de HQD, nous donne
2 2 2.2 2 242 2 2.2 2.2 4
Hp = agc™py + aycpy + azep; + B*m e

+02 (azay + ayax) ﬁxﬁy + c? (azaz + Oéza:v)ﬁwﬁz + c? (ayaz + O4,2041,/) ﬁyﬁz

+mc® (Bay, + o) Pe + mc® (Bay + O‘yﬂ) Py + mc’ (Baz + a.B) p.

mais comme H? = (P22 +m?c!) 1 = (cQﬁ:% + 62}63 +e2p? + m2c4) I, ou I est la matrice

identité, il vient que

BF=ai=al=al=I (3.3)

et
{B,a;} = 0 (3.4)
{ozi,aj} = 26, I (3.5)

ou l'écriture {A, B} représente 'anticommutateur des deux matrices (ou opérateurs) A et B
{A,B} = AB + BA. (3.6)

I¢i nous avons noté explicitement la matrice identité que nous omettrons par la suite. Comme
B=a2 = 0%2/ = a? = 1, nous déduisons que toutes les matrices 3 et a; ont les valeurs
propres —1 et +1. De plus a partir de la relation d’anticommutation {f,«,;} = 0, nous
pouvons montrer que

Tr (8) = Tr (o) = 0. (3.7)

Par exemple si nous considérons la matrice 5 nous pouvons écrire

Tr (8) = Tr (Bo}) = Tr (@ifa;) = —Tr (Baf) = —Tr (8),

ce qui implique que Tr (8) = 0. De méme, nous pouvons montrer que Tr (a;) = Tr (ay) =
Tr (a,) = 0. Par conséquent, la dégénérescence de la valeur propre —1 est égale a la
dégénérescence de la valeur propre +1, pour chaque matrice, et ainsi ces matrices sont de
dimension paire, soit 2n x 2n. A deux dimensions (c-a-d 2 x 2), il n’existent pas 4 matrices

qui vérifient les anticommutateurs (3.4) et (3.5). Cherchons alors des matrices (4 x 4). Pour
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3.1 Dérivation de I’équation de Dirac

cela, nous écrivons 3 sous la forme

o O = O
|

—_

o O
Il
-~
(e
=
o
~

o O o

C’est la représentation de Dirac (dite aussi représentation standard). Par mesure de simplicité,
nous avons introduit le raccourci d’écrire une matrice (4 x 4) en blocs (2 x 2) avec 1 est la

matrice identité (2 x 2). Supposons que dans cette représentation les matrices «; s’écrivent

Q; =
C; D

ou A;, B;, C; et D; sont des blocs (2 x 2). La relation d’anticommutation (3.4), nous donne

1 0 A; B N A; B; 1 0} (24 0 _o
0 -1 C; D; C; D; 0 -1 0 =2D;
ce qui implique que A; = D; = 0 et par conséquent «; est de la forme

U
a; = c o .
[ 0o B
= (Bi)+ N

Maintenant, a partir de la relation d’anticommutation (3.5), nous obtenons
0 B; 0 B; n 0 B; 0 B;
(B)" 0 ) \(B)" 0 (B)" 0 )\(B)" 0

ce qui implique que

comine

Comme (ozi)+ = q, il vient

Les deux dernieres équations admettent comme solution les matrices de Pauli

Bi=(By)" =o0;
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3 Equation de Dirac I

(o1 {0 — (1 0 58)
=1 o) i o) o 21 '

Les matrices @ et 8 sont donc données par

B 1 0 o — 0 o

Il est remarquable de constater I’apparence des matrices de Pauli dans I’écriture des matrices

avec

ag, ce qui suggere qu’il y a probablement un lien entre ’équation de Dirac et le moment
cinétique de spin.Avant d’aborder la relation de 1’équation de Dirac et le spin, cherchons
d’abord a ce que I’équation de Dirac puisse apporter vis-a-vis la densité de probabilité et les

énergies négative.

3.2 Equation de continuité

La motivation principale pour I’équation Dirac est de remédier aux difficultés rencontrées
avec 1’équation de Klein Gordon, en particulier le probleme d’avoir une densité négative.
Dans ce paragraphe nous allons dériver ’équation de continuité qui découle de 1’équation de

Dirac et nous examinerons la positivité de la densité.Partant de ’équation de Dirac

in2 W = _ine (aﬁ\y) + BmcET (3.10)
ot
nous pouvons écrire
—z’hgt\w = ihe (V). @ + 0* fme?. (3.11)

Maintenant, nous multiplions (3.10) par ¥ et (3.11) par ¥. Nous obtenons

ihut <§t\y> = —iheUt Q. (?\1;) + mc* Ut pw (3.12)
—ih (gt\lﬁ) U= ihe (TUF) QU4 mcPwtpU (3.13)

En faisant la soustraction des deux équations résultantes, nous obtenons

ihU (gtq/) Tk (aatqﬁ) U = —iheUta. (7\11) —ihe (7&#) v

ce qui nous donne

Ut (gt\p> + (;W) v=—clvtd (Vo) + (Fut) dv

et

9 (wrw) = 7. (v aw). (3.14)
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3.3 Forme covariante de I’équation de Dirac

Nous avons alors ’équation de continuité
0 -
a—’t)+7.g —0, (3.15)

ou la densité p et le courant 3 sont maintenant donnée par

p=UTU (3.16)
et
7 = cUtau. (3.17)
(1
(05
Nous avons alors, pour ¥ =
V3
(on
Y1
p=Ut0= (95 ¥ v5 Vi) oo | = 1Al Bl sl
3
Y4

Cela démontre un avantage de I’équation de Dirac par rapport a I’équation de Klein-
Gordon, la densité p est définie positive et peut donc étre interprétée comme une densité de

probabilité.

3.3 Forme covariante de I’équation de Dirac

Afin de s’assurer que les dérivés de temps et d’espace sont multipliés par des matrices

avec des propriétés algébriques similaires, nous multiplions 1’équation Dirac

0
ihg ¥ = —ihed VT + Bmc U (3.18)
par % B pour obtenir
1
ihﬁcgt‘li = —ihBa. VU + mcl. (3.19)

La derniére équation se réarrange comme
. 10 —
ih (B2 + 8.V ) U — me¥ =0 (3.20)
c Ot
En introduisant les matrices v* définies par

V=5 et * = Bay,
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3 Equation de Dirac I

nous pouvons écrire la forme covariante de ’équation de Dirac pour une particule libre

[ih""0,, — mc] ¥ = 0. (3.21)
ou bien
7By = me| ¥ = 0. (3.22)

avec ]—é’“ = thd,. 1l est tres utile de constater que les matrices v# vérifient la propriété

fondamentale suivante
{27 =29 (3.23)

Nous pouvons montrer aussi que
()T =" (3.24)

La derniere propriété nous permet de dériver I’équation de Dirac adjointe. En prenant le

conjugué de I’équation (3.21), nous obtenons 1’équation
[=ih (0,97) ()" = mewt] =0 (3.25)

qui n’est pas covariante a cause de la non hermicité des matrices v*. Pour avoir une équation

covariante nous multiplions la derniére équation par ~°

[—ih (GH\I'+) A0y — mc‘lﬂ'wo} = 0. (3.26)
En posant ¥ = W40 nous obtenons
(7,7 + me¥| =0 (3.27)

ou bien

i [z‘f@w + mc} =0, (3.28)

avec Wgu = GM@. La derniere équation est I’équation de Dirac adjointe. Notons ici que
I'équation de continuité peut s’écrire sous la forme covariante 9,3 = 0, ou % =cp = cTOT
et j* = c¥~*¥. Nous avons alors

" = cUy* . (3.29)

Il est & noter que si B et a; sont écrites dans la représentation standard, les matrices y*
s’écrivent

1 0 0 o
7 = , A= : (3.30)
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3.4 Particule au repos

Cependant, 11 existe d’autres représentations qui satisfont l'algebre de Clifford {~*,+"} =
2nHv.
B 1 0 K 0 Ok
A = , Y = . (3.31)
0 -1 —or 0
La représentation standard est plus utile pour étudier les solutions de 1’équation Dirac
ainsi que sa limite non relativiste, tandis que la représentation de Weyl permet, de sa part,
d’étudier le régime ultra-relativiste et les propriétés de ’équation Dirac pour des particules
sans masses. Evidemment, nous pouvons passer d’une représentation a une autre a l’aide

d’une transformation de la forme
At = U 41U, (3.32)

3.4 Particule au repos

Considérons maintenant la solution de I’équation de Dirac pour une particule au repos ou

P = 0. Dans le référentiel propre de la particule I’équation de Dirac se réduit a

m%\p = Bmc*v. (3.33)
Cherchons des solutions de la forme
U = e nEotg (3.34)

ou Fy est I'énergie de la particule au repos et ® est un vecteur a 4 composantes. En
substituant ’équation (3.34) dans (3.33), nous obtenons pour @, I’équation
E
CL—r Y
mc
La colonne ® est donc un vecteur propre de la matrice 8 avec la valeur propre %, mais
comme nous I'avons déja vu, les valeurs propre de la matrice 8 sont 41 et ainsi ’énergie Fjy
a deux valeurs possibles
Ey = +me (3.35)

Comme la matrice 3 est diagonale dans la représentation standard, ses vecteurs propres

associés a 1’énergie positive sont

u(0,1) =

o o O
o o = O
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3 Equation de Dirac I

et les vecteurs propres associés a 1’énergie négative sont

v(0,1) = v(0,1) =

S = O O
= o o O

Nous avons alors quatre solutions plutét que deux comme dans 1’équation de Klein-Gordon.
A premieére vue, ’équation de Dirac semble avoir aggravé la situation avec des solutions
supplémentaires. Nous verrons par la suite que ces solutions supplémentaires ont une
signification physique importante. Le doublement des états d’énergie positive et négative
représente une certaine dégénérescence associée a un nouveau degré de liberté. Il est naturel
de penser que cette dégénérescence est tres susceptible d’avoir un lien avec le moment
cinétique de spin qui est un moment cinétique purement quantique. En fait, ce sont les
propriétés particulieres des matrices «, ressemblant a celles des matrices o, qui nous ont

conduit a associer ce degré de liberté avec le spin.

Les matrices de Pauli satisfont les deux relations suivantes

{O‘i,O'j} = 252']' (3.36)
[0i,05] = 2ieijp0% (3.37)
on définit les matrices X par
0 = c 0
DI ok ou bien X = 7
0 oy 0 &

1. Montrer que les matrices 3, satisfont les mémes relations que o;

{351 = 20 (3.38)
[Ei,Zj] = QiEijkEk (339)

2. Montrer les propriétés suivantes

(5 /Y) (6.3) = AB+is (,af X é) (3.40)
(£2.4)(2.B) = AB+i% (AxB) (3.41)
(6.4) (a.B) = AB+i%. (AxB) (3.42)
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3.5 Conservation du moment cinétique

3. En déduire que

(85)° = (ap?=p’ (3.43)

(37)° = @m?=r2 (3.44)

3.5 Conservation du moment cinétique

3.5.1 Moments cinétiques

Nous pouvons alors définir pour la particule de Dirac deux moments cinétiques. Le premier
est le moment cinétique de spin défini par
h{ad 0

g_h

- h
S =—
2 2\ 0 &

avec la relation de commutation des composantes
[Si, Sj] = iﬁEiijk. (3.45)

Nous définissons aussi le moment cinétique orbital de la particule qui s’exprime en fonction

des composantes du vecteur position 7 et du vecteur impulsion ? du systeme

_>
L=7x7p (3.46)
Ses composantes sont données par
Li =Y €ijidibr (3.47)
ik

Comme les opérateurs Z; et p; vérifient la loi de commutation
[Zi,Dj | = ihdy;. (3.48)
nous pouvons voir que les composantes L; satisfont & la relation de commutation
[Li, Lj] = iheiji Ly, (3.49)

L’importance du moment cinétique orbital en mécanique quantique non relativiste vient de

sa conservation au cours du temps pour une particule libre ou une particule soumise a un
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3 Equation de Dirac I

potentiel central. Dans ce cas nous avons
[Li, HNR] = [L27HNR] = 0. (3.50)

Cependant, en mécanique quantique relativiste a la Dirac le moment cinétique orbital n’est
pas une constante de mouvement. Dans le paragraphe suivant, nous étudions la bonne

constante de mouvement.

3.5.2 Constantes de mouvement

Notons d’bord que lorsque on se restreint a I’espace habituelle a 3 dimensions avec les
vecteurs p, L, S, et 7, le fait qu’un indice sur les composantes soit supérieur ou inférieur n’a

aucune signification. Considérons maintenant le hamiltonien de Dirac
H = cd.j+ fmc?
et calculons le commutateur [H, E} Nous avons
(1, L] = [ca.ﬁ+ Bme?, LZ}
Comme &.p'= a;p;, avec une sommation sur j, nous obtenons

[H,L;] = [cd.p,L;]
= C€inky [Pj, ThDK)
= —ceink; [Th, Pj] Pk
= —ihceinkay [On;] pi
= —ihce; Lo py

= —ihc(a x p),

Il vient alors
[H, L] = —ihe (d@ x ). (3.51)

Il bien claire que L n’est pas une constante de mouvement. Considérons maintenant le

commutateur {’H, 5‘1 ou S est l'opérateur de spin. Nous avons

[H,Si] = {c&.p‘—k Bmc?, Sz}
h
2

—

[ca.ﬁ+ Bme?, Zi}
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3.6 Equation de Dirac en présence d’un champ électromagnétique
Les matrice ¥; commutent avec S et par conséquent, nous obtenons

[H7 SZ] = CZPj [aja E’L]

nl(z ()
27 e 0 )0 o
_ he 0 [oj,0i

N 2pj<[aj,ai] 0 )

En utilisant la propriété des matrices de Pauli

[Uj, O'i] = 27:5jik0k (352)
nous obtenons encore
he 0 2i€;i10
H,Si] = —pi| JiRCk
2 2Z€jik0'k 0
= ihcejippjog
= ihcegjop;

= ihc(d x p),;
Nous avons alors le résultat
[#, 5] = inc(a x p) (3.53)

qui montre que S, comme L, n’est pas une constante de mouvement. Cependant, nous

pouvons voir que

[#, L+ 8] = [H,L] + |1, 8] = —ihe (@ x §) + ihe (3@ x ) = 0,

ce qui montre que le moment cinétique total défini par J =1L+ S est conservé.

3.6 Equation de Dirac en présence d’'un champ
électromagnétique
3.6.1 Couplage minimum

Comme dans le cas de Klein-Gordon, nous pouvons généraliser I’équation de Dirac pour
rendre compte de l'interaction de la particule relativiste avec le champ électromagnétique
en utilisant le principe de couplage minimum. Pour une particule de charge e, soumise a un

champ électromagnétique, nous faisons la substitution

Py — T = Pu — €Ay (3.54)
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3 Equation de Dirac I
avec le quadri-potentiel A* = (QS, Z) L’équation de Dirac prend alors la forme
Y, —me] ¥ = 0.

ou bien
[ihy" Dy — me] ¥ = 0. (3.55)
avec

e
D'u = 8# + lﬁAu.

Dans ce cas, le principe de couplage minimum consiste a ajouter le terme d’interaction

Hipy =ep — ecﬁ.X a 'hamiltonien libre lorsque la particule est soumise au champ A#
Hlibre — Hlibre + Hint- (356)

avec

Hip = e — ecd X =ecfy'A, (3.57)

Nous avons alors la forme hamiltonienne de I’équation de Dirac en presence d’un champ

électromagnétique
maat\p [cﬁ.? + Bmc® + ed)] . (3.58)

3.6.2 Equation de Dirac quadratique

Partons de la forme covariante de I’équation de Dirac
(7 —me) ¥ (z) =0

et posons
Y (z) = (v'm, 4+ me) i) (x)

pour obtenir pour le nouveau spineur ¢ (x)

(Y —me) (v'my +me) () = 0
(r b ) 6 0) — 0
(’y”v“ Ty — 2c2)w ) = 0
1 Vo 1 VM 2 2
5'7 y 7Tz/7r,u+§7 VT T Y(xr) = 0.
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3.6 Equation de Dirac en présence d’un champ électromagnétique

Comme ¥~# = 2nH* — ~#~+¥ nous pouvons avoir

1 1 ]
[2 (20" =A"9") momu+ 57 T — m?c?

1 1 ]
[(U“Vﬂzﬂm - 2’7/”7”7(—1/77;1> + 5’71/’7# TyTy — m?c?

) -
[77“77“ + 57“7" [T, m) — m2c?

Calculons le commutateur [, 7,]

[Ty, )] = [ihOy, — eAy,ihd, — eA,]
= [ih0,, —eA,] + [—eA,, ihd,]
= —ihe[0y, A)] +ihe[0,, A,
= —ihe(0,A, — 0,A,)
= —ihely,

Nous arrivons alors a ’équation

2

1
i, — iihe’y“’y”FW —m2 | (z) =0

I1 est claire que

1.e ,, 1 , 1.
izhgfy“'y F. = Zzhe'y“'y Fu + Zzhe*y“v

VFNV

1 1
= Zihe”y“’y”FW — Zih@’y”’y“FW

el .
——3
22
_ € w g

= h§0’ N

= hzzi[y"y =" Fu

Nous obtenons finalement I’équation de Dirac quadratique

h
T, —mic? — %UWFW Y (x) =0.

(3.59)

C’est ’équation de Klein Gordon plus un extra terme qui décrire I'interaction spin-champ.

Pour montrer ¢a, écrivons d’abord la quantité o#”F),,, comme une somme de deux termes

UW/FW, = 2UOZF02' + JUFij
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3 Equation de Dirac I

Le premier terme se developpe comme

QUOZFOZ‘ = 25 [’}/O,’yl} (80A, - ale)
= 27"y (B Ai - 9iAo)
= 21'041' (—80Ai - 02140)

E,
= 2io;—

c
21, =

= —a.F
c

Le deuxiéme terme s’écrit
o Fij = 0"0;A; — 0" 0;A;

Comme la matrice 0% est antisymétrique, nous pouvons écrire

0Fy; = 099;A; — 00 A;
= 099;A; + 004,
= 20’782-143-.

Maintenant nous écrivons

o =

N | .

Il
|
| — |
/
4 o
o 9
~
—
|
(@)
Q
o 8
~
|
~—
|
(@)
Q
o 9
~_—
—
QS
o 8

) O'iO'j - 0']'0'1' 0
2 0 0i0j — 0j0;

Ici, nous utilisons la propriété des matrices de Pauli
0i05 — 040 = 2i5ijk0'k:

pour obtenir

. ) 20€;:10 0 o 0
ol =2 wER =y | = Eijk Dk
2 0 2@61']']@0% 0 o

Nous avons alors
J”Fz'j = 25ijk2k8iAj

ce qui nous donne

O'ijFij = —2i. (ﬁ X A) —Qié
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3.6 Equation de Dirac en présence d’un champ électromagnétique

En regroupant les deux termes nous obtenons le résultat

&.E —2%.B. (3.60)

27
oM F = =
c

L’équation quadratique de Dirac s’écrit alors comme
W“Wi — m2 + ehS.B — Lehd. B P (z) =0. (3.61)
c

La, nous voyons clairement l'intéraction du spin avec le champ magnétique ehX.B. Plus
de détails sur cette interaction serond considérés lorsque nous aborderons la limite non

relativiste.

3.6.3 Exemple | : Le champ magnétique constant et homogeéne

Considérons un champ magnétique constant et homogene B = B .. Nous avons dans ce
cas
0" F,, = —25.B = —2%,B.

Soient s les vecteurs propres de X, avec les valeurs propres s = +1. Nous avons alors on a

alors

¥ (x) = s () xs
s
Dans ce cas 1, (x) est la solution de 1’équation
[w“wu —m2c? + sehB} Ys () =0
Posons
m*2c? = m?c® — sehBB

pour avoir

[71"“71'” — m*QCQ} s (x) = 0.

La derniére équation est identique a ’équation de Klein Gordon avec la masse m*, suivant

les résultats de la premiere partie nous avons

E = \/(Qn + 1) heeB + ¢2p? + m*2c

= \/(Qn + 1 — s) hceB + ¢2p? + m2ct. (3.62)

Comme s = +1, nous pouvons voir que ces énergies sont, a I’exception de celle qui correpond

an=0ets=—1, deux fois dégénérées.
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3 Equation de Dirac I

3.6.4 Le champ électrique constant et homogeéne

Voir TD

3.6.5 La superposition d’'un champ électrique et un champ
magnétique

Considérons maintenant une particule relativiste de spin % et de charge e soumise a la
superposition d’'un champ électrique E et un champ magnétique B. Les deux champs sont
supposés constants et uniformes. Ici, c’est seulement sur le terme d’interaction spin-champ
électromagnétique que se focalise notre attention. Une fois ce terme est diagonalisé, le
probléme se ramene, comme dans le cas du champ magnétique pur, a ’étude de ’équation
de Klein Gordon avec la superposition des deux champs. Prenons le carré de I’équation
(3.60)

v 2 2, = —
(c"F,) = |(—ad.E—-2%.B
C
20\ 2 .,
- <Z> E+ics B)
C

(a
= () [@B)" + (e58)" +ie(w.5) (5.5) + ie (S.5) (a.5)

D’abord, nous constatons dans les deux premirers termes que (&'.E)Q = FE?et (ié)Q = B2
Ensuite, afin de simplifier le troisieme et le quatrieme termes, nous introduisons la matrice
v° définie par

7° =iy (3.63)
Comme nous le verrons dans le chapitre suivant, la matrice ° vérifie plusieurs propriétés
utiles. Parmi ces propriétés, ce qui nous est utile ici est le fait que & = 752_5 et {75, Z_j} =0.

Ces deux propriétés nous permettent d’écrire

(a.5) (5.8) + (5.5) (a) = +[(5.6) (= ﬂ)f (5.5) (

En conséquence, nous avons

4 I
(" Fu) = = (E? - B2 + 2icy° E.)

qui s’écrit sous forme matricielle comme

2 2 2 - D
(JWFW)Q _ 4 E _f ? 2icE.B
c? 2icE.B  E? — ¢*B?
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3.6 Equation de Dirac en présence d’un champ électromagnétique

olt E2 — ¢>B? et E.B sont les invariants de Lorentz pour le champ électromagnétique.

Introduisons deux nombres réels a et b tels que

- =

ab = FE.B

a® — 2 = E?—2B2

La solution du dernier systéme d’équations est

1 SN2 1
chb = \/ \/402 (EB) + (B2 — 2B?)* — 5 (E? — ¢2B?).
Dans ce cas, nous avons

4 a? — A2v? 2icab

oFL) ==
( . ) c? 2icab a? — 2p?

et ainsi, nous obtenons les valeurs propres de la matrice (U“VFW)2

4
= (ia — cb)?

g (Za + Cb)2

Les valeurs propres de la matrice o#”F),,, sont alors les racines carrés des deux valeurs

propres précédentes

27

M = —a—+2b
C
N
o = — a2
C
o
A3 = ZLa—2b
C
N
o= —Za+on.
C

Il est & noter que pour E.B # 0, il est préférable de travailler dans un référentiel ou les
champs E et B sont paralleles et les quantités a et b sont tout simplement a = F et b = B.
Si dans un référentiel R les deux champs sont perpendiculaires EB= 0, il est préférable
de travailler dans un référentiel R/, dont les champs vérifient la condition E’.B’ = 0, mais
I'un des deux vecteurs est nul. Ceci dépend du signe de E? — ¢?B?; Si E? — ¢?B? > 0, le
probléme se raméne & un champ électrique pur et si E? — ¢?B? < 0, le probléme se raméne

a un champ magnétique pur.
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3 Equation de Dirac I

3.7 Limite non relativiste

En étudiant la limite non relativiste de ’équation de Dirac, nous pouvons montrer un
résultat important de I’équation de Dirac, a savoir ; le moment magnétique de 1’électron.
Nous considérons des vecteurs 7, @, p, ff, I_:, et 7, dans un espace euclidien a 3 dimensions
ou la position de l'indice n’a aucune importance. Pour étudier la limite non relativiste de

I’équation de Dirac, considérons sa forme hamiltonienne

mgt\p = [e(@) + Bme* + eq| ¥, (3.64)

et posons ensuite, comme dans le cas de Klein Gordon
W= e FMCy (7 1)

Il vient alors 5
i (7, 1) = [c(@7) + Bme® — me? + eg| ¥ (7,1), (3.65)

avec

c(&.7) + fmc —mc® + ep = ( e 7T ) .

G ep —2mc?

X

L0 [ ep co.T ©
h— = .
Zat(x) (c&’.fr’ e¢—2m02)(x)’ (3.66)

d’ou le systeme d’équation

En posons 9 (7, t) = ( ? ) , nous obtenons

0

ihaap = epp+ cd.TX (3.67)
L0 - 2
zhax = cd.Tp+ (eqS — 2mc ) X, (3.68)

Dans la limite non relativiste, nous avons ih%’f << 2me?x et ey << 2mc?x et par

conséquent, I’équation (3.68) qui peut s’écrire comme

o.m

1
(ihax —epx + 2m02x> = —,

2mc? ot 2me

se réduit a
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3.7 Limite non relativiste

En substituant la derniére équation dans (3.67), nous obtenons

) (7.7) (6.7)

o +ep|

La quantité (¢.7) (¢.7) peu s’écrire comme
(57?) (57?) = 0,04T;T;
En utilisant la propriété suivante des matrices de Pauli
005 = 5@‘ + 1€;jk0k
nous pouvons écrire
(57?) (57?) = 5ij7ri7r?- + iEiijkWﬂTj
= 7?2 + %Eijko'k [ﬂ'i, 7Tj]
Le commutateur [m;, 7;] se calcule

[7Ti, 7'(']'] == [—zh@l - eAZ-, —ih(‘)j - GA]']
= 1ieh [81, AJ} + ieh [Al, 8]]
= jeh (81141 - 8]/11)

Nous avons alors

1 eh

€k (75, 75] = 5 Ok (€ijn0iAj — €405 A;)
= —ehoy (eij10:A;)
= —ehd.B

et par conséquent,

(¢.7) (¢.7) = 7% — ehd.B

Finalement nous obtenons pour ¢ dans la limite non relativiste I’équation de Pauli-Schrédin-

ger
0 2 e h_ =
h—p = |— -2——-7.B
T D e Ml
qui peut s’écrire sous la forme
N2
0 (p _ eA) BB & 7
h—p = —g.—4S.B
thor @ 5 TP 9 @
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3 Equation de Dirac I

ou up = % est le magnéton de Bohr et g. est facteur gyromagnétique de 1’électron.Ce

résultat est parmi les succés de I’équation de Dirac. La valeur g. dérivée de I’équation de

Dirac dans sa limite non relativiste,

ge’Dirac = 2’

est une bonne approximation de la valeur mésurée expérimentalement

ge‘exp ~ 2.0023.
De plus si nous écrivons ( _,) sous la forme
(7 eA)" = (<in¥ — eA)” = ~12A +ich (V.4 + A9) + & (A)°

et nous prenons A = %B X T, nous obtenons I’équation

L0 P
zhago— %—FV( r)+ W,

avec le terme habituel de Zeeman

W, = —'L%B (E—Fgeg) B

(3.69)

(3.70)

Il est & noter, finalement, que dans cette dérivation de ’équation de Pauli-Shcrodinger

nous avons négligé la dérivée par rapport au temps de la petite composante. Cependant la

présence des dérivées d’ordre supérieur par rapport au temps dans ’équation de mouvement

n’est pas toujours négligeable. Une approche plus rigoureuse de la limite non relativiste

est offerte par la transformation Foldy-Wouthuysen qui est une transformation de base,

1 — Upwp pour découpler la petite composante de la grande composante.
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Chapitre

4.1 Introduction

Comparée avec celles de Schrodinger et de Klein Gordon, 1’équation de Dirac avec sa
forme matricielle et son lien avec le spin 1/2 semble tres difficile tant & manier qu’a résoudre,
notamment pour ceux qui ne sont pas familiarisés avec les équations différentielles matricielles.
C’est ainsi que nous avons divisé I’étude de I’équation de Dirac en deux chapitres. Dans
le chapitre précédent nous avons voulu montrer la dérivation de 1’équation de Dirac telle
qu’elle est établie par Dirac. En plus de fournir quelques démonstrations élémentaires afin de
s’habituer a faire des calculs avec une telle équation matricielle, nous avons montré un peu
de ces aspects physiques les plus fondamentaux. Les objectifs du chapitre précédents étant
atteints, nous concentrons, dans le présent chapitre, notre attention sur quelques aspects
mathématiques de I’équation de Dirac. Nous considérerons essentiellement les trois points

suivants :

1. Les solutions libres et leurs propriétés
2. L’algebre de Clifford et les 16 matrices de Dirac.

3. Covariance de I’équation de Dirac et transformations des spineurs.

En outre nous introduirons des calculs qui sont trés utiles en théorie quantique des champs.

4.2 Solutions de Dirac pour une particule libre

Comme dans le cas de ’équation de Klein Gordon, le probléme le plus simple a résoudre
pour I’équation de Dirac est celui de la particule libre. Ce sujet particulier, au demeurant
simple, est extrémement utile en physique quantique relativiste. En fait, certaines des
caractéristiques les plus profondes de I’équation de Dirac sont bien illustrées par les solutions
de la particule libre. De plus, les mathématiques impliquées dans I’étude de ce probleme
ne sont généralement pas aussi impliquées que nécessaire pour résoudre les probléemes
impliquant une particule soumise a ’action d’'un champ électromagnétique. Un autre
avantage du probleme de la particule libre est que ses solutions sont particulierement utiles
pour interpréter la théorie quantique du champ spinoriel. Il est donc tres instructif de

considérer en détail la résolution de I’équation de Dirac pour une particule libre.
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4 Equation de Dirac II

4.2.1 Etats d’énergie positive et d’énergie négative

Une particule libre est toujours décrite par une onde plane. Pour I’équation de Dirac nous

écrivons cette onde sous la forme
v = exp (St 2(0) (4.1)

ou ®(p) est une colonne a quatre composantes (un spineur) et p* = (%, ?) En insérant

(4.1) dans ’équation de Dirac nous obtenons que le spineur ®(p) vérifie I’équation
(vpu — me) (p) = 0. (4.2)

Pour avoir des solutions non nulles, le déterminant de la matrice (y*p,, — mc) doit étre nul.

Explicitement, la matrice (y*p, — mc) s’écrit

% (E —mc?) 0 —p. iDy — Da
P Px — Dy —% (E +mc?) 0
Pa + ipy —ps 0 —L(E+mc?)

et son determinant est donc

B2 2
det (v"'py — me) = (2 . — m202> . (4.3)
c
Dans ce cas, nous avons
E? 2, 22
det (v/'py —mec) = 0= — = [p|” + m"c, (4.4)
c

ce qui implique les deux solutions positive et negative pour les énergie,
E = +4/c?p? + m?c* = £E,, (4.5)

En posant ®(p) = X , ol X et ¢ sont des bispineurs (des colonnes & 2 composantes),
¥

nous obtenons 1’équation
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4.2 Solutions de Dirac pour une particule libre

ou bien
(E—mc*)x=c(dp)e

(4.7)
c (3.p)x = (E +mc?) .
Nous avons alors, soit L
X = EC_L;;Q@ (4.8)
soit, de maniere équivalente, .
= c\9p) (-P) X (4.9)

- E4+me™

Pour E > mc?, (E = E, = \/|p]* ¢ + m2¢*), nous prenons ¢ = b3 X POUr avoir
P

@A@—(cé ) (4.10)

Ep+mc? X

ou x est une colonne a 2 composantes quelconque. Nous avons donc deux solutions

linéairement indépendantes

wmzm(cﬁ ) (4.11)

Ep+m02 Xs
V =1,2et = L t =
avec s , et xo .
X1 X 1
(E’ =

Pour E < mc?, —E,) nous prenons x =

2y pour avoir

—c d.p
o (p) = ( By me?¥ ) (4.12)
¢

et par conséquent, nous obtenons également deux solutions linéairement indépendantes

cd.p

(i s) = b_ (—f) = N_ [ Botm@Xs | (4.13)
Xs

Nous avons alors, comme il était prevu, deux solutions a énergie négative et deux solutions

a énergie positive.

4.2.2 Normalisation

Les spineurs u (p, s) et v (P, s) se normalisent de la maniére suivantes

N

(7, 5)

\‘CIJ
IS
—
>
»
~—
I
—_
—~
=
[t
=~
~—

<
—
>
w
~—
<
)
Sl
V)
SN—
I
|
—_
—
=
=
Ot
SN—
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4 Equation de Dirac II

Le spineur adjoint u (p, s) est donné par

w(p,s) = ut(p,s)?°
. 0
= Ny (xE oL ) ( . _1)
= Ne (s ) (4.16)

Nous obtenons alors

— o o 55 Xs
u(p,s)u(p,s) = Ni( XS X B ) c3F
Ep+mc2Xs

- N2 1_%
* (B, +mc2)®

oll nous avons utilisé la propriété (3.5)% = |p]? et le fait que
X;_Xs =1 (4.17)

Nous pouvons également écrire

S (Bptme) -
(B, +mc2)* (E, + mc2)?
E2 + m?*c* + 2E,mc? — 1912 ¢
(B, + mc2)?
2m2ct + 2E,mc?

(E + me?)?
2

1—

2me
E, +mc?

et, ainsi, la condition de normalisation du spineur u (p, s) se rameéne a I’équation

2mc?
N2 —— | =1 4.18
+ <Ep +m02> ) ( )

ce qui nous donne la constante de normalisation

| E, + mc?

De la méme maniére nous obtenons pour v () s)

o s) = N- (X552 Xt ). (4.20)
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4.2 Solutions de Dirac pour une particule libre

et

ca.p
+ cdp o+ Ep+mc? Xs
Xs Ep+m62 Xs
Xs

Lo\ 2
— N2 ot co-p +
= NZ (xs <Ep+m02> xs—xsxs)
( i

Nous remarquons ici que la quantité v (p, s) v (P, s) est négative ce qui explique le signe (—)

dans I’équation (4.15). La constante N_ est donc

| E, + mc?

D’une maniere générale les bispineurs y, vérifient la condition d’orthonormalisation
X3 Xs' = Oasr (4.22)

et par conséquent, les spineurs u (p, s) et v (p, s) vérifient alors

w(p,s)u(p,s) = sy (4.23)
v(p,s)v(p,s) = —dss. (4.24)
De plus nous pouvons voir que
— (= =/ _ N N + c 5ﬁ —+ XS/
v (pa S) U (pa S ) - +4V— ( Xs Ep+mc? —Xs ) cop
BEptmcZ Xs
_ o4 o.p R ca.p
Xs Ep + mC2 XS Xs Ep + m02 XS
=0
Il vient alors
u(p,s)v(p,s) =0v(p,s)u(p,s) =0. (4.25)

Notons a la fin de ce paragraphe que, pour p'= 0, nous obtenons les solutions associées a la

particule au repos
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4 Equation de Dirac II

Nous pouvons montrer que

" 1 -
u(p,s) = ST (7 pyu +me)u (T, 5) (4.26)
v(p,s) = ! (—="pu +mc)v (6, s) . (4.27)

2m (E, + mc?)
4.2.3 Projecteurs sur les états d’énergie positive et d’énergie
négative
Les projecteurs sur les états d’énergie positive et négative sont définis par
Ty = Y u(ps)u(ss) (4.28)

I_ = =Y v(ps)v(ps) (4.29)

Nous avons

S S

o E +mc? 5.5
S u(ps)a(p,s) = ’”CZ( o )(x: i £2; )

2mec?
EtrmcZ Xs

E 4 me? (Z szi) - <Z XsXi > B

S S

2mc? cGp + cGp +\ cép
E+mc? ES: XsXs T E+fmc? zs: XsXs | Btme?

Comme

DX = (1))(1 o)+((1])(o 1)

nous obtenons

SN _ E+md 1 ~Efme
Zu(pa S)U(p, 5) - 2m.c2 cdp _ cdp cdp
s E+mc? E+mc? E+mc?

B 1 E + mc? —ca.p
= 52 ey _ E2—m2ch

B 1 E + mc? —ca.p
2mc? cdp —E+mc
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4.2 Solutions de Dirac pour une particule libre

ou encore
I 1 [ E 0 0 —ap me2 0
2 uBUPS) = 5og (0 —E)+C< 70 )+( 0 mCZ)]

7
1 [ (1 o0 0 &
= F —cp. +m62
2mc? (0—1) p(—& 0)

= 277102 {cpofyo —cpy + mcﬂ .

I1 vient donc
_ Y'pu+me
2me

Iy :Zu(ﬁ)s)a(ﬁ78)

s

Nous pouvons vérifier que I'y est un projecteur Fi = I"} ; En prenant le carré de ',

2
o (P e e,
+ 4Am?2c?

et en tenant compte du fait que

E?
2
(Y'pu)” = 2 p? =m2c?

nous pouvons avoir

2 _ m2c? + m2c? + 2meyt'p,  me+yFpy r
7 4m?2c? N ome T

Nous avons aussi pour le projecteur sur les états d’énergie négative les resultats suivants

P
r - —Putme (4.30)

2me

r = TI._ (4.31)

Evidement, les projecteurs 'y et I'_ vérifient les équations suivantes

I, +0. = 1 (4.32)
I.T. = I.T,=0 (4.33)
et
Lyu(p,s) = u(ps) (4.34)
Civ(p,s) = 0 (4.35)
F_v(p,s) = v(p,s) (4.36)
F_u(p,s) = 0 (4.37)
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4 Equation de Dirac II

Montrer que .
@ (5, 5)y"u (5, 8') = 0 (5,5') "0 (5,5) = 25

b (4.38)

Démontrer I’identité de Gordon

_ Lo p+p) +ic" (' —p)| -
0 (7, 9) yu () = (F,5) | LTSI g )

4.3 Les seize matrices de Dirac

4.3.1 Définitions et propriétés fondamentales

Comme le nombre d’éléments d’une matrice (4 x 4) est de seize, il existe seize matrices
(4 x 4) linéairement indépendantes formant une base compléte de I'espace de toutes les ma-
trices (4 x 4), c’est-a-dire que toute matrice (4 x 4) peut étre écrite comme une combinaison

linéaire de ces seize matrices. Considérons les seize matrices I'*, a = 1, ..., 16 définies par
a 5 5 v
NS {H<4x4), 7 A A, ot }

En plus de I'identité I 4.4 et la matrice +°, nous avons 4 matrices v*, avec u = 0, ..., 3, et
4 matrices 757“ et 6 matrices 0. Nous appelons I'! la matrice [(4x4). Les autres matrices

sont classées dans le tableau suivant

rt Taxa L (axa

123,45 o 0 2 P

POTSOIIL | guv | jo0a1  j20.2 ;0.3 L2 a3 23
F12,13,14,15 75,}/}14 _2.71’7273 _i,707273 ’L.’}/O"}/l"}’g _i,yo,yl,yZ
16 5 10 1n23

Par vérification directe, nous pouvons montrer les propriétes suivantes :
1. Va,(I'%)* = +1
2. Ya,b3c,/ T = eI avec €2 = +1

3. Va#1,Tr(T?) =0 et Tr (T'') =4

Ces trois propriétés sont suffisantes pour montrer que les 16 matrices I'* sont linéairement

indépendantes. En fait, si nous supposons qu’une combinaison linéaire de ces matrices est

64



4.3 Les seize matrices de Dirac

nulle
16
> A =0,
a=1

nous pouvons voir que le coefficient de la matrice identité est nul. Pour cela, il suffit de

prendre la trace et de tenir en compte que Tr (1"1) =4 et Tr(T'*) =0 pour a # 1,

16
> ATr (I =0
a=1

= 4\ +0=0

= A\ =0

Prenons maintenant une matrice quelconque I'® et écrivons
16 16

D ATr (D) = A% + ) " AT = 0.
a=1 a#b

En multipliant la derniére équation par I'?,

9 16
A (rb) 4 (;bxararb —0

et en tenant compte des propriété 1 et 2, nous obtenons

16
A+ Y eX = 0.

En prenant la trace de la dernieére équation nous obtenons Ay = 0. Ce qui montre que les

matrices I'* sont linéairement indépendantes.

Une matrice (4 x 4) qui commute avec toutes les matrices v* est l'identité multipliée

par un nombre complexe. Nous avons

ol a est nombre comlexe.

Théoréme 1: Théoréme fondamental de Pauli :

Si 4 et 4" sont deux systémes de matrices (4 x 4) qui satisfont tous les deux aux

meémes relation
Ay =29 et {M,57) =291
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4 Equation de Dirac II

la matrice inverse U~ existe.

il existe une matrice U non singuliere ¢

P =Uy"U

a. Une matrice non singuliére U est telle que son déterminant ne soit pas nul et que par conséquent

satisfaisant a la relation

J

Pour les démonstrations nous proposons au lecteur de voir I'article original de Pauli; W.
Pauli, Annales de Uinstitut Henri Poincaré, Tome 6 (1936) no. 2, pp. 109-136.

4.3.2 Formules utiles

Comme ~* vérifient ’algebre de Clifford

{7} =20

nous pouvons montrer les relations d’anticomutation suivantes

(o) -
{v.4%} =

{70} =

21(77 vy

2iy o

uB S pa 5B

"y

Nous avons aussi les relations de commutation

7] =

[ 5

{ o8

7]
[7 Y ﬂ =
)

—2i0MY
2yHryP

77“”75

% (U”a’)’ﬁ _ U“B’Y )

Les matrices o satisfont également les relations de commutation suivantes

[0‘“’,75_ =0

[0",7°] = 2y — )
[, 7Py = 2 (77“ Yot — i)
[0, = 20 (17#? — oy gt — Py
(0m,0%] = 23 (30H 49— gk e

D’autre part nous avons par définition

Y = muﬁ”
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4.3 Les seize matrices de Dirac

V5 = 170717273+ (4.41)

Nous pouvons alors démontrer les contractions suivantes

Yt = 4
Wt = =2
NP = An®P
’yﬂao‘ﬁfy“ =0
Yy I = =297

Dans certaines situations, nous avons besoin des propriétés de trace suivantes

Tr(y") = 0
Tr(y"") = 4n™
Tr(o") = 0
Tr (v/4"4*) = 0
Tr (v9"7%97) = 4 (nn® — o’ 4 pon )
et

TI‘(’)/5> = 0

Tr (v9°) = 0

Tr (19"9°) = 0

T‘r(a“”75> =0

Tr (v/4"4*9°) = 0

Tr (y19"9%9797) = digh™

Exercice 8

Démontrer toute propriétés, citée dans ce paragraphe.

Exercice 9

Soit @ un quadri-vecteur de composantes a,,. Montrer que

Tr [(p + m) (1 + %’y%ﬁ) 757"} = —2ma”

ol p =7%pqa et ¢ = y%aq.
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4 Equation de Dirac II

4.3.3 Ecriture d’une matrice quelconque de la base {I'"}

Comme les seize matrices I'* forment une base de 1'espace vectoriel des matrices (4 x 4),
chaque matrice M peut s’écrire comme une combinaison linéaire des matrices I'*. Nous

adoptons la notation suivante
M =S Liyesy + P Y° + V4 + Ay ¥°* + Ty o (4.42)
Sachant que
Tr (v) = Tr (1) = Tr (4°9") = Tr (0"*) = Tr (y°0") =0

nous pouvons directement trouver S et P,

S = iTr(M) (4.43)
et
pP= i’I‘r (M +7) (4.44)

Pour déterminer V,, nous montrons d’abord que
Tr (M %) =V, Tr (v¥9%)
et nous utilisons ensuite l'anti-commutateur {y*,v*} = 2n** pour montrer que
Tr (y#'y*) = 4.
Il vient alors
Tr (M ~%) = 40"V,

ou bien .
V, = E’I‘r(M Yu) (4.45)

avec v, = NuaY". Pour déterminer A,, nous suivons les mémes étapes; nous montrons
d’abord que
Tr (M 4°9) = A, Tr (1997975 = = A, Tr (17°)

et nous en déduisons ensuite I'expression de A,

A, = —iTr (M 757#) . (4.46)

II nous reste a déterminer 7},,. Pour cela, nous utilisons les propriétés de trace pour écrire

Tr (M 0°) = T, Tr ( 007
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4.4 Covariance de I'équation de Dirac
Ensuite, a partir de I’algebre de Clifford et la définition de la matrice o#¥ nous obtenons
otV = oyt — i
Il vient alors
Tr (o0™) = Tr ((iv"y" — i) (iv*y° = in*?) )
= —Tr (v9"9°9%) + 0 Tx (v9") + 0 Tr (%97) — 5 T (1)
En utilisant les formules de trace, nous obtenons
Tr ( Ul“/aaﬁ) —4 (nuanmﬁ _ nuﬁnlfa)
et par conséquent,
Tr (M a“ﬁ) =4 (Twn“o‘n”ﬁ — TP 77”“)
ou bien

%Tr (Mo®?) = 727 — 1

Comme la matrice 0®? est antisymétrique par rapport & a et 3, nous pouvons choisir 7%

comme antisymétrique. Nous avons alors

1
Tap = gTr (Moap). (4.47)

En utilisant le développement (4.42) pour les deux matrices M; et My, démontrer

I'identité de Fierz suivante

Tr (aM17* M) = (Tr(M)) (Tr(My)) - Tr (Miy°) Tr (M)

—% Tr (Mi7,,) Tr (May") — %TI‘ <M1757u) 4 (M2757M)

4.4 Covariance de I’équation de Dirac

Il est bien connu aujourd’hui que l'invariance relativiste est d’'une grande importance
en physique, notamment dans le domaine des hautes énergies. Historiquement, ce n’est
qu’apres la formulation d’une théorie quantique entiérement covariante de Lorentz & la fin
des années 40, que les effets physiques ont pu étre démélés des divergences insignifiantes,
permettant au développement de la théorie de progresser davantage. Dans ce paragraphe,
nous nous proposons d’étudier l'invariance de ’équation Dirac sous les transformations

de Lorentz et d’établir la loi de transformation de W (x). La physique décrit par toute
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4 Equation de Dirac II

équation relativiste et par I’équation Dirac en particulier, doit étre indépendante du choix
du référentiel utilisé. Par conséquent, pour étre une véritable description de la physique,
I’équation elle-méme doit satisfait cette invariance par rapport au choix des coordonnées.
Nous allons alors montrer que, sous une transformation de Lorentz, ’équation Dirac est

invariante si ¥ (z) se transforme d’une fagon bien particuliere.

4.4.1 Le groupe de Lorentz

Le groupe de Lorentz est le groupe de transformations linéaires 2/ = A* x¥ dans

I’espace-temps de Minkowski qui laissent invariante la métrique, c-a-d
Nuw A WA g = Nagp- (4.48)

La derniere équation est la généralisation de la propriété d’orthogonalité des matrices de
rotation de l'espace euclidien a I’espace-temps de Minkowski. Le groupe de matrices A* , qui
vérifient la condition (4.48) est noté SO (3,1). A partir de I’équation (4.48) nous pouvons
voir que [det (A)]2 =1, ce qui implique que det (A) = +1. De plus, si nous mettons « = 8 =0
dans (4.48), nous obtenons (A ;)° — (A! 0)* — (A2 )> = (A3,)® = 1 et par conséquent,
(A° 0)2 > 1. Dans ce cas nous avons soit A? ; > 1 soit A? ; < —1. En outre, seulement les
transformations qui ont A® ; > 1 sont connecté & la matrice identité. Nous distinguons alors
deux sous-ensembles disjoints, a savoir celui des transformations dites orthochrones, qui
transforment le demi-céne futur en lui-méme, et celui des transformations antichrones qui
échangent les deux demi-cones passé et futur. Le groupe de Lorentz contient donc quatre
nappes disconnexes. Les transformations satisfaisant det (A) = 1 et A ; > 1, forment le
sous-groupe 51 des transformations de Lorentz “propres orthochrones”. Ce sous-groupe
est composé des rotations dans I'espace a 3 dimension et les transformations des vitesses
(boosts de Lorentz).

Le Groupe Notation | det (A) A%,
propre orthochrone [,1 +1 APy >1
impropre orthochrone ch -1 Ay >1
propre antichrone L’i +1 APy <1
impropre antichrone Ei -1 APy <1

Dans le paragraphe suivant nous ne considérons que transformations de Lorentz propres

4
orthochrones du sous-groupe L}, .

4.4.2 Transformation de Lorentz : La matrice S (A)

Suivant le principe de la relativité restreinte, ’équation de Dirac comme toute loi physique

doit étre invariante sous les transformations de Lorentz. Si ’équation de Dirac dans un
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4.4 Covariance de I'équation de Dirac

référentiel R s’écrit

('y“]f’u - mc) U (x) =0, (4.49)

alors elle s’écrit dans le référentiel R’ comme
(7“]5;1 — mc) v (2') =0, (4.50)

ou ]5,; est la transformée de P, et ¥’ (2') est la transformée de W (z). Pour la transformation

de Lorentz
xu/ — x/u — AH/ ny (4.51)
nous avons, pour ]f’l’“
P = AM v p, 4.52)
VI (4.53)

Pour le champ W’ (z'), nous supposons que ¥ (z) se transforme comme
U(x) > W (2) = S (M) T (A1) = S(A) ¥ ()

Il est & noter que c’est inutile de mettre un prime (') sur les matrices . Les matrices 7 sont
alors inchangées sous la transformation de Lorentz. Afin de déterminer S (A), nous partons
de I’équation de Dirac (4.49) et nous insérons l'identité S~ (A) S (A) = 1 juste aprés ¥ (x)

(7B, = me) STHA) S (A) ¥ (2) =0, (4.54)
En substituant ’équation (4.53) dans (4.54) et en tenant compte du fait que
U (2) = S(A) P (z) (4.55)

nous obtenons

(A" 27S7H(A) By, = meST (A)) W' (af) =0, (4.56)

La derniére équation multipliée & gauche par S (A) nous donne
(S@)A" 4"S7H(A) B, = me) ¥ () =0, (4.57)
En comparant maintenant 1’équation (4.57) avec 1’équation (4.50), nous obtenons
SA)A® 4" STHA) =¥ (4.58)

ou bien
St (A)~*S(A) = A" 4" (4.59)
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4 Equation de Dirac II

Montrer que les matrices 4* = A#* ¥ vérifient ’algebre de Clifford

{7*,9"} =20

L’existence de la matrice S (A) s’assure du fait que les matrices # = A* " vérifient
les mémes relation d’anticommutation que v* et en vertu du théoréme fondamental de Pauli.
Notons que I’équation (4.59) ne détermine la matrice S (A) qu’a une constante multiplicative
pres, car si S (A) vérifie Péquation (4.59), alors la matrice S’ (A) = aS (A) ol a est un
nombre complexe vérifie également la méme équation. Le plus courant est de normaliser
S (A) en posant det S (A) = 1. Pour pouvoir poursuivre la recherche de la matrice S (A),

nous considérons la transformation infinitésimale

AP =01 0wt . (4.60)

ol les parametres infinitésimaux dw,,, sont antisymétrique dw,,,, = —dow,,,. Dans ce cas, S (A)
peut s’écrire sous la forme

S(A)=1+¢ (4.61)

ou & est une matrice de trace nulle et d’éléments infinitésimaux. En substituant (4.60) et
(4.61) dans (4.59), avec S™1 (A) = 1 — &, nous obtenons

(1= A+ =" ,+o" )7"
ou bien, a 'ordre 1 en &,
Ayl E — = A Sl A (4.62)
Nous obtenons alors le commutateur

& = dwt 9" (4.63)

Considérons maintenant la matrice o#” = § [y*,~”]. Nous pouvons montrer que

V¥, 0] = 2i (n'Py" — nt"yP) (4.64)
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4.4 Covariance de I'équation de Dirac
et par conséquent,

Y, 0wpy 0] = 20 (6w P — dwp nHYAP)
= 2 (0wyp Ny — dwp, NP

= didw,, NP

v

= 4didw”

Nous avons alors ,
[7“, fiéwp,, Jp”} =Jwt . (4.65)

En comparant I’équation (4.65) avec I’équation (4.63), nous obtenons
i 1%
8= [ (~ g6 o) | (1.66)

ou bien ‘
{’Y“:f + iéwpu a””] =0 (4.67)

La matrice £ = £ + iéwpl, oP¥ commute alors avec toutes les matrices v* et ainsi, suivant
le lemme énonncé précédement, elle égale a I’identité multipliée par un nombre complexe.
Nous avons alors _

= —iawpy o + A Tg), (4.68)

ol A est un nombre complexe a déterminer. En choisissant, par convention,
det S (A) =1 (4.69)
nous pouvons voir que £ est de trace nulle
det S(A) =det (1 +¢) =detef =eT™ =1+Tre =1
D’autre part, en prenant la trace de I’équation (4.68), nous obtenons
T = —i‘dwpl, Tro? + X Trlyyq) = 42
ce qui implique que A = 0. Finalement, nous obtenons la matrice S (A)
S(A)=1— iéwwa"”. (4.70)

Cherchons maintenant comment se transforme W. Pour cela, nous prenons le conjugué

hermitien de ’équation (4.55)
()" = wrst(a)
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En multipiant & gauche par 40 et en insérant Iidentite v°4° = 1, nous obtenons
() 770 = THy0405F (4)4°
ce qui implique que
T =05t (M)A

Pour simplifier encore la matrice v°S* (A)4° nous écrivons
7
ST (A) =1+ 10w (oh)

La matrice (¢*)" peut s’écrire comme

2% i wv V[,L+
(@) =5 (7 =)

et, par conséquent,
1
ST(A) = ~° {1 + 4(5wwa“l’} A0 =406t (A) ~°

Nous obtenons alors
STHA) =14"57 (A)7° =S (A)

(4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74a)

La derniére équation montre que la matrice de transformation S (A) n’est pas unitaire. C’est

une conséquence du fait que les matrices 4# = A#* ¥ satisfont a la relation

avec la matrice 7° et non pas 7°.

Soit un ensemble de matrices y* qui vérifient 1’algebre de Clifford
(77 = 20"

On définit les matrices 4* par
A = U_l’y“U

(4.75)

ou U est une matrice non singuliere de déterminant det U = 1. Montrer que les
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4.4 Covariance de I'équation de Dirac

matrice 4* vérifient 1’algebre de Clifford Montrer que si (7#)* = 4°5#4°, la matrice

U est alors unitaire, c-a-d U~ = U™T.

Dans une représentation quelconque, les matrices * vérifient la propriété
()" = T4*T (4.76)

ot T est une matirce (4 x 4). Montrer que Y2 = 1.

Le résultat (4.74a) est obtenu en considérant la transformation infinitésimale orthochrone
de Lorentz. Il peut également étre trouvé d’une maniére plus générale en utilisant la condition
(4.59). En effet, en prenant le conjugué hermitien de (4.59)

+ mt (g-1\7" Iz vyt
ST (M (ST W =AM, (4.77)
et en tenant compte du fait que (’y“)Jr = 799#~% nous pouvons avoir

vt )
POSF (M) 290 (S71) T (A)4°0 = Ar (4.78)

Maintenant nous utilisons encore (4.59) pour écrire le terme A¥* 7 dans le second membre
comme S~! (A)~y*S (A). Nous obtenons

A0S+ (A) 7070 (571) ()70 = 571 (A) 1S (A). (4.79)
Compte tenu du fait que (S _1)Jr = (S*)_l, la derniére équation peut s’écrire sous la forme
S (M) 708 (M) 7°7" =45 (A) 75T (1) A", (4.80)

Nous en déduisons alors que la matrice S (A) %S+ (A)7" commute avec les matrices #,
[5()4°8* (4)7°.4"] =0, (4.81)

et, par conséquent, S (A)+°ST (A)~° ne peut étre que la matrice identité [(4x 4y multipliée
par un nombre complexe b

S(A) ’YOSJF (A) 70 = bﬂ(4x4)7 (4.82)

A partir de la derniere équation nous tirons la propriété importante

AST(A)A? =bS71(A). (4.83)
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Pour déterminer le nombre b nous écrivons d’abord
S (A)Y°ST (A) = by°.
A cause du fait que ('yo)+ =9, 1l vient
S (A)4°ST (A) = b*4°, (4.84)

ce qui montre que le nombre b doit étre réel. De plus, en tenant compte du fait que

det S (A) =1 et en utilisant les propriétés du déterminant d’une matrice (4 x 4)

det (M) = det(lM_l) = [det M (V)] (4.85)
det (bM) = b* det (M) (4.86)
et
det (MlMQ) = det (Ml) det (Mg) (487)
nous obtenons
bt =|det S (A)]* =1 (4.88)

et, par conséquent, comme b est réel, il ne peut prendre que les deux valeurs b = =+1.

Maintenant, nous remplacons p par 0 dans (4.70) et nous utilisons (4.83) pour écrire
ST(A)S(A)=bA" 404", (4.89)

Comme la matrice ST (A) S (A) est hermitienne, ses valeurs propres sont réelles et ses

éléments de la diagonale sont positifs dans n’importe quelle base. Sa trace est donc positive
Tr [$* (A) S (A)] > 0. (4.90)
D’autre part, nous avons, a partir de (4.89),

Tr[5+ (A)S(A)} = Tr[bAO ﬂoﬂ

= A%, Tr(1%9)
— 4bA0 V,,,]OV
= 4bA™.
Il vient alors
bA% > 0. (4.91)
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4.4 Covariance de I'équation de Dirac

Finalement, nous obtenons

+1, si A% >0
b— 4.92
{ -1, si A%<o (4.92)
et
S=1(A) si A% >0

0 g+ 0 ’
St (A)AY = 4.93
TSR { _SL(A), s A%< (4.93)

Notons ici que pour le sous-groupe orthochrone de Lorentz contenant les transformations
des vitesses (boosts) et les rotations, nous avons A% > 1 et ainsi, 7°S* (A)7? = S~1(A).
Cependant, il existe des transformations qui change le signe de ¢, comme par exemple
le renversement du sense du temps.Il également remarquable de constater que W (z) se

transforme sous les transformations orthochrone comme

U () = U (2)7°St (A)7° =T (2) S~ (A). (4.94)

4.4.3 Cas particuliers

Considérons par exemple un référentiel R’ se déplagant a la vitesse ¢ le long de l'axe (0z)

par rapport a R. Nous avons la transformation de Lorentz

ct' = \/E—W (ct — B2)
r_
e (4.95)
y=y
2= \/E—W (z — Bet)
Dans ce cas la matrice A s’écrit
L_ 00 A2
1-582 \/1-82
0 0 0
A = 4.96
v 0 L0 (4.96)
L _ 0 0 2
\/1-582 \/1-82
Ici, nous introduisons la rapidité n, définie par
tanhn = % =p. (4.97)
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Nous avons alors

1 1
yo= = = coshn (4.98)
v1-=p2 \/1 —tanh?p
tanh
By = e sinhn (4.99)
\/1 —tanh? 7
et
coshnp 0 0 —sinhn
0 10 0
A = 4.100
: o 01 0 (4.100)
—sinhn 0 0 coshn

Pour une transformation infinitésimale, n << 1, nous avons coshn ~ 1 et sinhn = 7 et par

conséquent,

1 00 —n
0O 1 0 O
A =
0O 01 O
-n 0 0 1
1 0 0 O 0 0 0 —n
B 01 0 0 n 0O 0 0 O
0 010 0 0 O
000 1 7 0 0
= o 40"
d’ou on tire
0w’ o =0w’ 5=-n
Il vient alors
dwoz = —0wzp = —N
La matrice S (A) est dans ce cas
L 03 30 1
S (A) =1~ 1 (%6wps + 0™ws) = 1~ Sna (4.101)

Pour passer de la transformation infinitésimale a une transformation finie, nous écrivons

d’abord S (A) en exponentiel
S (A) ~ exp (—gaz) (4.102)
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4.4 Covariance de I'équation de Dirac

et nous utilisons le développement de cet exponentiel
_ n
S(A) = exp (—2az>
oL Y
= 2l

n=0

0 1 ( n )2]{; [e’s) 1 ( n >2k+1
oy L)) ey (0,

2 2RI\ 2 2k I\ 2

2 -
Comme (a;)” = 1, nous pouvons écrire

(O‘z)% = ((az)z)kzl

(Oé )Qk-‘rl
z

La matrice S (A) devient alors

(6) L) am

k=0 (

>* 1
S(A) =
@) kz:%(%)!

Compte tenu des développements

i 22k
coshr = (4.104)
= (2k)!
0 2k+1
inhx = —_— 4.1
sinh z ’;) CrEIR (4.105)
nous obtenons
S(A) = coshg —ay sinhg (4.106)
ou bien
cosh 2 —0,sinh I
SW={ 2 ) " 2. (4.107)
0, sinh 5 cosh 3

Il est & noter que pour obtenir S~! (A), il suffit de remplacer 1 par —.

4.4.4 Le lien entre u (p,s) et u (0, s)

Nous pouvons construire explicitement les solutions u (P, s) et v (p, s) avec p quelconque
en effectuant un boost sur les solutions au repos u (0, s) et v (0, s).Soit R le référentiel propre
de la particule de Dirac ot ¥, = 0 et p = 0. Dans ce référentiel les solution de I’équation
de Dirac sont u (0, s) et v (0, s) avec s = 1,2. Dans le référentiel du laboratoire, noté R’, la
particule se déplace avec la vitesse U, de sorte que

A
Ve =

(4.108)

1
”dtlj‘ Qw
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Par simplicité, nous supposons que ' est suivant l'axe (0z), 7= (0,0, p,). Dans le référentiel
R le quadri-vecteur énergie-impulsion est p = (mc, 6) et dans R’ ca sera p’ = (%, ﬁ).

Donc il n’est pas nécéssaire de mettre (') sur E, et p. Comme le référentiel R’ se déplace

"N
"N

Figure 4.1 — Le référentiel propre de la particule (électron) R se déplace par rapport a3 R’ avec la vitesse 7, et le

référentiel R’ se déplace par rapport 3 R avec la vitesse ¥/ = —1,.
par rapport a R avec la vitesse ¥ = —, les coefficients de la transformation de Lorentz 3
et v sont
v Ve b:cC
— 2 _ e _ _£=C 4.109
gttt (4.109)
« 1 1 E. E
fy:\/l [32: 2 2p22: 2 (4.110)
- |ple Ez — p4c mce
Vi-(B) VB
Nous avons alors la transformation de Lorentz
ot = Lot 4 Pz,
L ome me (4.111)
= st B
Pour la transformation inverse, nous avons
E P
t= L4 - = 4.112
mc? mc? ( )
et, par conséquent, nous obtenons la forme de I'onde plane dans le référentiel R’
ex —EmCQt = ex _—Z(E t'—p.2)| =ex -t Pt (4.113)
pl—7 = oxp | o (Bpt’ —p22)| = exp | =), :

Nous somme maintenant en mesure de construire les spineurs u (7, s) et v (p, s), mais il

faut écrire, tout d’abord, la matrice S (A) en fonction de mc?, E, et p,. Nous partons des
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4.4 Covariance de I'équation de Dirac

expressions des coefficients 5 et ~

tanhy = B=—22¢ (4.114)
Ep
E.

coshn = 7~ m—;. (4.115)

En uitilisant les lois de transformation

coshn = 1+ 2sinh? g (4.116)
coshn = —1+ 2cosh? g (4.117)
nous obtenons
. E, —mc?

n | Epy+mc?
Pour sinhg nous écrivons encore
an ! — E,+mc? |E, —mc?
2 2mc? E, +mc?
B E, +mc? » — mc?) (E, + mc?)
- 2m02 (Ep + mc2)
 [Brma B
B 2me? Ep 4+ mc?
Byt mc2  p,c
2me? B, +mc?

Maintenant nous pouvons écrire la forme explicite de la matrice S (A)

S(A) = COShg —a, sinhg

bzcC
_ | Eetme me? L By tme? 7 (4.120)
2me? E I-)l—z:an 9z 1

Le spineur u (p, s) décrivant la particule dans le référentiel R’ peut étre obtenu en faisant

agir la matrice S (A) sur le spineur u (0, s) qui décrit la particule dans le référentiel R

w(F,s) =S (A)u(0,s) =S (A) ( ’B )
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4 Equation de Dirac II

Nous avons alors

s B E, 4+ mc? 1 Ep’_):swg o X
U (p7 S) - 2m62 LO‘ 1 0

Eptmc2~ %
| E, + mc? Xs
= 727%02 ( pao. (4.121)
EptmcZ Xs

Quant au spineur v (p, s), nous avons

v(ps) = SA)v(0,s)

_ Ep+ mc2 1 %Uz 0
2m02 ﬁo’z 1 Xs
E 2 CPz o
. /71’; M| Brm@ e ) (4.122)
mc Xs

D’autre part, la matrice S (A) peut s’écrire comme

1 E 2
S(A) = prme pecos (4.123)
\/2ch (Ep + mc?) pzco.  Ep+me

ou bien
1

- V2me2 (E 4+ mc?

S (A) ) (E +mc? + cazpz) . (4.124)

Comme u (0, s) est un vecteur propre de la matrice 7°,
Yu (0,8) = u(0,s), (4.125)

nous obtenons ’équation

5 1
u(p,s) = [Ep70 + eproy’ + mcﬂ u (0, s) (4.126)
\/2m02 (Ep + mc?)
qui s’écrit aussi comme
o 1
u(p,s) = (V'pu +mec)u(0,s). (4.127)
2m (Ep + mc?)
Pour le spineur v (0, s), nous avons
7 (0,5) = —v (0, 5) (4.128)
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4.5 Formes bilinéaires

et, par conséquent,

v (F,s) = ! (=D + me) v (0,5). (4.129)
2m (E, + mc?)

Il faut noter ici que dans les deux équations (4.127) et (4.129) on exprime u (7, s) et v (P, s)
en fonction de u (0, s) et v (0, s), mais certainement aucune des deux matrices agissant sur
u (0,s) et v (0,s) n’est la matrice S (A).

4.5 Formes bilinéaires

Nous avons vu que le courant conservé de Dirac est donné par j# = ¢¥~*W¥. Comme nous
le verrons cette quantité se ransforme comme un quadri-vecteur sous les transformations de
Lorentz. En fait, I’écriture du courant j* est un cas particulier des formes bilinéaires qui

s’écrivent comme

U (z) MY (x) (4.130)
ou M est une matrice (4 x 4) quelconque. Pour chaque matrice M nous avons
U (2) MV (z) = U (2/) MV (2) = W (2) S™H(A) MS (A) ¥ () (4.131)

ou bien
v (") MY (2') = W (z) MV (z)

avec

M =S (A)MS(A). (4.132)

Pour une transformation infinitésimale nous avons

S(A) = 1- iwwaw (4.133)
—1 i v
S (A) = 1+ Zw,uuau

Ml — S—l (A) MS (A) — <1 + iwuyglﬂj> M (1 — iww/oﬂ“”> =M + iw,w [O"LLV,M] .
(4.134)

Nous avons vu que la matrice M se developpe comme

M =S Tiyeay + P Y° +V, * + Ay A°yH + Ty . (4.135)
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4 Equation de Dirac II

Etudions alors la covariance de chaque terme dans ce developpement. Pour cela, nous

utilisons les commutateurs

[o,7°] =0 (4.136)
0", 7%] = 2 (A — ) (4.137)
[, 7%y] = 2i (no‘ Aot — Py (4.138)
L e I (e e R e e G L Lot BN CRE )
{a‘“’, 00‘5: = 2 (770‘”0”6 + pHPgve — pPrghe — n“aa”ﬁ) (4.140)
pour démontrer les lois de transformation suivantes
STL(AN)APS(A) = AP (4.141)
STHA)YS(A) = A% — %WW (™" — ny”) = A* 5y” (4.142)
STHM) S (A) = ™ - %Wuu (P = Py ) = A% 77y (4.143)
STHA) oS (A) = A* AT o (4.144)

Ceci définit cing formes bilinéaires de base selon leurs transformations de Lorentz

Sealaire : ¥ ()¢ (x) = ¢ (') ¢/ (2') = ¢ (2) ¥ (a)
Pseudo-scalaire b (2) Y (2) > ¢ (&)Y (&) = (2) Yo (2)
Vectewr 5 () 44 (2) = ' (2') y’ (o) = A () 00 (o )
Pseudo-vecteur : 1 (x) Y7 () = ¥ (/) Y4y ( ) Ar ,,w( )V (@)
Tenseur P () o*p (1) — 0 (@) ot (2) = A (A g1 (z) 0P o) ()

Ces formes bilinéaires sont tres utiles pour établir une théorie quantique relativiste décrivant
des particules de spin % Dans toute théorie quantique covariante de Lorentz, le lagrangien

ne contient que des formes bilinéaires, tout en prenant garde de 'invariance relativiste.

4.6 Calcul de traces

Dans les phénomeénes de diffusion impliquant des particules de spln , le calcul des sections

efficaces nécessite le calcul d’une quantité de la forme

_ SN2

Yola@, ) M u(@r)

r,r!
La probabilité d’un événement dont amplitude est M = u (p',7") Mu (P, r) est proportion-
nelle a la quantité |/\/l|2 . Dans de nombreux problémes, nous nous intéressons a la section
efficace pour le cas d’un faisceau incident non polarisé et sans détection de I’état de spin

final. Dans ce cas, nous devons sommer sur les différents états de spin final et prendre la
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4.6 Calcul de traces

moyenne sur les états de spin initial. De cette manieére, nous avons a calculer une quantité
de la forme .
5 2| a (@) M)’
rr!
En introduisant les opérateurs de projection sur les états d’énergie positive nous pouvons
accomplir cette somme et ramener le probléeme a un calcul de traces. Pour commencer, nous

écrivons

Z| I_L(ﬁ,T/)MU(ﬁ,T)’Q = Z (@ (g, ") M u(p,r)] [ﬂ(ﬁ,r’)Mu(ﬁ,r)}*

r,r! rr!

= Y [a () Mu(@,r)] [ut (Br) MTat (5r)|

= Y[ (@) Mu(pn)] [@(5r) /"M u ()

rr!

Ici, nous introduisons le projecteur sur les états d’énergie positive

N Pp, +mc
Sulpr)a(pr) = T =Ty (p) (4.145)

et nous écrivons le produit des matrices, colonne et ligne en termes des éléments que nous

les notons par les indices « et 3

/ - 2 —
S| A @) Mu@ | = Y a ) MI (3) 1M ()
ap

T/
= Yt (7,7) (MD4 (0) /"M ) g (7,7)
T/

= X [ () 8 )] (M ()10 )

’ af
I
T YAph + mcM’yppp + mc’YOMJwO
2me 2me
Nous obtenons alors
, 2 o A P
S| (@) M| = e [N TR 4 46)
— 2me 2me
ou M est donnée par
M =~°MT40. (4.147)

Nous voyons donc que le probleme se ramene au calcul d’'une trace. Dans la suite nous
considérons quelques exemples utiles Exemple 1 : M = ~9Cet exemple se rencontre dans

I’étude de diffusion d’un électron par un potentiel central en considérant la théorie des
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4 Equation de Dirac II

perturbations.Pour M = ~°, nous avons M = M *7% = 4%, Dans ce cas nous obtenons

" A Py
Z‘ 7 ul” ﬁ)‘ (707 102/\77j:cmcyo7 p2pmcmc> (4.148)
/ 1
> | at™ (@) A ut) (@’2 = o (2T (1°99997) +mP T (D) (4.149)

rr!

Maintenant nous utilisons les formules de trace, pour trouver le résultat suivant

Z) ™) () Ou™) ﬁ)‘ ! <<E2E>+pp+mc> (4.150)

m2c?

Dans le cas d’une diffusion élastique, nous avons |p] = || et .5’ = |p]* cos @ on 0 est angle

entre les deux vecteurs p et p'. En conséquence nous obtenons

I N 1 E?
S a@ )P u@n] = o (S i eost + m?e?
r,r!
1 2E2
ol nous avons utilisé le fait que m?c? = f—; —| ]7]27 pour obtenir la deuxiéme ligne. Maintenant,
compte tenu du fait que
0
1 — cos @ = 2sin? 3 (4.152)

nous obtenons

m2c? \ 2
r,r!

2E? 2,0

= 1-— [P sin” —
m2ct E2 2
2F? 5 . 50

2
ou 2 = ‘ﬁ}g—f = Z—; est la correction relativiste a la section efficace de Rutherford.

Exemple 2 : M = ~°.Considérons comme deuxiéme exemple le cas oit M = ~°. Dans ce

cas, comme (%) =5, nous avons M = ~%9%40 = —_ 11 vient alors
= NE 'YP)\—ch YPpl, +me
Sla@. ) Pu@ ] = —Tr 7L
- 2mc 2mc

_ oy (P = me P, me
2mce 2me

= @ (pAp,Tr (v297) — m2eTr (1))
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4.6 Calcul de traces

En utilisant les formules de trace, Tr (7/\7”) = 49’ et Tr (I) = 4,nous obtenons

‘2 - (p”p;L - m202> (4.154)

— 5 —
S| a@ ) uEn] = o
r,r

Comme dans le cas précédent, pour |p] = || et §.p = |p]® cos @ nous avons

E2
P, = 2 512 cos 0 (4.155)
et par conséquent,
Z’ u (p',r") 7 u (7, 7’)’2 - 22 — |p1? cos § — m%c?
~ ’ ’ m2c? \ 2
|pt*
= 2 (1 —cos®)
211> 50
= m202 S1n 5

Exemple 3 : M = a,~*, ou a, est un quadrivecteur quelconque. Dans ce cas, nous avons

M =a,7° (") = au” (4.156)

et par conséquent

A O/
- SN2 Ypx + mc ¥Pp, + mce
517 ) 0 = T <aﬂu ptme, 0t ) s
En tenant compte que Tr (v#) = Tr ('y“'y”*yk) = 0 nous obtenons
/
_ L o\12 _ Qubxayp v a,a »
Z | a(p',r") apy*u (p,r)|” = W’I‘r (7“7’\7 7") + %’I‘r (YY) . (4.158)

rr!

Maintenant, nous utilisons les formules de trace

Tr (") = 4™
Tr (9" *) = 4 (™ =+ o)

pour obtenir le résultat

1

Z| ﬂ(ﬁ,?“,) au'y“u (ﬁ,’l“)|2 - m2c2

rr!

[2 (@p) (a”8)) — (atay) (Pph —m?e?)|  (4.159)
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4 Equation de Dirac II

qui peut s’écrire aussi comme

1

Sola @) ayu @) = — [2(ap) (ap) - @® (pp —m’S)] (4.160)

r,r!

ol nous avons utilisé la notation a.b = a*b,,.
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