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Exercice 1.
Soient g : Rn → R ∪ {+∞}, x0 ∈ Rn et x′ ∈ Rn.

1. Montrons que (i) ⇒ (ii). Supposons que x′ ∈ ∂g(x0). Par définition, on a

g(x) ≥ g(x0) + 〈x′, x− x0〉, ∀x ∈ Rn

⇔g(x)− 〈x′, x〉 ≥ g(x0)− 〈x′, x0〉, ∀x ∈ Rn

⇔〈x′, x〉 − g(x) ≤ 〈x′, x0〉 − g(x0), ∀x ∈ Rn

⇔ sup
x∈Rn

(
〈x′, x〉 − g(x)

)
≤ 〈x′, x0〉 − g(x0)

⇔g∗(x′) ≤ 〈x′, x0〉 − g(x0)

⇔g∗(x′) + g(x0) ≤ 〈x′, x0〉.

On montre maintenant que (ii) ⇒ (iii). Nous avons, pour tout x′ ∈ Rn,

g∗(x′) = sup
x∈Rn

(
〈x′, x〉 − g(x)

)
≥〈x′, x0〉 − g(x0),

donc
g∗(x′) + g(x0) ≥ 〈x′, x0〉.

De (ii), on a
g∗(x′) + g(x0) ≤ 〈x′, x0〉.

D’où
g∗(x′) + g(x0) = 〈x′, x0〉.

Reste à montrer que (iii) ⇒ (i). Supposons que (iii) a lieu. On a,

g∗(x′) + g(x0) = 〈x′, x0〉
⇒ sup

x∈Rn

(
〈x′, x〉 − g(x)

)
+ g(x0) = 〈x′, x0〉

⇒〈x′, x0〉 ≥ 〈x′, x〉 − g(x) + g(x0), ∀x ∈ Rn

⇒g(x) ≥ g(x0) + 〈x′, x− x0〉, ∀x ∈ Rn

⇒x′ ∈ ∂g(x0).

3. Soit θ : R → R ∪ {+∞} une fonction propre convexe s.c.i. paire et croissante sur
[0, +∞[. Soit pour tout x ∈ Rn, f(x) = θ(‖x‖).
(a) Montrons que f est propre, convexe s.c.i. Il est clair que f est propre car θ est propre.
Montrons qu’elle est convexe. Soient x, y ∈ Rn, λ ∈ [0, 1], on a

f(λx + (1− λ)y) = θ(‖λx + (1− λ)y‖).
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La fonction x 7−→ ‖x‖ est convexe. Donc

‖λx + (1− λ)y‖ ≤ λ‖x‖+ (1− λ)‖y‖.

Puisque θ est croissante et convexe, on aura

θ(‖λx + (1− λ)y‖) ≤θ(‖x‖+ (1− λ)‖y‖)
≤λθ(‖x‖) + (1− λ)θ(‖y‖)
≤λf(x) + (1− λ)f(y).

Montrons maintenant que f est s.c.i. Montrons que ses ensembles de niveau sont fermés.
Soit λ ∈ R. Posons h(x) = ‖x‖ et soit Aλ(f) les ensembles de niveau de f . On a

Aλ(f) =f−1([λ, +∞[)

={x ∈ Rn : f(x) ≤ λ}
={x ∈ Rn : θ(‖x‖) ≤ λ}
={x ∈ Rn : θ(h(x)) ≤ λ}
={x ∈ Rn : θ ◦ h(x) ≤ λ}
=Aλ(θ ◦ h)

=h−1(θ−1([λ, +∞[).

Puisque θ est s.c.i. et h est continue, alors Aλ(θ ◦ h) est fermé, et donc f est s.c.i.
(b) Exprimons f ∗ en fonction de θ∗. Nous avons,

f ∗(x′) = sup
x∈Rn

(
〈x′, x〉 − f(x)

)
= sup

x∈Rn

(
〈x′, x〉
‖x‖

‖x‖ − θ(‖x‖)
)

= sup
x∈Rn

sup
t=‖x‖

(
t
〈x′, x〉
‖x‖

− θ(t)

)
= sup

t≥0

(
t sup

x∈Rn

〈x′, x〉
‖x‖

− θ(t)

)
= sup

t≥0

(
t‖x′‖ − θ(t)

)
=θ∗(‖x′‖)

car θ est paire.
(c) On a pour tout x ∈ Rn

∂f(x) ={y ∈ Rn : f ∗(y) + f(x) = 〈y, x〉}
={y ∈ Rn : θ∗(‖y‖) + θ(‖x‖) = 〈y, x〉}.

Par définition de θ∗,
‖y‖‖x‖ ≤ θ∗(‖y‖) + θ(‖x‖).

On a pour tout y ∈ ∂f(x)

θ∗(‖y‖) + θ(‖x‖) = 〈y, x〉 ≤ ‖y‖‖x‖.

Donc
〈y, x〉 = ‖y‖‖x‖ et θ∗(‖y‖) + θ(‖x‖) = ‖y‖‖x‖.
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Alors ‖y‖ ∈ ∂θ(‖x‖). Donc

∂f(x) = {y ∈ Rn : ‖y‖ ∈ ∂θ(‖x‖), et 〈y, x〉 = ‖y‖‖x‖}.

Si θ(t) = 1
2
t2, alors

θ∗(x) = sup
t∈R

(
tx− θ(t)

)
= sup

t∈R

(
tx− 1

2
t2

)
.

Soit h(t) = tx− 1
2
t2, h′(t) = x− t = 0, alors t = x. Donc, θ∗(x) = 1

2
x2.

D’où,

∂θ(t) ={y ∈ R : θ∗(y + θ(t) = 〈t, x〉}

={y ∈ R :
1

2
x2 +

1

2
t2 = tx}

={y ∈ R : x2 + t2 − 2tx = 0}
={y ∈ R : x = t} = {t}.

D’où,

∂f(x) ={y ∈ Rn : ‖y‖ ∈ ∂θ(‖x‖), et 〈y, x〉 = ‖y‖‖x‖}
={y ∈ Rn : 〈y, x〉 = ‖y‖‖x‖ et ‖y‖ = ‖x‖}.
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