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Corrigé type d’examen d’optimisation

Exercice 1.
Soient g : R™ — RU {400}, 79 € R" et 2’ € R".
1. Montrons que (i) = (i7). Supposons que x’ € dg(xy). Par définition, on a

g(x) > g(xg) + (&', x — xp), Vo eR"

g(x) — (2, 2) > g(xo) — (', o), Yz eR"
(', ) — ( ) < (@, z0) — g(xp), Yz eR"

& sup ({2',2) = g(2)) < {',0) = g(wo)

(’)§<af o) — g(o)
(/)+ 9(w0) < (', 0).

=
=

On montre maintenant que (i7) = (i7i). Nous avons, pour tout =’ € R",

g*(a') = sup ({2, z) — g(z))

reER™
> (@', xo) — g(wo),

donc

9" (@) + g(zo) = (2, xo).
De (i), on a

9" (@) + g(zo) < (2, 30).
D’ou

g (2") + g(xg) = (', x0).

Reste a montrer que (iii) = (7). Supposons que (7ii) a lieu. On a,

9" (@) + g(x0) = (2, 20)

= sup ((2',z) — g(x)) + g(xo) = (2, x0)

:><I'/7 I’()) > <$/7I'> - g(l’) + g($0)7 Vo e R"
=g(x) > g(xo) + (', — x9), VaeR"
=z’ € dg(z).
3. Soit # : R — R U {400} une fonction propre convexe s.c.i. paire et croissante sur
[0, 400[. Soit pour tout x € R™, f(x) = 6(||z]]).

(a) Montrons que f est propre, convexe s.c.i. Il est clair que f est propre car § est propre.
Montrons qu’elle est convexe. Soient z,y € R" A € [0,1], on a

fOx + (1= Ny) = 0([|Az + (1 = Nyl).



La fonction 2 — ||z est convexe. Donc
Az + (1 = Nyl < Allzll + (1= A)lyl]
Puisque 6 est croissante et convexe, on aura

O(|[Az + (1 = Myll) <O(lz[l + (1 = A)llyll)
<A([J) + (1 = 2)é((lyll)
<Af(2) + (1 =N ().

Montrons maintenant que f est s.c.i. Montrons que ses ensembles de niveau sont fermés.
Soit A € R. Posons h(z) = ||z|| et soit Ax(f) les ensembles de niveau de f. On a

A/\(f) :f_l([)‘> +OOD

={zeR": f(z) <A}
={z e R": 0(]l«]) <A}
={z e R": O(h(x)) < A}
={z €R": Ooh(x) <A}
—A\(60h)

—h1 (67 (X +oc).

Puisque @ est s.c.i. et h est continue, alors Ay (6 o h) est fermé, et donc f est s.c.i.
(b) Exprimons f* en fonction de 6*. Nous avons,

fr(@") = sup ((2/,2) - f(2))

TER?
(', x) )
= sup x| — 6(||x
sup (£ el = 1)
(2’ )
=sup sup [t —0(t)
zER™ t=||z|| ||[E||
(@, x)
=sup (¢t sup ——— — (1)
20 \ aern ||
— sup (t]la'] - (1)
>0
=0"(|l=']))

car 0 est paire.
(c) On a pour tout = € R

of () ={y e R": f*(y) + f(z) = (y, )}
={y € R": 0°([|ly|) + 0(][=]]) = (y, ) }.

Par définition de 6%,
lyllllll < 6*(llyll) + o(l=[])-

On a pour tout y € df(z)

0" (lyll) + oz ll) = (v, 2) <lyllll«]-

Donc
(v, ) = llyllll=ll et 0*(lyl) + OClzl]) = llyllll=-

2



Alors |ly]| € 96(]|z||). Donc

Of (x) ={y € R": [lyll € 90([|=l), et (y, ) = [lylll|=[]}-
Si 6(t) = 1%, alors

0*(x) =sup (tx — 6(t))

teR

=sup (tx — 1252).
teR 2

Soit h(t) =tz — 12, W (t) =z — t = 0, alors t = z. Donc, §*(z) = Sz
D’ou,
00(t) ={y e R: 6"(y +0(t) = (t, )}
={yeR: 1x2 + 1752 = tx}

2 2
={yeR: 2* +¢* —2tx =0}

={yeR: z=1t} = {t}.
D’ou,

Of(x) =ty e R : [ly[| € 96([[x])), et (y,z) = llyllll=[}
={y e R": (y,z) = llylll=ll et [[yll = [l]|}.



