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Premiere partie

Construction






Chapitre

Rappel essentiel

1.1 Notation bra-ket

Suivant le premier postulat de la mécanique quantique, I’état d’un systéme quantique est
décrit par une fonction d’état 1, (z). Dans le formalisme bra-ket de Dirac, on peut décrire I’état
du systéme par un ket [1),) = |a) avec

Ya (2) = (2 | tha) = (x]a). (L.1)
Considérons les kets |z) veteurs propre a l'opérateur Z
) = x|z) (1.2)

avec la relation d’ortogonalité
(x|2')y=6(xz—2a) (1.3)

et la relation de fermeture

/dx @) (] = 1. (1.4)

Nous avons alors
) =10) = ([ do 1) (al) W) = [ dx (@ 10a) Jo) = [ do @) [o)
Introduisons maintenant les kets |p) vecteurs propre a lopérateur p
plp) =plp) (1.5)
Ces kets vérifient la relation de fermeture
[ v 1961 =1 (1.6)

et la relation d’orthogonalité
plp)=0(p-7p). (1.7)

Nous avons alors

wlp) = [dn o) @) =60-1).

Comme

Nous obtenons




1 Rappel essentiel

Ce qui implique que (x | p) est une onde plane.

<$|p>—\/21ﬂ—hexp<;pfc> (1.8)
et
<p$>=\/21w—he><p(;px)- (1.9)

1.2 Opérateur d’évolution

1.2.1 Representation de Schrodinger

La mécanique quantique formulée par Schrodinger consiste a résoudre ’équation d’onde (dite
éq. de Schrodinger) pour un état |1 (t))

L d
ih— [0 (8)) = H[$ (1) (1.10)

ol H est 'opérateur Hamiltonien du systéme. Nous supposons que H est indépendant du temps.

Il est claire que

0 (e+80) = 0 (0) + (G 100)) At+ 0 ((a0)) (111)
ou bien ]
[ (¢4 A8) = [ (1)) =+ H v (1)) At + O ((A1)°) (1.12)
ce qui nous permet d’écrire, pour At << 1,
[ (¢ + AL)) = exp (—éHAt) ) () (1.13)
Il vient immédiatement que
[P (8)) = U (£, to) [ (o)) (1.14)
U (£ to) = exp (—;H(t - to)) (1.15)

1.2.2 Propriétés

L’opérateur d’évolution U (t,to) vérifie, parmi autres, les propriétés suivantes :

1- Pour un instant intermédiaire ¢1, on a
U (t,t1) U (t1,t0) = U (¢, to) (1.16)
2- La décomposition spectrale : Considérons la base des kets |¢) propres & H

H |pr) = E |or) (1.17)



1.3 Formules utiles

En insérant la relation de fermeture

Z lon) (pr| =1 (1.18)
k
dans ’équation (1.15), nous obtenons la décomposition spectrale de opérateur d’évolution.
U (tto) = D2 e #5070 i) (i (1.19)
k

1.3 Formules utiles

1.3.1 Intégrales gaussiennes

Nous avons les intégrales gaussiennes suivantes

/dgexp [—a?] = \/Z (1.20)
/d§ exp [—a&® + b¢] = \/Zexp {ZZ] (1.21)

/_+OO exp [—a (z—a)> =B (z— b)ﬂ dx = > i 3 exp [— a/gfﬂ (a — b)z} : (1.22)
Intégrale de Fresnel
/dpexp [iapZ} = %. (1.23)

Nous pouvons aussi montrer 1’égalité suivante :

Jicow (- rera = \[Tew[ LT i@

T T 92 T o4
_ \/;f () + \/;llaamgf () + \fag;&aﬁf@) +o(1.24)

1.3.2 Representation intégrale de la fonction ¢

Nous pouvons toujours représenter la fonction § par 'intégrale suivante

d 7
d(xy —x9) = /?phexp [hp (21 —xg)} . (1.25)
Nous avons aussi
v oL or—po)| =61 — o) (1.26)
27thphp1 p2)| =0(p1 —p2)- .

1.3.3 Développement de Laplace du déterminant

Le développement de Laplace du déterminant d’une matrice M = [a;;] selon une ligne est la
somme du produit des éléments de cette ligne par leur cofacteur respectif.
Le cofacteur d’un élément aij est :

Cij = (1) M.
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ou M;; est le déterminant de la sous matrice obtenue en supprimant la ligne 4 et la colonne j de
la matrice M.
Exemple :

1 3
16 4 6 1
4 1 6 =1 -3 -2 =71
71 5 15 75 1
3 -2 1 -2 3
—7‘16—1464—5 1:71
1.3.4 Dérivée fonctionnelle
La dérivée fonctionnelle est définie par
SF[f(z)] . Flf(x)+e(z—y)-F[f(z)
) e ‘ (1.27)
de sorte que
of(x) . fle)+ed(z—y)—flz)
M _l% ; =d(x—y) (1.28)
Exemple : Considérons
T
I =exp [@/ g(x) f(x) dx] . (1.29)
0
Nous avons
ST e [if (@) [f () + 8w~ y)de] —expi [ 9 () f (x) da]

5f (y) <=0 €

_ lii%i{exp {i/g(x)f(x)dx] exp {ie/g(m)é(m—y)dm} —exp li/OTg(x)f(x)dx]}
_ l%wexp [i/g(x)f(x)dx}

st = e i o) @]

nous obtenons alors le résultat important suivant

(5f5(y) exp |} /OTg(x) f(z) d:c] =19 (y) exp [Z/g(x)f () dx] (1.30)



2.1 Definition

Chapitre

Le propagateur

Par definition le propagateur est 'amplitude de transition de I'état i (z,tq) a 'état ¥ (y,t)

qui vérifie
0y t) = [ de Ky, tiz,to) (o o).

2.2 Equation de Chapman-Kolmogorov

Considérons les états ¥ (x1,t1), ¥(xa,t2) et ¥(xs,t3) avec t1 < ty < t3.
Suivant la définition (2.1), nous avons

VY(z2,t2) = /dfcl’C@Zat%wlatl)w(xl’tl)a

P(xs,t3) = /d$2’C($37t3;xQ,tz)dJ(l’Q,tz)

et
P(xs, t3) :/dl“llc($3,t3;$1,t1)¢(1¢1,t1)-

En insérant (2.3) dans (2.2) nous obtenons
Y(xs,t3) = /dxl/da:glC (3,t3; T2, t2) K (22, to; 21, t1) (21, t1).
L’équation obtenue a la méme forme que 'équation (2.4) avec
K (xs,t3;21,t1) = /dxglC(mg,tg;mg,tg)IC(:vg,tg;xl,tl).

Cette derniere équation est dite ’équation de Chapman-Kolmogorov.

Comme généralisation nous pouvons écrire

N-—-1 N
K (zn,tn; o, to) :/ 1T dzn TT K @nstn; 21 ta-s).
n=1

n=1

2.3 Propagateur et opérateur d’évolution

Partons de I’équation

[¥(8)) = U (¢, to) [¢(t0))

(2.1)

(2.5)

(2.7)

(2.8)




2 Le propagateur

et multiplions & gauche par le bra (y| pour avoir

(v 9() = WlU ( to) [¢(t)) -

En insérant une relation de ferméture [ dz |z) (x| = 1, nous obtenons

{y | 9(1))

/ dz (y| U (t,t) |z) (z | ¥(to))
/ dz (y| U (t,to) |2) ¥z, to).

(2.9)

(2.10)

Par comparaison de I’équation (2.10) et ’équation (2.1) nous en tirons I’expression du propagateur

en fonction de 'opérateur d’évolution

K (y,t;2,t0) = (y| U (¢,t0) |2) .

2.4 Décomposition spectrale du propagateur

Considérons d’abord les vecteurs |p,,) états propres a H,

H |(10n> =k, |§0n>

Ces vecteurs vérifient les relations suivantes

Z l¢n) (pn] =1

et

<90n|90m > = 5mn

Décomposons maintenant ’état a I'instant ¢, sur la base des |p;,)

[V(ta)) = ZCn (ta) lon)

ou les C,, (t,) sont des fonctions du temps

Comme

il vient que

wt) = S Culta)exp (~ 1B (- 1)) o).

10
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(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)



2.5 Représentation de Heisenberg

En multipliant par le bra (z,| et en insérant la relation de fermeture [ dz,|z,) (z4|, nous
obtenons

(o [0t = 3 [ dia o o) (2] 6 Cyexp (1 En =) (low) (220

(y [0(tp)) = ¥ (2,t0) (2.21)
(za] Y (ta)) = ¥ (2asta) (2.22)
(zb [on) ©n () (2.23)
(pn lza) = &5 (2a) (2.24)

La fonction d’onde 9 (zp,tp) se déduit ainsi de la fonction d’onde v (z4,t,) & 'instant ¢,

— 00

+o0 :
vlant) = [ dr, {Zexp B (1= )| on () ¢ (xa>} Vleat) (229

Nous obtenons alors la décomposition spectrale du propagateur

i «
K (@t s ta) = 3 exp |~ B 1 — )] 0 20) 7, (20) (2.26)
Tl est & noter que K (xp, tp; Ta, tq) ne dépend que de zq, xp et T = t, — t,.
K (xp,ty; T, ta) = K (14,745 T)

Exercice : Démontrer la décomposition spectrale du propagateur directement a partir de la
propriété (1.19)

2.5 Représentation de Heisenberg

Rappelons d’abord la définition de base des opérateurs et des vecteurs dans I'image de
Heisenberg. Soit |¢) I’état du systéme & un instant donné ¢y qui correspond a une observable O
(nous supposons que tg = 0). Dans I'image Schrédinger, & un instant ¢ > 0, I'état du systéme est

[ () =U(t,0)[¢(0))g =U(t0) ) (2.27)
L’opérateur O est par contre indépendant du temps
Os (t) = O. (2.28)

Dans l'image de Heisenberg, c’est Popérateur qui evolue dans le temps O (¢) # Oy (0). Le
vecteur d’état ne dépend pas du temps

[ O =) = 1¥) = [¥(0))s - (2.29)

Il vient alors

[V (@)s =Ut0)[9(0)g =U(0)|d) g (2.30)

11



2 Le propagateur

ce qui nous permet d’étabilir le lien entre le vecteur d’état de Schrédinger et celui de Heisenberg

)y = U™ (£,0) 4 (1)) - (2.31)

Si 1 (t))g & linstant t est la fonction propre de I'opérateur Og correspondante & la valeur
propre A, le vecteur |1)); est la fonction propre de I'opérateur Op (t) & Dinstant ¢ avec la meme
valeur propre .

Nous écrivons alors

Os | (t)g = Al (t)g = OsU (£,0) [¢)) (2.32)

ce qui implique que

OsU (£,0) [) y = AU (£,0) [¢)) - (2.33)

En multipliant la derniére équation par U™ (¢,0) nous obtenons 1’équation

U™ (t,0)0sU (£,0) [Y) g = A|ib) (2.34)
qui peut s’écrire sous la forme X
On () [¥)g = Ad)y (2.35)
avec
On () =U* (¢,0)OgU (t,0) (2.36)

La derniere équation exprime I’évolution des observables dans I'image de Heisenberg et elle
s’écrit le plus souvent sans aucun indice

O@t)=U"(t,0)0U (¢,0). (2.37)

Considérons maintenant 'opérateur de position & dans I'image de Schrodinger. Nous avons

I’équation aux valeurs propres
Zlxy =x|z). (2.38)

Dans I'image de Heisenberg I'opérateur de position a l'instant t est
& (t) = et 3 ¢~ #HL, (2.39)

Ht ,tH

Multipliant I’équation (2.38) par enft et insérant lidentité e~ #H! enHt = 1, nous obtenons

I’équation

Rt § Rt Rt |g) = 3 R o) (2.40)
qui est de la forme
B() oty = |o,t) (2:41)
avec ;

Les kets |z, t) sont donc des kets propres de 'opérateur Z (¢). Il est evident que

<l’2,t ’131,t> =0 (xg - .'L‘1) . (243)

12



2.6 Fonction de Green

De plus nous avons

(29, 1] [/ dx |z,t) <x,t|} |zy,t) = /dw (o, t |2, t) (x,t|21,1)
= /dm d(xg—x) d(x—x1)
5 (

X9 — x1)

ce qui implique la relation de fermeture

/da: o) (] = 1. (2.44)

Prenons maintenant le produit scalaire (zy,ty |zq4,t,). Nous avons

k3

(st s ) = (o] €10 cH 1 ) = exp |~ (0 = 00| fou). (249

Nous en déduisons donc que (zp, tp |24, t,) est le propagateur dans la représentation de Heisenberg
K (zp, ty; Ta, ta) = (T, ty |Ta, ta) - (2.46)

Exercice : Dériver ’équation de Chapman-Kolmogorov a partir de la représentation de
Heisenberg.

2.6 Fonction de Green

Nous définissons la fonction de Green causale par

G (xp,24;T) = —%@ (T)K (zp,xq;T) . (2.47)

La fonction © (T') assure la causalité (aucun effet ne survient avant sa cause).
Dans ce cas, G (zp, 24; T) est une solution de I’équation

ih%G (2,205t — to) — HG (z,20;t — tg) = 0 (t — t0) 6 (x — 20) - (2.48)

En introduisant la transformée de Fourier
+o0 i
G (zp, 243 F) = G (zy,20;T) enBTdT, (2.49)
— 00
nous pouvons voir que
(B + e~ 1) G (w20, E) = & (x — o) (2.50)

De plus G (z, zo; E) est Pélément de matrice d’un opérateur G (E)

G (2, 70; E) = (| G (E) |a0) (2.51)
o G(E) = _ (2.52)
CE—H + i€ '

La prescription que la singularité dans ces opérateurs doit étre régularisée en ajoutant +ie, ou €

13



2 Le propagateur

est une quantité infinitésimale positive, dans le dénominateur découle de la définition (2.49)
dans laquelle ’énergie ' doit avoir une petite partie imaginaire positive pour que l'intégrale sur

T converge.
La fonction de Green causale a la décomposition spectrale suivante

G (ay s ) = 3 Pt ) (2.53)

Exercice : Dériver la décomposition (2.53).

14



Chapitre

Les intégrales de chemins

3.1 Construction du propagateur

Considérons une particule qui peut se mouvoir dans un espace unidimensionnel (I’axe oz, par
exemple) et qui a comme hamiltonien

H:—m+V(x):T+V. (3.1)

ot T et V sont respectivement 'opérateur énergie cinétique et 'opérateur énergie potentielle.
Comme nous l'avons déja vu le propagateur (i.e. 'amplitude de transition du point (z,,t,) au
point (xp,tp)) est défini par

e f/s)ﬂ ! |24) (3.2)

th—ta
N

avec £ = . Pour construire K (zp,ty; Zq,tq), en éliminant les opérateurs T' et V, nous

insérons d’abord (/N — 1) relations de fermeture

1= /dazn () (2] (3.3)

pour obtenir

N-1 N .
1 /A ~
K (zp,ty; 2asta) = / nl;[l dx, nl;[l (x| exp (_h (Te + Vs)) |Tn—1) (3.4)

avec rp = N et x, = xg.
Notons que comme T et V' ne commutent pas, il est évident que dans le cas général

exp <_;i (Te + Vs)) £ exp (—;f%) exp (—;f&) (3.5)

mais pour € << 1 nous pouvons utiliser la formule de Trotter

exp <—; (T& + Vs)) ~ exp <—2T5> eXp <_;V5> (3.6)

pour trouver

15




3 Les intégrales de chemins

ﬁ (xn| exp <;T6> exp (;%) 1) - (3.7)

n=1

N-1
K (@b, ty; Tas ta) :/ 11 dzn
n=1

Pour une deuxiemme fois nous insérons N relations de ferméture mais dans la base des impulsions

1::/lmn@n>@n| (3.8)

il vient

Q.
8
3
— =

K (Ib, tb; La, ta) =

(zn|exp (—hTe) /dpn [Pn) (Pn] exp (—hVe) |Zn—1)

7 A
/dpn (x| exp (—hTe> [Pn)

7~
X (pn| exp —hV€> |Zpn—1) . (3.9)

Q.
8
3
— =

— —
[
3
i

3
Il
=
3
I
-

et tenons compte du fait que

i) ) = e [~ ) (3.10)
€xXp A €)|Pn) = €Xp ﬁQmE Pn .
exp (—;st) |[tn_1) = exp (—;_LV (Xn-1) 6) |Tpn_1) - (3.11)

Il n’est pas alors difficile d’arriver a

N-1 N dp ;
K (zp, ty; Tarta) = / H dx, H /—n exp (pna:n> (3.12)
it it 2mh h

. 2 .
tDPn T 1t
X exp ( ﬁ%5 hV (Tn—1) 5) exp ( hpnl‘n—1)

ou bien a

N-1 N dp
K (xlhtb;xa?ta) = / H dl‘n / H T;; (313)
n=1 n=1 &

Xexp{; zN: { » (W) — (gjll —i—V(mn_l))} 5}

n=1

Ici nous pouvons factoriser le partie dependant en p,

Contnat) = [ Tine [ T{35 oo [-ghesionton o]}
Ty, lp; La, la = Tn, €xXp | —— € TPn (Tn — Tn-1
it it 27h h2m h

N
exp{— ZV(xnl)e} (3.14)

ST

16



3.2 Interprétation

Pour effectuer les integrations sur les impulsions nous utilisons I’identité qui nous donne

dpn pn - m { (xn - In—1)2
o Xp[ hom® * p"(:”” x””]_ 2inhe P lhm %

et I'integrale (3.14) devient

Kz, to; o, ta) = /de" H 2z7rhe

i 5 () @ = Tn1)
exp [hz<m2€nl V(xn_1)5>1. (3.15)

n=1

En posant
(:En - xn71)2
2e

nous obtenons finalement 1’expression du propagateur

N-1 N . N
[ m i
K (b, th; T, ta) :/ H dz, H 5ire &P lh E AZ] (3.17)
n=1 n=1 n=1

A la limite € — 0, N — oo la somme devient une intégrale
N N 1 2y — 21\ 2
St = S lm (B) Ve
n=1 n=1
ty
_ /t (a2 -V (@) de (3.18)

AL =m —V(zp-1)e (3.16)

N ty
S A= L(xdt)dt (3.19)

ta

et cette formulation est ainsi basée sur le Lagrangien classique L = Z&? — V ().

Nous écrivons alors

. ty
K (zp, ty; oy ta) = /Dx exp Ui < L(x,,t) dt)] (3.20)
ta

avec

Dx =l iy 21
* leio 2mh8 H( 2z7rh€> (3:21)

3.2 Interprétation

Considérons une source S de particules approximativement monoénergétiques placée en
position A. Le flux de particules est mesuré sur un écran C face a la source. Imaginez maintenant
un troisiéme écran placé en position B, entre A et C, avec deux fentes qui peuvent étre ouvertes
ou fermées.

Lorsque la premiére fente est ouverte et la seconde fermée, nous mesurons un flux Fj, lorsque
la premiere fente est fermée et la seconde ouverte, nous mesurons un flux F5 et lorsque les deux

17



3 Les intégrales de chemins

1
S -
2
A B C
Figure 3.1
fentes sont ouvertes, nous mesurons un flux F, avec
F=F+Fy,+ Fy; (3.22)

ou Fj;,; correspond & 'interférence entre deux ondes passant respectivement par 1 et 2
2
F; = |¢s| (3.23)
et

F = g1+ ¢af” = |1]° + |¢2]” + 2Re [¢] o] . (3.24)

Selon l'interprétation de Copenhague, F' doit étre interprété comme une densité de probabilité.
Ce qui s’additionne est, alors, ’amplitude de probabilité et non la probabilité elle-méme. La
différence entre la composition classique et la composition quantique des probabilités est donnée
par I'interférence entre des trajectoires classiquement distinctes.

Imaginons maintenant plusieur écrans placés en positions By, By, Bs,...,Bny_1 parametrisées
par t1, to,...,txy_1. Nous supposons que chaque écran contient plusieur trous et nous notons
x(t;) la position d’un trous (k) dans I’écran B;.

xtg) x(t;) x(ta) x(t;) x(ty)

’___/r"‘\/> XN
4-&../ /'-.h.—'—

xd /

s il

o~n

Figure 3.2

Dans ce cas nous avons pour 'amplitude de transition de xg & xn

A= > ¢ ({z (t:)}) - (3.25)

:Uk(tl),.rk(tz),....rk(thl)

18



3.3 Dérivation de I'équation de Schrédinger
A la limite N — 00, nous pouvons écrire

A:/dxl/dxg/dxg..../dmN,1¢({xn}). (3.26)

Dans la formulation de Fyenman ¢ ({z,,}) oc exp { £S5 ({zn})} et ainsi

A=K (zn,tn;xo,t0) = Z exp {;S [trajectoires]} . (3.27)

trajectoires

3.3 Dérivation de I'équation de Schrodinger

Le but de ce paragraphe et d’obtenir I’équation de Schrédinger & partir de la formulation de
Feynman. C’est ainsi que nous devons considérer une transition infinitésimale entre les deux
instants ¢ et t + At. Suivant la construction précédente le propagateur infinitésimal est

K(z,t+ At;y,t) = #(At) exp l; (m (xZ_Ai) -V (y) At)} . (3.28)

et la fonction d’onde & I'instant ¢ + At est donné par
Ot A = [ dyk (ot + Bty 0) v (3:1). (3.29)

ou bien

B m i (z-y)’
Ylz.t+ A1) = /dy\/ 2irh (At) P lh (m 2At )]

xexp |~V () At ¥ (1,0 (3.30)
Nous utilisons le developpement
exp va ) At] =11V () A+ O (AN (3.31)

pour avoir

[ m i (x-y)
Y (z,t+At) = 2Z,Wh(At)/dyexp[h(m AL >1><

(v = Vv ). (3.32)
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3 Les intégrales de chemins

Maintenant nous faisons le changement y - { =y — =z

Y (z, t+ At) = 1/22‘71_7;”<At>/dfexp(72.12?‘”62552)

X <¢(m+£,t)—;V(x+§)w(x+£,t)At>

—%At/dfexp (;&g) V(x+§)¢(m+§,t)> (3.33)

Nous faisons ensuite le developpement de ¢ (z + &, t)

1

Yz +&t) =9 (z,t) + & (2,0) + 5521/}" (,8) + ... (3.34)

et nous utilisons a
/dg £ exp (752) -0 (3.35)

pour obtenir
m m
[t (~grae)v@ret) = v [deew (- 5roe) (3.36)
1 02 m
ot @t) [dE e (~groe) .

Maintenant nous utilisons

[agexo (-2¢7) = \/Zﬁ
/ dg Zexp (~2€2) = \/Z <21a) (ve)® (3.37)

pour avoir

m m ihAt 92
”22’7rh(At)/d€eXp (—Mfz) Y (x+&,1) :w@,t)‘*‘(mww(%t))“‘@(At) (3.38)
et

1 m T M o _ 3
ﬁAt Wi(At)/dgeXp <h2At£ ) Ve+&y(x+E&t) = hV(x)¢(x,t)At+ O (At)
ce qui nous donne
. 5 .
U (z,t+ At) = (z,t) + %%w (z,t) — %V () (z,t) At + O (At) (3.39)

ou bien
Y (z,t+ At) — ¢ (x,t) ik O

Al = o g ¥ (@) — 2V (2) ¥ (2,0) (3.40)

d’ou on tire & la limite At — 0, ’équation de Schroédinger

n? 02

ih%d) (x,t) =

20



3.4 La particule libre

3.4 La particule libre
Considérons, comme exemple, le porpagateur associé a une particule libre. Nous avons

N . N
) / rm _ 2
K (Tp, th; oy te) = ]\lllj}}o/ H dx,, ( 2z7rﬁe> exp lh% Z (Tn — Tp—1) ] ) (3.42)

e—0

A laide de l'intégrale

/;00 dx,, exp [—oz (T — xn_l)z — B (xp — a:n_H)Q} =\ _T_ 5 exp [_aﬁ—l—aﬁ (Tpt1 — Tp—1) ]
(3.43)
Nous obtenons
m im (xy — x4)°
K (b, to; Ta, ta) = 22.WFL(tl)_ta)e}(p{h2tb_ta}. (3.44)

Exercice :
Pour une particule libre nous avons

o [ dea i\~ P i ¢
K (xbatba Za,ta / H dxy, H (271'71) €xXp _% Z %E exp ﬁ Z
1) En écrivant le dernier facteur sous la forme

. N : ;
i )
exp lh E Pn (:Bn — xnl)] = exp lh (pNCEN P1SC0 E Pn+1 )]
n=1

et en effectuant les integrations sur les coordonnées intermédiaires, montrer que

dp ; N-1 N— . N =
K (x, th; Tas ta) = /(%h) exp [hpN (zn —xo)} / 11 dpn H (Prt1 — eXp( ZTZ )
n=1 n=1

2) En effectuant maintenant les integrations sur pq, p2, ps, ...,pN—1 €t en notant py = p,
écrire IC (zp, tp; T4, ta) sous la forme

)
K (xp, ty; Tay te) = /dp exp (_hEp (ty — ta)) op (1) ¢ (Ta) (3.45)
avec
B=P () = —— exp [ - (3.46)
= x) = xp [ —pz .
P om ¥p Vorh P hp
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Deuxieéme partie

Premieres applications
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Chapitre

Intégrales de chemins pour les

actions quadratiques

4.1 Actions quadratiques

Le but de cette section est de calculer explicitement le propagateur associé aux systémes
ayant un Lagrangien quadratique. Considérons alors un systéme physique qui a le lagrangien
quadratique

L(x(t),i(t),t) = %mva - %mwQIQ F (O dr+g(t)a+h()d. (4.1)

Selon la definition le propagateur est donné par

K (20, t0; 7oy ta) = /D;v exp {;_L ; Lix(t),a(0),1) dt} . (4.2)

Pour calculer K (xp, ty; xq,t,) , cherchons d’abord I’équation du mouvement classique, qui n’est
rien d’autre que ’équation d’Euler-Lagrange

oL d (0L
Il est facile d’obtenir
M +mw?azeg + f () za —g @) +h(t) =0 (4.4)
Faisons ensuite le changement
z(t) = xa (t) +y (1) (4.5)
avec
/Dx = /Dy (4.6)
et
Ty = I (tb) = Tl (tb) (47)
Zq x (te) = xe (ta) (4.8)
Yo = Y(ta) =0 (4.9)
w = yts)=0 (4.10)

Nous obtenons alors
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4 Intégrales de chemins pour les actions quadratiques

Sl = [ L., Hd =

[ [5G+ 9 = Jme? a0 + £ @) G+ 9) a +0)
9 (0) (e ) +h(0) (i + ) (a.11

Le rearrangement de ces termes nous donne pour S [z ()]

t 11 1
Slz(t) = /t [zmigl—QmWszl-i— f)Zaze +g(t) za +h(t)ig|dt
1 1
+ /t {zmgf - 5mw%ﬁ +f () gyl dt (4.12)

4 [ g — mywa + £ (0) o) + § Oy -+ 90y + (03] d

a

ce qui s’écrit sous la forme

S [x (t)] =Sg+ Sfl + 5o (4.13)
ou
PTL 1,
Sa = Sz (t)] = / [Qmi’cl - Wiy +ft)daxa+g{t)za+h(t)dq|dt
ta
PIL 5 15, .

S = Sulyl)= [ |Gmit - gmetst 4 £ () g

ty
So = [ [mia — mePywa+ £ (t) (o + day) + 9 )y + (D) 9] d

¢

a

Cependant qu’on peut montrer que Sy = 0. La demonstration se fait de la maniére suivante ; on
a

ty
Sy = / [(myie — mw?yze + f(t) Gz + Eay) + g )y + h(t)y] dt
ta
tb tb tb tb tb
Sy = Myt dt — mw?yzqdt + f @) (Gre + ay) dt + / g () ydt + h(t) ydt
ta ta ta ta ta

En faisant une intégration par partie et en tenant compte de y, =y (to) = y» = y (tp) =0,

ty ty ty
myzqdt = [myzcl]z — myZqdt = — myqdt

ta ta ta

tp ¢ ty | to
/ f (t) (y.mcl + i'cly) dt = [f (t) ywcl]tz - / (t) Yyrodt = — / (t) yxedt

ta ta ta

ty ; ty | ty |

“nwsa = wow - [ howi=- [ hoy
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4.2 Particule libre

nous arrivons a

ty ty ty ty ty
So = my e dt — mw?yzqdt + f @) (yze + Eay) dt + / g (t)ydt + h(t) ydt
ta ta ta ta ta
17 ty ty . tp ty .
= - myqdt — mw?yzqdt — f (&) yredt + / g (t) ydt — h(t) ydt
ta ta ta ta ta
tp . .
= —/ {mydﬁcl +mw?yze + f () yza — g )y + b () y} dt
ta
iy . .
= —/ y {m:’i‘cl +mw?za + f () —gt)+h (t)} dt =0 . (4.14)
ta
Il vient donc
i [t
K (xp,tp; Tg,te) = /Dxexp{h L(a:(t),m'(t),t)dt}
ta
1 7
— ep{;Slea 0]} [ Dyew {3501} (4.15)
Posons en derniere étape
| Dyexo {;S Iy (t)]} — K (0.10,t,) = Aty — ta) = A(T) (4.16)
pour avoir ‘
K (xp,th; o, tq) = A(T) exp{;iS[xcl (t)]} (4.17)
Pour le facteur de fluctuation A (T') il n’est pas difficile de montrer que
1 0254
A(T) = . 4.18
() 2imh | 0z, 01y ( )
4.2 Particule libre
Pour une particule libre on a
. 1 5
L(x(t),z(t),t) = omi (4.19)
L’équation du mouvement classique s’écrit
Miqg=0= 34 =0= x4 (t) =At+ B (4.20)
Pour déterminer les constantes A et B, nous considérons les condition initiales
To = ¢ (ty) = Aty + B (4.21)
Tp = Xl (tb) = Atb + B (4.22)
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4 Intégrales de chemins pour les actions quadratiques

ce qui nous donne

Th — Lqg
tb - ta
xatb - xbta

B = =t e 4.24
P— (4.24)

(4.23)

et pour x4 (t);

(4.25)

Dans se cas 'action classique se calcule. Le résultat est

S = Slea ()] = / i (o) d

— %mxcl (t) -'tcl (t)

= %mxcl (t) Zer (t)

ty ty 1

_ / L o (8) (1) dt
te Jta 2

ty

a

td

1 . 1 .

= imxcl (tb) Tl <tb> - imxcl (ta) Tl (ta)
1 T, —x, 1 Tp — T,

= —-mx mex
2 — e 2 Mty — g

m (w2 — 20)" (4.26)
2 b —t, '

Le facteur de fluctuation est alors

Alty —to) = m (4.27)
Le propagateur est donc
m im (zp —x )2
K (zp,ty/Ta,te) = mexp {hQ;)b_tZ} ) (4.28)

4.3 Le potentiel linéaire

Pour une particule soumise & l’action d’une force F' =k, on a

L@(t),s(t),t) = %mﬁc? ke (4.29)

La solution de I’équation du mouvement classique

k
T = — 4.30
a = (4.30)

est

k
To (1) = %tQ +at+ 3 (4.31)
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4.3 Le potentiel linéaire

avec
ko
To = —ti+oat,+0 (4.32)
2m
k
T, = —1t+at,+p (4.33)
2m

Il facile de déterminer les constantes d’intégration « et 3

Tp — X k
= — — (tp + tg 4.34
= Tr, o fetta) (4.34)
k .’Eatb — l’bta
= —tpty + —— 4.35
=gy ttat (ty — ta) (4.35)
Dans ce cas on a k
T (t) = —t+a (4.36)
m
. k
T (ta) = —tota (4.37)
m
k
Te (tb) = —hht+a (438)
m
Le calcul de I’'action S.; se réalise de la maniere suivante
ty 1
S =8z (t)] = / {deﬁl (t) + ke (t)] dt
ta
1 bl
= —MTy (t) Te (t) — / {mxcl (t) Tel (t) — kxy (t)] dt
2 ‘. . L2
1 foorhry
= —MTy (t) Te (t) + / |:]€.Tcl (t):l dt
2 ‘. t, L2
1 . 1 . t
= Dnmyia (B) — Smmeia (ta) + / L (0)] dt (4.39)
2 2 t, L2
Le premier terme directement
1 b 1
JMmel (t) e (t) , = Smapie (ty) — g Matcl (ta)
. ty + | — 1 —tg +
= 2mxb b+ & 2m$a m a T X
k 1 Tp — g k
= = ata = —— (s +ta — T4
2(xbtb xt)+2m(tbta 5 (ty + ))(;L‘b Zq)
m (zp — xq) k
o ——( ta a a ty — ata
R 1 (B +ta) (20 = 2a) + 5 (2pty — ata)
m@=-2) 1, (ty — to) (za + ) (4.40)
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4 Intégrales de chemins pour les actions quadratiques

Pour le 2°™€ terme, on a

ty 1
/ {kxcl (t)] it —
12
1 ty
fk:/ [kt2+at+ﬁ] dt =
2 ta 2m

1 [k 1 K
3k [tS + —at? + Bt] =

6m 2 t
L i(t3—t3)+1a(t2—t2)+ﬂ(tb—t) (4.41)
2" [6m ‘b T Vb “ '
D’ou il vient le resultat suivant
th 11 1 k lapy —x
—kxg ()| dt = =k|— (£ =)+ = (2 — 2
/ta |:2xl(>:| 2 |:6m<b a)+2tb_ta<b a)
—lk i(tb+t )(tz—tQ)—itbt (ty — ta) + Taty — Tpta(4.42)
2 4m a b a 2m a a a a\|=-
ou bien 5
1 k2 (ty —ta) k
~kx, = |- 4 Dty —t,) (24 4.4
/ta [Qk‘xl(t)}dt l Y +4(tb ta) (o + xp) (4.43)

L’expression finale de S; est donc

2 2 3
m (xp — xq) 1 k= (ty — ta) k
Sy = Tl 4 g —t,) (24 ST L Y 4y — t) (24
: 2 ty—t, Tar(l) (@t m) 2am T gt (@t a)
2 2
m (xp — xq) k k5
= DW= %a) L Ty, A 4.44
5 7 Tl Watw)—gn (444)
avec
T =t,—t, (4.45)

Le facteur de fluctuation est encore,

A(T) = /21,7’:%. (4.46)

C’est ainsi que nous obtenons ’expression finale du propagateur
} . (4.47)

i |m (zp — a:a)Q k k2
2 T 2 24m

m
K (2p, 1y /70, ta) = WGXP {h ————+ =T (zg +p) — — 73

4.4 L’oscillateur harmonique

Pour l'oscillateur harmonique, on a

L(x(t),i(t),1) = %mﬁ - %mwaz (4.48)
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4.4 L’oscillateur harmonique

La solution de I’équation du mouvement classique

.. 2
T +wxyg =0

est de la forme

xe (t) = Asinwt + B coswt

avec

r, = Asinwt,+ Bcoswt,

x, = Asinwt, + Bcoswty

(4.49)

(4.50)

(4.51)
4

Pour déterminer les constantes A et B, mutiplions (4.51) par coswt et (4.52) par coswt,

Tgcoswty, = Asinwt, coswty + B coswt, coswty

zpcoswt, = Asinwty,coswt, + B coswty coswt,
et faisons la difference
Tq COSwip — Tp cos wi, = Asinwt, coswty — A sin wty, cos wt,

Nous obtenons

Ty COSwWip — Tp COS Wi,

sin wt, cos wtp — sin wty cos wt,
Tp COS Wi, — Ty COSWI

sinw (tp — tq)
Mutiplions maintenant (4.51) par sinwt; et (4.52) par sinwt,

Tosinwt, = Asinwt,sinwt, + B coswt, sinwty,

rpsinwt, = Asinwtysinwt, + B coswty sinwt,

et faisons la difference

Tp sinwt, — x, sinwty, = B coswty sinwt, — B cos wt, sin wty,.

Nous obtenons

Tp sinwt, — T, sin wty

cos wty, sin wt, — cos wt, sin wty,
xp sinwt, — T4 Sinwty

sinw (tp — tg)

(4.53)
(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.60)

(4.61)

(4.62)
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4 Intégrales de chemins pour les actions quadratiques

Alors z (t) s’écrit sous la forme

xp cos wt, sin wt — xp, sin wt,, cos wt — x, cos wtp sin wt + x,, sin wity cos wt

t =
e (*) sinw (tp — tg)
cos wt, sin wt — sin wt, cos wt sin wty, cos wt — cos wty, sin wit
= Tp . a .
sinw (t, — tg) sinw (tp, — ta)
sinw (t — t4) sinw (¢, — t)
_ 4.63
xbsinw(tb —tq) —HEasinw(tb —tq) (4.63)
et
t—t ty, — t
b (t) = wpySBS@l=ta) | coswlty—t) (4.64)
sinw (tp — tg) sinw (tp — tg)
. Wxp — Wy cosw (tp — tg)
t = 4.65
Tt (ta) sinw (tp, — t ) ( )

. wxp cosw (tp — ty) — wxg
Far (f) sinw (fp — ta) (4.66)

En utilisant 'intégration par partie pour le terme de I’énergie cinétique, S; se calcule rapidement

Sa = Slza(t)]
_ /tt ij;gl (t)—%mwzx ()} dt

1 N ) K T
= gma (t) e (t)| — / SMel (t) ey () dt — / 5w T (t)dt
ta ta ta
1 N ) )
= gmra (BFa ()] - /t S () [ (0) + P (0)] de (4.67)
t{l, a

I¢i nous utilisons I’équation du mouvement classique i (t) + w2z (t) = 0 pour avoir

1 . 1 .
Se = imxcl (tb) Ll (tb) - imxcl (ta) Ll (ta>

1 1

= ima:bxcl (ty) — gmxaxcl (ta)
1 wxpcosw (ty —ty) —wre 1 Wxp — Wy cosw (tp — tg)

= 7Mmxp . — MTg .
2 sinw (tp, — ta) 2 sinw (t, — tg)
1 mw

- DR (27 cosw (ty, — ta) — TpTa — Ty + T2 cosw (tp — t4)]

mw

- - @ 2 2 - _
- 2 sin w (tb _ ta) [(xb + ‘ra) cosw (tb ta) 2xpx, ] (468)

Le facteur de fluctuation est cette fois ci donné par

A(tb—ta):\/ e (4.69)

2imhsinw (tp — tg)

Dans ce cas le propagateur prend la forme suivante

K (J,‘b, th; Ta, ta) =

h2sinwT [<

mw T mw
— X
2imhsin wT P

zj 4+ 22) coswT — 27, | } . (4.70)
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Chapitre

Calcul fonctionnel

5.1 Eléments de matrices

Nous nous proposons dans ce paragraphe d’élaborer une représentation “intégrale de chemin”
pour des éléments de matrices de la forme (zy, ty| Oy (t1) Og (t2) .0k (tr) |Za,sta), ot O (t) est
une fonction arbitraire de 'opérateur Z (¢). Nous commencons d’abord par 1’élément de matrice

<xb;tb| ‘%(tc) |xa7t¢z>; (51)

ou ty > t. > t,. En premier lieu, nous insérons une relation de fermeture
/dxc (este) (@oste] = 1, (5.2)

ol |Z,t.) est un ket propre de Uopérateur Z (¢.)

E(te) [meste) = e |ze,te) - (5.3)
Nous obtenons alors
(@t (8 [eata) = [ doe Gnto] & (t) lweste) (@este [z0,ta) (5.4)
— [ dwewe {ansta] wete) (st [zasta) (5.5)
= /d;vc Te K (Tp,ty; Teyte) K (e, te; Ta,ta) - (5.6)

Maintenant nous faisons la discrétisation de chaque propagateur

K(xc,tc;wa,ta):/(ﬁldxn)( 2¢Thg)N exp (;sa> (5.7)

n=1
avec N
i m
Sae —exp{hnz::l (%(!En —Zp_1)” — €V (a:n_l))} (5.8)
et
N4+N'—1 — N’ ;
K(l’b,tb,ﬂﬁc,tc) = / H dwn ( 2 hE) exXp <hS(,b>
n=N+1 ™
avec
N+N’ m
Sep = exp 7 Z (2— (xp —Tp_1)” — eV (l’nq)) : (5.9)
n=N+1 €
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5 Calcul fonctionnel

Comme les indices n avec 0 < n < N sont utilisés dans discrétisation du premier propagateur,
nous avons utilisé pour le deuxiéme propagateur, les indices N < n < N + N’. Dans ce cas,
nous avons

N-1 N4+N'—1 o\ VY
<xbytb‘ ‘%(tC) |xa’ta> = /dxc (H dx”) H din (@) e

n=1 n=N+1

exp (;Sac) exp (;Scb> (5.10)

Le point x est x.. Nous pouvons écrire ainsi

N-1 N+N'-1 N+N'—-1
/da:c <H d:rn> H dxy, =/ H dxy, (5.11)
n=1 n=N+1 n=1
et
z'N+N/ m
J— —_— —_ PR— — 2 J—
Suc+ Set = Sup = exp { n; (28 (n — Tn_1)? — eV (xn_l)) . (5.12)

Nous obtenons alors

/N+ﬁ1dxn ( m )N+N/ T €XP ;Nivl <m (xn—:vnq)z—EV(:Un,l))( 13)

2imhe = 2%

La derniére équation n’est rien d’autre que la forme discrétisée de 'intégrale de chemin suivante

. ty
(p, ty] & (te) |Ta,ta) = /Da: x (t.) exp {; L(x, ) dt}. (5.14)
ta
Ce résultat peut étre généralisé a tout opérateur de la forme
O@t)=0(z(1)). (5.15)

En suivant les mémes étapes nous obtenons

(@o,to] O () |2asta) :/D;v O(t)exp{;/ttbL(x,i)dt}. (5.16)

a

Considérons maintenant 1’élément de matrice

<xb>tb| ‘i‘(td>§3(t6) |:17a7ta> (517)

avec la condition t, >ty > t. > t,. Dans ce cas, nous avons

(@orty| & (ta) & (te) |7arta) = /dzd /dxc -
K(xbvtb;xdvtd) K(.’L’d,td;fl;c,tc) K(xmtc;xavta) (518)
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5.2 Méthode de la source

En faisant la discrétisation des trois propagateurs écrire ’élément de matrice considéré sous

forme d’une intégrale de chemin

ty

(xpyty| & (ta) & (te) |Tasta) /Dl‘ T td)exp{; L (z, ) dt}.

ta

Maintenant considérons l'intégrale de chemin

. ty
/Dw x x (tq) exp{;b/ L(zx,%) dt} / te >ty
ta

mais avec la condition t. > t4. Dans ce cas, nous pouvons montrer que

. ty
/Da:;v 2 (t) exp{; L(x,) dt} — oy to] B (£) 3 (ta) | asta) .

ta

Nous avons donc

. ty
/DIL‘ x x (tq) exp{; L (z, ) dt} =

(o, to] (7 (t2) & (Fe) 0 (ta — £2) + 5 (£) & (£a) O (te — £2)] |7asta) -

Si nous définissons le produit cronologique de deux opérateurs
TO; (t1) Oy (ta) = Oy (t2) Oy (t1) 0 (ty — t1) + Oy (t1) O (t2) 6 (t1 — to)

nous obtenons le résultat final

. tp
(o, ty] T (£a) 2 (L) |, ta) = /Dx;rtd )exp{h/ L(x,;t)dt}.
ta

Ce résultat peut aussi étre généralisé au cas des opérateurs de la forme

ty

<$b,tb| TOl <t1>02 (tg) |$a,ta> = /Dx 01 (tl)OQ (tg)exp {;;, L(I,%) dt}

ta

D’une maniere générale, nous avons
(. t0] T |01 (1) O (t2) .On (t)] |asta) =

/Dm O1 (£1) Os () ..On (£) exp {; /tt L(z,#) dt} .

5.2 Méthode de la source

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

En physique expérimentale, pour connaitre les propriétés d'un systéme physique (par exemple

un atome), nous le laissons interagir avec une perturbation et nous étudions sa réponse. Cette

technique expérimentale a une analogue théorique formelle qui nous permet ’étude d’systéeme

physique a partir de son intéraction avec une source. a connaisance. Pour donner une illustration,

considérons un systeme avec
tp

So = L(w,x) dt

ta

(5.26)
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5 Calcul fonctionnel

et faisons-le interagir avec une force externe dependant du temps
ty

S =80+ [ Jt)x(t)dt.

ta,

Dans ce cas ’équation du mouvement devient

d (0L oL

Nous définissons maintenant 'amplitude de transition

(25, to] Tasta) ; = /D:r exp {;S[J]}

qui peut s’écrire sous la forme

. ty
@ntel varta), = [ Drexo s ["Liwd)dt) P L)
ta

ou la fonctionnelle F'[J] est donnée par

ty

FJ] = exp [; T (1) dt} .

ta

Nous avons les dérivées fonctionnelles suivantes

ff&?) B ; (tl)exp[,il 7 (t)x(t)dt]
62F[ ] _ 1 : ty
8 (t1)0J (t3) (h) a ( tz)eXp[h 5 J(t)x(t)dt}
o"F [j] i -
§J (t1)6J (t2) .00 (tn) <h) (tg) ..z (tn) exp {h 5

Il vient aors B8 (o ty] ')

A L, Ub| Layla) g
t t arta) = =

(o] #(1) frarte) = § =550

J=0

D’une maniere générale nous avons

J )z (1) dt] .

(25, ts] T2 (1) & (£2) 2 (tn)] [Zas ta) = (ﬁ>" (Ui“ (zo, ty| Ta,ta)

]
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n)

J=0

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)
(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)



Chapitre

L’amplitude de transition vide-vide

Nous supposons qu'un systéme physique arbitraire est initialement (& ¢; = ¢, — —o0) dans
sont état fondamental puis change sous l'influence d’une source externe J(t), pendant une durée
finie (de =T & +T" ). Apres que la source soit éteinte a ¢ty = ¢, — +o00, I’état fondamental du
systéme est toujours le méme (& une phase), mais le systéme peut étre excité. Nous voulons
calculer la probabilité de transition pour que le systéme soit encore dans son état fondamental.
Une telle transition est appelée transition vide-vide.

Compte tenu de l'interaction avec la source le Hamiltonien du systeme s’écrit

HJ = H() - J(t)l‘ (61)

6.1 Amplitude vide-vide

6.1.1 Etat fondamental (vide)

En physique quantique, I’état fondamental d’un systeme est ’état qui correspond a la plus
basse énergie. Cet état est appelé aussi état du vide. Dans ce paragraphe nous montrons qu’a la
limite t;, — t, — 00, la contribution dominante & I’amplitude de transition (zy,ty| Tq,%4), vient
de I’état du vide.

Considérons la décomposition spectrale du propagateur relatif a Hy

(@0, to] Tarta)g = D bn(@s) @}, (wa) e wnlomte) (6.2)

n

ol ¢p(x) sont les fonction propores de Hy et E, sont les énergies correspondantes. Si nous
effectuons une simple rotation de Wick T — —iT et nous faisons tendre l'intervalle de temps
ty — t, vers linfinie (t, — ¢, — 00), nous pouvons voir que "amplitude de transition domine le
propagateur vide-vide par I’énergie la plus basse Fy figurant dans la série.

Ainsi donc

<.’17b, tb| xavta> ~ ¢O<xb)¢s (xa) e_%EU(tb_ta) (63)

0 4 —te—o0

En considérant le temps physique (réel), le méme résultat se maintient puisque les contributions
des états excités oscillent beaucoup plus rapidement et disparaissent rapidement par rapport a
celle de I’état fondamental.

6.1.2 Amplitude de transition vide-vide

L’amplitude de transition pour que le systéeme soit encore dans son état fondamental est
donnée par

O exp (FH2T) [0) = (0.1 10,-T), = Oont ), (6.4)
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6 L’amplitude de transition vide-vide
En insérant deux relations de fermture [ dzq |x1) (x1] = [ da2|z2) (x2] = 1, nous obtenons
1
(Oout [00), = / dz / dirs (0 |22) (2] exp (hHJQT) 1) (21 [0)

_ / day / dwao (21) 85 (22) (22, T |21, ~T) (6.5)

D’autre part, nous avons
(2ot |a, ta) , = /dm/dxz (w0 ty |22, T) , (09, T |21, ~T) , (w1, ~T |earta),  (6.6)

Compte tenu du fait que la source J(t) s’annule lorsque ¢ < —T ot t > T, nous pouvons écrire

(1, =T |xasta); = (x1,=T |2a,ta)g (6.7)
<xb7tb |$27T>J = <xbatb |$2,T>0. (68)

Nous avons alors
<5L’b,tb |$a)ta>J = /d.’lfl /de <xbatb |$2,T>0 <$2,T |:I;17 _T>J <.T1, =T |.'L'a7ta>0 . (69)

Suivant I’équation (6.3), nous avons, dans les limites t, — T — +00, t, + T — —oco et T — +00,

(@p,ty [22,T)y = olap)dy (x2) e TP (t=T) (6.10)
(@1, =T |Tasta)y = oola1)dy(x,) efBoT+ta) (6.11)

L’amplitude de transition (xy,t |2q,tq) ; s’écrit alors

(st leaste); = ulan)d au) e F0) AT [y [ oy gn(ar) 6 (az) (on. T o, =T,
— (b et e%onT/dxl/dxz o(z1) & (@) (22, T |21, ~T),  (6.12)

De la derniere équation nous pouvons extraire 'intégrale suivante

" Th, tp |Tq,t i
/dm /d@ do(1) 0% (2) (wa, T |21, —T) , = M e~ E2B0T
<xb7tb |xaata>0

Le résultat final est donc

(Ty, ty [Tasta); _iopyr
0 0; = REF0S 6.13
< out | ’LTL>J <xb,tb |xa,ta>0 € ( )

qui est 'amplitude de transition vide-vide en présence de la source.

6.1.3 Fonctionnelle génératrice

A partir de ’équation (6.13), nous pouvons écrire

(Oput |0in)y = e 7207 (6.14)

et, par conséquent,
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6.2 Intégrale gaussienne et fonctions de Green

<Oout |01n>J o <"Eb7tb |xayta>J

= 6.15
<Oout |0zn>0 <xb;tb |xa7ta>0 ( )

Nous définissons alors la fonctionnelle génératrice Z [J] par
Z[J} _ <Oout |0in>J _ fD.’E eXp{ ft .’E .’E * J( ) (t)] dt} (6 16)

(Oout |0in) | Dz exp{ ft (z, dt} .
de sorte que
R\" " Z [J]
Tz (t) 2 () .7 (t,)] [0) = [ = 1

01 T )82 0010 = (3) sraarmiarad),. 61D

Nous remarquons ici que Z [J] ne dépend pas de z; et x,. Nous pouvons alors choisir des
conditions aux limites périodiques ( x, = x, = x) ou tout simplement les conditions de Dirichlet
(xp =24 =0).

6.2 Intégrale gaussienne et fonctions de Green

Supposons que le mouvement du systéme est régi par ’action quadratique suivante

750 h/tb m ;2 —QQ() 2+J(t):r} dt. (6.18)

Il est bien connu que 'intégrale de chemin correspondante a cette action est gaussienne. Elle se
calcule directement, en considérant la discrétisation de S° [J].

6.2.1 Cas d’une intégrale discrete

Comme nous avons vu dans le cas de l'oscillateur harmonique, la forme discrétisée de %SO [J]
qui s’écrit

,50 : (Z Mz + Z Jxl) , (6.19)

1

peut se mettre sous forme matricielle

1501 =

- [XtMXJr (X'T+J'X )] (6.20)

h

ot Xt = (z1,29,...,xnx_1) et Jt = (J1, o, ..., In_1) avec Jp, = J (tz).

Nous introduisons maintenant la matrice inverse de M

S (MY, My = Z My, (M = bil (6.21)

k

et nous faisons le changement de variable

Y=X+eM'J, (6.22)
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6 L’amplitude de transition vide-vide

ou les composantes y; sont données par

N
yizmi—i-aZ(M !
Jj=1
Nous obtenons alors
1 € t 7 7t Lo e Ftar—1 T

et, par conséquent,

(6.23)

(6.24)

. N .
_ _rE Lot
(z,ty |z,t0) ; = glir[l) exp | =25 JH (M ] / (H dyn> (”2277716) exp {hY MY]

N—o0

La fonction génératrice est alors

6.2.2 Cas d’une intégrale continue : fonction de Green
En faisant une intégration par partie nous pouvons écrire %SO [J] sous la forme

ty 2 ; ty
190 @‘L_f 2 v
s h/ ( -0 ()>xdt+h/ta T () adt.

Soit A (t,t') I'inverse de I'opérateur Ml = — 7 (dt2 + Q2 (¢ )) Nous avons alors

<£+QZ()>A(t,t’):5(t—t’).

En effet A (¢,t") est la fonction de Green associée a I’équation

md: m

Nous avons dans ce cas

<l’,tb|x,ta>J:\/(ij;€7MeXp( 7%4 dt/thtt) (t)J(t’))

Z01J] = exp (—;i/dt/dt’A(t,t’)J(t)J(t’))

qui est exactement la limite continue de I’expression (6.26).

et

Nous définissons maintenant la fonction de Green a n points

GO (t1,tg, .y tn) = (0] T[&(t1) 2 (ta) .2 (t,)]|0),
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(6.27)
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6.3 Théoréme de Wick

qui se calcule & partir de Z° [J]

" VAR
GO (t1,to, ... ty) = [ = ) 6.33
(F1: 82 ) (z) 8.J (t1) 6 (t2) .0 (tn) | ,_q (6.33)
La fonction de Green a 2 points s’écrit alors
GO (t1,ta) =il A (t1,ts) . (6.34)

6.3 Théoreme de Wick

L’identité (6.33) conduit au théoréeme de Wick. Chaque fois qu’une dérivée agit sur l’expo-
nentielle du membre de droite de (6.31), elle engendre un facteur [ dtA (¢,t) J (t). Une autre
dérivée devra agir ultérieurement sur ce facteur, sinon le terme correspondant s’annulera dans
la limite J = 0. Nous en concluons que la fonction de Green G° (t1, 1o, ...,t,) est obtenue de la
maniére suivante : on considére tous les appariements possibles des points ¢y, ta, ..., t, (n doit
donc étre pair). A chaque paire (t;,t;) on associe la fonction de Green G (t;,t;) = ih A (t;,t;).

GO (t1,ta, oorton) = > GO (t1,12) G° (t3,14) ...G° (tan—1,tan) - (6.35)
P

Par exemple considérons la fonction de Green a 4 points

GO (ty,ta,t3,ts) = GO (t1,t2) GO (t3,ts) + GO (t1,t3) GO (ta, ts) + G (t1,t4) GO (t2,t3). (6.36)
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Chapitre

Théorie des perturbations

Bien que 'importance du formalisme des intégrales de chemin dans le calcul des éléments des
matrices (amplitudes de transitions, valeurs moyennes...etc) soit trés claire, son utilisation ne
semble pas aussi claire. Cela est dii au fait que les intégrales de chemin se calculent exactement
seulement pour les actions quadratiques (intégrales gaussiennes) tandis que la partie de 'action
qui décrit 'interaction du systéme considéré, est souvent non-Gaussienne. Lorsque 'interaction,
la partie non-gaussienne de I'action est faible par rapport & la partie quadratique, alors nous
nous attendons a ce qu'un developpement en série de perturbations soit applicable I’expansion
de perturbation soit applicable.

7.1 Développement perturbatif

Considérons un systeme physique décrit par le lagrangien
L(z,i) = %;ﬁ V(). (7.1)

Le propagateur associé a ce systéme peut s’écrire sous la forme

i (Tm i [T
K (zp,xq;T) :/D:r exp f/ —&°dt p exp —f/ V(z)dt,. (7.2)
hJo 2 hJo
En effectuant le developpement de Taylor

i (T > i (7T "
exp{h/ V(x)dt} = Z% (ﬁ/ V(m)dt) , (7.3)
0 neo ¥ 0

nous pouvons écrire K (zp,x4;T) sous forme d’une série

K (anras?) =3 (=3) Koo ) (7.4

n=0

ou K,, (zp,xq;T) est Pamplitude de transition d’ordre n donnée par

K, (zp,24;T) = %/Dae (/OTV(x) dt) ’ exp {; /OT ngﬂdt} . (7.5)

L’amplitude de transition d’ordre 0 est le propagateur de la particule libre
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7 Théorie des perturbations

LT
Ko (xp,2q;T) = /Dac exp{;/ n;jjzdt}
0
N—1

- [T (Ja) {52

n=1

(;ig (20 — xnl)z)} . (7.6)

7.2 Amplitude de transition d’ordre 1

Pour calculer 'amplitude de transition d’ordre 1,

Ky (zp,74;T) = /Da: eXp{;/OT Zbﬁdt} </0TV(17) dt) , (7.7)

nous considérons la forme discrétisée du dernier facteur qui s’écrit

T N
/0 V(@)dt =3 eV (). (7.8)
=1

Nous avons alors

N . N-1 m
Ky (zp,20;T) = EZ/ I1 daw ( 2i7rh5>
=17 n=1

Maintenant, nous écrivons la mesure dans la derniére équation sous la forme

N

V (z;) exp {;i ﬁ: (;n—g (zn, — xn_l)Q)} . (7.9)

m N N-1 m I 1-1 m N—-I N-1
(Vo) Mo =an (52) Hemn (o) I am 0

Ainsi, nous ouvons écrire

N
Ky (xp,2q;T) = £Z/drmV(xl) X
=1

n=1 n=
N—1 m N—1 i N m
2
/ [ don < 2mhs> eXp{h > (25 (¥n = ¥n-1) )}(7'11)
n=I[+1 n=I[+1

Compte tenu de la forme discrétisée du propagateur libre, la derniére équation peut s’écrire
sous la forme

N
Ky (zp,xq;T) = SZ/dle (1) Ko (xp, 25T — le) Ko (21, 45 1) (7.12)
1=1
ou bien sous forme integrale

T
Ky (zp,24;7) :/ dt/da: Ko (zp, ;T —t) V (2) Ko (2, 24; 1) (7.13)
0
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7.3 Formule de récurence
7.3 Formule de récurence

Nous nous propposons maintenant de trouver une relation de récurence entre les K,, (24, zq;T).
Nous écrivons d’abord (pour n # 0)

T " T ty to tn—1
;(/0 V(a:(t))dt) :/0 dt1/0 dt2/0 dtg.../o iV (2 (1) V (2 (t2)) .V (2 (1))
(7.14)

Ensuite nous faisons la discrétisation de 'intégrale sur t;

T " N le to tn_1
;,(/O V(x(t))dt) :alZV(xl)/o dt2/0 dt3.../0 dtnV (@ (t2)) .V (2 (£)) . (7.15)

ce qui nous conduit & la forme discrétisée de 'amplitude K, (zp, xq; T)

N ,.N-1 . N
ST — m i m _ 2
K, (xb,xa,T)—a?;/nl:IIdxn ( 2i7rh€) V(:cl)exp{hnz_:l(% (xp, — Tp_1) )}
(7.16)
Ici nous utilisons la méme procedure utilisée au calcul de K, (zp,24;T). Nous séparons les

N

intégrales sur les points intermédiaires {x,,/n < [} des intégrales sur les points {z,/n > [}

N
K, (zp,2q;T) = sZ/dle(xl) X
=1

[T e (Vo) oo 32 G n))

n=Il+1 n=I[+1
-1 l .1
/nl:[ldxn (,/ 2i7rh5) exp {h ,; (E (1, — xn1)2)} X
/ZE dty [ dtg.../tnl AtV (2 (£2)) .V (2 (1)) . (7.17)
0 0 0

Les deux derniéres lignes de cette expression sont tout simplement K,,_; (x;,x,;le) tandis que
la deuxiéme ligne représente Kq (xp, z;; T — le). Nous btenons alors

T
K, (:vb,xa;T):/ dt/dx Ko (20,23 — ) V (&) K1 (2, 203 ) (7.18)
0

7.4 Amplitude de transition d’ordre superieur a 1

Calculons maintenant ’amplitude de transition du deuxiéme ordre Ko (24, x4;T). Suivant la
formule de recurence, nous avons

T
K2 (l‘b, Tas T) = / dtg/dl’gKo (ZL’b,.Z'Q; T — tg) V (1’1) K1 (272, Las tg) (719)
0

En substituant Kj (x2,x4;t2) par son expression (7.13), nous obtenons pour Ky (xp, x4;T)
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7 Théorie des perturbations

T to
Ky (zp,74;T) = / dtz/ dt1/d$1/d$2 Ko (wp, 02T — t2) V (2)
0 0
KO ($2,$2;t2 —tl) V(271> KO (xl,xa;tl) (720)

Par induction, nous arrivons a la formule suivante

T tn ta
K, (zp,xq;T) = / dt, dtn_l.../ dtl/dxl/dxg.../dmn
0 0 0

KO (.be,CEn; T— tn) |4 (xn) KO (xnwrnfl; tn - tnfl) |4 (xnfl)
Vv (JJQ) KO (.TCQ, 25 t2 — tl) Vv (xl) K(] (.CCl, Las tl) . (721)

7.5 Diagrammes de Feynman

La lecture de droite a gauche de 'amplitude de transition K, (zp,x4;T) nous permet de
representer chaque contribution a la série des perturbations par un diagramme de Feynman
comme il est montré dans la figure suivante

— Chaque ligne représente le propagateur libre entre deux points d’espace-temps

— Un vertex représente le potentiel d’interaction V.

— avec intégrations sur les points intermédiaires

7.6 Equation de Bethe-Salpeter

L’équation (7.4) peut s’écrire sous la forme

K (zy,20;T) = Ko (zp,20; T) + Z <_7Zi> K, (xp, 24;t) (7.22)
n=1

En utilisant la formule de récurence pour K, (xp, z4;t), nous obtenons

. T 00 -\ n—1
K (zp,xq;T) = Ko (wb,ma;T)f%/ dt/dm Ky (:L'b,l‘;T*t)V(x)Z (Z) Kp_q (z,24;t) .
0

h
(7.23)
La derniére somme n’est rien d’autre que K (x,z,;t). Nous avons alors I’équation de Bethe-

n=1

Salpeter.

LT
K (zp,xq;T) = Ko (xp, 24;T) — %/ dt/dx Ko (zp, ;T —t) V (2) K (2, 24;1) (7.24)
0

U (T,00U (T,0)=1— ;/Tdt Vi(t) U (¢,0)U (t,0)
0

. tf
Up(ty ;) =1— %/ dt Vi(t) Uty t)
t;

7.7 Fonction de Green causale

Nous définissons la fonction de Green causale par
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7.8 Equation de Lippmann-Schwinger

G (rp,2q;T) = —%9 (T) K (zp,x4;T) (7.25)

Ici la fonction © (T") assure la causalité (aucun effet ne vient avant sa cause).
Nous pouvons montrer que la fonction de Green G (x, z; T) vérifie 'équation de Schrodinger

iha%G (z,20;T) — HG (z,20;T) = 6 (T) 6 (xp — 24) - (7.26)

Si nous introduisons la transformée de Fourier

+oo )
G (zp,z4; F) = G (zy,2;T) enBTdT (7.27)
Nous obtenons 1’équation
(E + i€ — I:I) G(z,x0; E) =06 (zp — x4q) (7.28)

qui admet comme solution

G (z,30; E) = (x| G (E) |zo)

avec
A 1

GFEF)=——F>7——
(E) E — H +ie

La prescription que la singularité dans ces opérateurs doit étre régularisée en ajoutant +ie, ou €

(7.29)

est une quantité infinitésimale positive, dans le dénominateur découle de la définition (7.27)
dans laquelle ’énergie ' doit avoir une petite partie imaginaire positive pour que l'intégrale sur
T converge.

7.8 Equation de Lippmann-Schwinger

En terme des fonctions de Green causales G (xp,z4;T) 1’équation de Bethe-Salpeter peut
s’écrire sous la forme

T
G (xp,20;T) = Go (xp, 20, T) + / dt/dq: Go (zp, ;T —t)V (2) G (z, 245 t) (7.30)
0
Nous en déduisons alors 1’équation
G (xp,xq; E) = Go (xp,24; F) + /d:c Go (zp, 23 E)V () G (2,243 E) (7.31)

qui est une représentation des opérateurs G (E) et Gy (E)

Nous avons alors ’équation de Lippmann-Schwinger

1 1 1 N 1
~ = 7 + A B .
E—-H+ie E—-Hy+ie E-Hy+ie E—H+ie

(7.32)

Exercice :
1) A partir de I'identité
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7 Théorie des perturbations

1

A+ B =1 7.33
(A+B) (7.33)
montrer que
1 1 1 1
=———-—B—— .34
A+B A A A+B (7.34)
et en déduire la série de perturbations
1 1 1 11
— —B— —B— B— —B B B + .. (7.35)

A+B A A A"AATA ATATAA

2) En posant A = E — I:IO + i€ et B =V, dériver directement I’équation de Lippmann-
Schwinger.
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Quatriéme partie

Intégrales de chemins
en théorie des champs
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Chapitre

Le champ scalaire libre

8.1 Systemes a plusieurs degrés de liberté

Précédemment nous avons étudié des systemes avec une seule particule se mouvant le long
d’un axe (& une dimension). Ces systémes sont a un seul degré de liberté

(arts lgists) = /quXp{i : dt[ﬁ(q,d)}}
= / Dgexp {iS [q]}

Cependant, la méthode des intégrales de chemins peut étre généralisée aux systémes a plusieurs
degrés de liberté ¢!, ¢2, ..., ¢"

(ar tr lait) = /Dql/DqZ.--/Dqk
exp {z/:f dt {E (ql, ..,qk,ql, ..,q’f)]}
/Dql/DqQ.../Dqkexp {iS {ql,..,qk}}

8.2 Le champ scalaire réel

En généralisant les notions précédentes aux cas k — 00, on se convainc aisément que
l'amplitude de probabilité K ([®]f,ts;[®];,t;) de trouver le systeme dans la configuration ®¢ a
I'instant ¢, sachant qu’il était dans la configuration ®; a I'instant ¢; peut s’écrire

K(@],t75[@:], ;) = [ D@ eiSlmirtd

ou l'intégrale porte sur toutes les configurations possibles du champ @, pour t; <t < ty.

N
o . 1 2 M-1
/D(I) _N,kfioo/nl |d®ldo? .. do]
e

Nous avons encore une fois, I'action (classique) dans I’exposant parce que e*° [®:t5:ti] st Paction
du champ scalaire réel libre

Sol®;ts 1] = /:fdt/d?’xﬁo(@(x),(?”@(x))

_ " 3 1 Iz _1 252
= dt | d°z 28N<I>8<I> 2m<I> . (8.1)

t
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8 Le champ scalaire libre

avec 1
Lo (®,0,9) = 3 (0,20 —m?*®?) |

(8.2a)

Cependant, cette représentation de I’élément de matrice de transition entre les configurations de

champ n’est qu'une étape intermédiaire car ce n’est pas la quantité pertinente dans la théorie

des champs.

En prennant les limites ¢; — —oo, et t; — 400, nous pouvons définir I'amplitude vide-vide

en présence d’une source J (x) par

(Oout |0in) 7 = const. - / Do oIt [dte @)@

ot Sp[®] est cette fois-ci

= /d4a: Lo (®,0,)
(Oput |0sn) 0 = const. - /Dq) £tS0[®]
Comme dans la mécanique quantique nous définissons la fonctionnelle génératrice par

Zo[J] _ <00ut |Ozn> g

<Oout ‘Ozn>

b

ce qui nous permet d’écrire

[D® exp{i[d*z [Lo (‘P,auq))+J‘I)]}_

Zo[J] = [D® exp {i [dix Lo (®,0,P)}

8.3 Calcul de la fonctionnelle génératrice

(8.3)

(8.4)

(8.5)

En effectuant une integration par partie sous I’hypothése que les termes de bornes sont nuls,

nous pouvons écrire

/d% Lo(®,0,8) =

L [ dte o) (-0,00 ) 3l
ou encore
/d4x Lo (®,0,®) =
%/d“x d*y ®(z)Ko(x,y)®(y)
avec

Ko(z,y) = 6*(z — y) (—0"9, —m?) .

Nous définissons I'inverse du noyau Ko(x,y) par
(-0, —m?) Ky (2.9) = 8*( — )
Dans ce cas nous avons

/d y Ko(z,y) Ky ' (y, 2 /d4y 5z —y)dt(y — 2)
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8.3 Calcul de la fonctionnelle génératrice

et

[ty K5 ol 2 F @) = [ dty 8@ - 95ty - P () (8.12)
Pour calculer la fonctionnelle génératrice considérons I'intégrale
[J] = /D@ eXp{ z’/d4x (Lo (®,0,9) +J<D]} (8.13)
Comme I’équation du mouvement en présence de la source peut s’écrire
(=0, 0" —m?) ®(x) = —J(z) (8.14)
dont la solution formelle est de la forme
B(a) = Bola) ~ [ d'y K (@) () (8.15)

ol Pg(z) est la solution homogene, nous faisons alors le changement ®(x) — Po(x) avec

®(z) = o(z)— / Ao Ko, 21) T (21) (8.16)

y) = Doly) - [ dz K2 (z2) (8.17)

L’exposant dans Uintégrale I, [J] peut s’écrire alors

% / e dby (z) Koz, 1)0(y) + i / e J(2)0(z) =
/d4m d*y [@0 /d4zl (z,21)J (2 )} Ko(z,y) [ /d422 Yy, 22)J (22)
i / d*a J( ){@0 / Az Koz, zl)J(zl)} (8.18)
Par un simple developpement nous arrivons a
/d4:1: d*y ®(x)Ko(x,y)® —|—z/d4mJ
5 [ dt diyB @Kol 20(y)
f%/dzlx dryd*z Ko_l(x, 21)J (21) Ko(z,y)Po(y)
7%/d4$ diy d*z Do (z)Ko(x,y) Ko_l(y, 29)J (22)
i/d4l’ diydtz d*z Ko_l(m,zl)J(zl)Kg(x,y)Ko_l(y,ZQ)J(zQ)

+Z/d4xJ VDo (x fz/d4 /d4zl J(x) K5z, 21) (1)
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8 Le champ scalaire libre

Compte tenu des propriétés (8.11) et (8.12) nous obtenons
/d4wd4y@( ) Ko(z,y)® +Z/d4$J
§/d4x d*y®o(z) Koz, y)Po(y)
_%/d4x J(x)Po(x)
—%/d‘lx J(x)Po ()
%/d4x d'y J(x)Kq(z,) T (y)
+i [ d'a 7(@)2o(a)

—i/d4:v /d4y J(x) K (2, y)J (y)

Le résultat est donc
/d4a:d4y<1>( VKo(x,y)® +z/d4a:J
[t dybo@Ko(e)@oly) - 5 [dady T Ky @) )
Nous remarquons que le dernier résultat est quadratique par rapport aux champs ®( est

I'intégrale gaussienne sur ®y donne donc une constante qui ne dépend pas de la source. Nous
avons alors le fameux résultat

Zo[J] = exp {—;/d‘lx dy J(z)Ar(z,y) J(y)} . (8.19)

Notons a la fin de ce paragraphe que si nous dfinissons

Zy[®] :./\/exp{ i/d4a: Lo (@,aﬂ)} (8.20)

= /DCID exp { i/d4x Lo (@,8M<I))}, (8:21)
:/D@ Zy[®) exp{i/d4xJ(:v)<I> (x)}. (8.22)

Zp[J] peut alors étre considérée comme une transformée de Fourier fonctionnelles et ainsi la

avec

nous pouvons voir que

source J(z) introduite artificiellement peut étre considérée comme une variable conjuguée au
champ ®(x).

8.4 Le propagateur de Feynman

Le propagateur de Feynman Ap(z,y) est par définition 'inverse du noyau Ky(z,y) et en
raison de l'invariance par translations, Ap(z,y) = K, 1(17, y) ne dépend que de la différence
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8.5 Fonctions de Green

(z — y). En introduisant la transformée de Fourier Ap (k) nous pouvons écrire
d*k
(2m)*

Alors, léquation (—019, —m?) Ap(z,y) = 6*(z —y) devient juste une équation algébrique
(k? —m?)Ar(k) =1 avec la solution

Ap(r,y) = K3'(z,y) = / Ap(k) et @) (8.23)

~ 1
Ap(k)= ———F5— 8.24
rk) = (8.24)
Ici, le terme +ie est introduit pour assurer la convergence. En effet, il peut étre introduit dans
I'intégrale fonctionnelle en ajoutant le facteur

exp {; /d4m @2(95)] . e>0. (8.25)

Nous avons alors
d*k 1
(2m)% k2 — m?2 + ie

Ap(z,y) = / (k@) | (8.26)

8.5 Fonctions de Green

En fait, tous les observables en théorie des champs peuvent étre obtenus a partir des fonctions
a n points ou des fonctions de Green.

Plus intéressantes en T.Q.C. sont les fonctions de Green
GO (a1..wa) = (0 (T[&)(xl)..@(xn)} ‘ 0) (8.27)
ou |0) désigne le vide, annihilé par tous les opérateurs d’annihilation
az |0y =0 (8.28)

Ces fonctions de Green admettent une représentation fonctionnelle

_ JD® ®(z1)...P(z,) exp(iS[P])

Gslo) (T1...2p) | D exp(iS[P])

qui peut s’écrire sous la forme

GOy ...2,) = (1)" 5J(z1) 5" §J(xy)

Zo[J]

J=0

8.5.1 Fonction de Green a 2 points

La fonction de Green a deux points est définie par

©) (1) 52
G20 (£U1,1‘2) = <Z) m Zo[J}

J=0
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8 Le champ scalaire libre

D’abord nous calculons la premiere dérivée

xp |~ [ dedly J(@)Ar(ay) T)

5
_ (_;) _ / &z dty ;(}]((:Z)) Ap(z,y) J(y) + / 'z dy J @) ARy 5703

exp -—f /d4x dty J(z)Ar(z,y) J(y)

= 1 (—Z> / d*z d*ys(z — x2) Ap(z,y) J(y) + /d433 d'y J(2)Ap(z,y)d(y — 3«"2)]

exp :;/d‘lm dy J(x)Ap(z,y) J(y)
= - {/d‘lx Ap(x,z2) J(x)] Zo[J]

En utilisons la formule de Leibniz, nous obtenons

(1)2 m?m Zol]

) g [ s 0
= 4 {[/d4x Ap(x,xg);j((;)) } ZO[J}} +1 {[/d4x Ap(z,z2) J(ib):| gf?g[i})}

— i Ap(wr,w2) Zo[J] + [/d‘lx Ap(x,xl)J(x)] {/d‘ly Ap(y,xg)J(y)] Zo[]]

= i Ap(x1,22) Zo[J] + [/d4x dYy Ap(z,21)Ar(y, x2) J(x) J(y)] Zo[J]

Nous avons alors la fonction de Green a deux points

Géo)(xlvl'z) = iAp(z1,22) - (8.29)

8.5.2 Fonction de Green a 4 points
Pour la fonction de Green a 4 points nous avons

4 n
G(O) (131 T, T3 174) = <1) (5
4 ’ ’ ’ 7 5J(1’1)6J($2)6J($3)5J(£L’4)

ZO[J]‘

J=0

Suivant le paragraphe précédent, nous pouvons écrire

1\2 52
;) 57(w2)3 7 (a) 2ol

= 1 Ap(xs,x4) ZolJ] + [/ d*z dty Ap(z,z3)AR(y,x4) J(T) J(y)} Zo[J]
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8.5 Fonctions de Green

et

() ;
i) 8J(x1)0J(x2)0J (x3)0J(24)

. 1 2 52
Phrla g ((J cwmcwmz‘)[‘]])

. (1) W{U) [t 'y Aee, ) Br(p00) @) T0)| Zol

ZolJ] =

+ (1)2 _/d4x d'y Ap(z,3)Ap(y, 24) J (2) J(y)}

1

527y J]

+(1) g fo2> [ e diy ApG Aty 1@ J<y>] s

Nous obtenons alors le résultat

() ;
i) 0J(x1)0J(x2)dJ (x3)dJ (4)

ZolJ] =

(i) [AF(Il,@)AF(ﬂC&M) + Ap(x1,23)Ap (22, 24) + Ap(x2, x3)Ar (21, 24) | Zo[J]

+ i Ap(x1,x2) _/d4:c d*y Ap(z,x3)Ap(y, z4) J(2) J(y) Zo[J]
+ i Ap(xy,x3) -/d4x d*y Ap(x,z3)Ap(y,z4) J(z) J(y) Zo[J]
+iAp(a1, o) | / Bz dby Ap(o,23)Ap(y,o0) J(2) J)] ZolJ]

+ i Ap(xa, x3) _/d4$ dYy Ap(z,23)Ap(y,z4) J(z) J(y) ZolJ]

+ i Ap(xa,x4) _/d4x dty Ap(z,x3)Ap(y,z4) J(2) J(y) Zo[J]

+i Ap (s, 24) [/ d*z d*y Ap(z,21)Ar(y,22) J(2) J(y)| ZolJ]

_|_f[ {/d‘lx Ap(x xl)J(m)} Zo|J]

=1

Lorsque J = 0 nous obtenons la fonction de Green & 4 points GELO) (1,2, x3,24), qui s’exprime
en fonction de G(QO) (x4, 25)

GE;O) (1,72, 73, 74) = Géo) (x1,22) Géo) (w3, $4)+Géo) (x1,23) Géo) (!E27$4)+Gg0) (w1, 24) G(QO) (x2,23) .
(8.30)

8.5.3 Fonction de Green a (2n) points

L’identité (6.33) conduit au théoréme de Wick. Chaque fois qu'une dérivée agit sur I'exponen-
tielle du membre de droite de (6.31), elle engendre un facteur [ dtA (z,z) J (x). Une autre
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8 Le champ scalaire libre

dérivée devra agir ultérieurement sur ce facteur, sinon le terme correspondant s’annulera dans
la limite J = 0. Nous en concluons que la fonction de Green G° (x1, z3, ..., 7,,) est obtenue de la
maniére suivante : on considére tous les appariements possibles des points 1, 3, ..., Z,, (n doit
donc étre pair). A chaque paire (z;, ;) on associe la fonction de Green G (z;, z;) = i Ap (t;,t;).

GO (21,22, ey z20) = D GO (21, 22) GO (23, 24) .G (2201, 220) - (8.31)
P
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