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Conforme aux programmes officiels du LMD, ce polycopié (cours et exercices) de la 

matière : Comportement Mécanique des Matériaux Métalliques  s’adresse aux étudiants de 

Master et Licence, spécialité Génie des matériaux, Filière de Génie Mécanique du domaine des 

Sciences et Technologie (ST).  

Le cours est structuré selon le programme de la matière  (1er semestre, Master 1 GM) et le 

contenu des chapitres est largement inspiré des documents et sources cités dans la liste des 

références bibliographiques. Ce polycopié est organisé en Cinque chapitres qui suivent plus ou 

moins le déroulement des séances de cours. 

Le programme de la matière  se compose de trois grandes parties:  

La première partie   

Est consacrée aux essais mécaniques, lois simples, Elasticité et la Viscoélasticité  

La deuxième partie   

Est consacrée à  la plasticité, Viscoplasticité, Comportement élastoplastique 

La troisième partie   

Une introduction à l’endommagement et rupture des matériaux métalliques 

 

 

 J'espère que  ce polycopié aide les étudiants à mieux comprendre cette matière et enfin ce 

cours pourrait s’améliorer grâce aux retours que vous pouvez apporter par vos commentaires. 

Ces derniers sont les bienvenus sous forme de mails à l’adresse :  

                    breksamir4000@gmail.com   ou    brek_samir@univ-khenchela.dz 

 
Je remercie chaque auteur son travail est cité dans 

ce polycopié de cours. 
 

N'oublions jamais  qu'en citant les travaux scientifiques d'autres chercheurs, vous pourrez par la 
suite être mentionné à votre tour dans les travaux des autres. 

 

Merci. 
Dr. Brek Samir 
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Introduction générale 

  

 Aujourd’hui, la science des matériaux permet de concevoir de nouveaux matériaux 

adaptés à chaque nouvelle application technologique. La conception d’un nouvel objet technique 

peut passer par une sélection de matériau dans une base existante mais aussi par la conception 

d’un nouveau matériau adapté au mieux à l’application visée et de son procédé de fabrication. 

 Chaque étude du comportement mécanique des matériaux vise à comprendre leur réponse 

à une contrainte donnée. Le comportement mécanique est la réponse d'un matériau lorsqu'il est 

sollicité. Sous la contrainte appliquée, le matériau peut se déformer ou se fissurer. Le type de 

déformation engendrée dépend de l'intensité et la direction de la contrainte et les variables mises 

en jeu dans le domaine du comportement sont :  le tenseur des contraintes et  le tenseur des 

déformations.  

 En effet, si le comportement élastique  linéaire représente actuellement le cadre de la 

majorité des calculs des structures réalisées dans l’industrie, d’autres types de comportement 

mécanique sont de plus en plus utilisées car ils s’approchent plus de la réalité ( le comportement 

élastoplastique) et permettent donc un dimensionnement et des modélisations plus prisses(choix 

du matériau, optimisation de la forme, respect des points de fonctionnement, . . . ). 

 Les matériaux  sont généralement classés en quatre grandes catégories, selon la nature de 

leurs liaisons  atomiques, dont on peut résumer les propriétés principales comme suit : 

-Les métaux : ce sont les matériaux les plus utilisés pour les applications structurelles, 

principalement les métaux ferreux les métaux non ferreux sont des alliages de L’Aluminium , Le 

cuivre et ses alliages comme le bronze et le laiton , le Titane , le Nickel, le Palladium et le 

Platine . Ils ont la capacité de se déformer en permanence, ce qui permet des opérations de 

formage par déformation plastique ou d'assemblage par déformation plastique et leur donne une 

résistance élevée à la rupture. De plus, Le matériau métallique est dense et présente une bonne 

conductivité électrique et thermique. 

-Les céramiques : sont les matériaux les plus anciens et les plus utilisés en génie civil. Ils 

peuvent généralement être utilisés sous forme de pâte (par exemple du béton). Ces matériaux ont 

une bonne résistance à l'usure, mais pas de résistance aux chocs, leur densité est inférieure à celle 

des métaux, des isolants thermiques et électriques, et sont généralement poreux et cassants. 

-Les polymères : Si nous parlons de matières synthétiques, ces matières sont les plus récentes, 

mais il existe également un grand nombre de polymères naturels (comme les fibres végétales). 

L'avantage du plastique est qu'il peut être déformé plastiquement ou moulé par injection à l'état 

liquide. Ils peuvent être thermoplastiques (recyclables et malléables, comme les métaux) ou 
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thermodurcissables. Les polymères sont  généralement de mauvais conducteurs électriques ou 

thermiques  et une densité est très faible. 

-Les composites et les matériaux structuraux : Ce sont des combinaisons hétérogènes de 

matériaux, mais leur structure est définie selon la destination (utilisation), ou développée sous 

différentes contraintes mécaniques ou thermiques. 

 L’objectif principal de ce polycopié est de donner un aperçu assez général du 

comportement des matériaux métalliques, et les modélisations du comportement possible pour 

arriver à ce but  les sous-objectifs sont : 

1- Etablir les relations entre les propriétés mécaniques à une échelle donnée et le comportement 

mécanique globale du matériau métallique.  

2- Etablir les relations entre   le tenseur des contraintes et  le tenseur des déformations en 

fonction des plans de symétrie du matériau (lois de comportement). 

3- L'effet de la température imposée sur le comportement mécanique globale du matériau.   

4- L'effet des déformations irréversibles ou permanentes qui se produisent au delà d'un seuil de 

contrainte appelé seuil de plasticité ou limite d'élasticité sur le comportement mécanique globale 

du matériau.   

 Ce polycopié de la matière  comportement mécanique des matériaux métalliques se 

compose de cinque  chapitres :  

Le 1er chapitre est consacré à tout ce qui est en rapport avec les essais mécaniques. 

Le 2eme chapitre est consacré à élasticité linéaire, élasticité non-linéaire et la viscoélasticité 

linéaire. 

Le 3eme chapitre traitera la plasticité, phénomène d’écrouissage et  critère de plasticité. 

Le 4eme chapitre est consacré au  comportement d'un matériau élastoplastique. 

Le 5eme chapitre présente une introduction de l'endommagement et la rupture d'un matériau 

métallique 

 



 

 

Chapitre  
      

        Essais Mécaniques - Lois simples 
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1.1 Paramètres importants 

1.1.1 Élément de volume représentatif 

 Pour réaliser un essai mécanique, un élément de volume ”représentatif” du matériau doit 

être utilisé, afin que les hypothèses des milieux continus soient satisfaites, figure (1.1). En effet, 

on caractérise les propriétés d’un matériau à une échelle donnée. A cette échelle d'observation le 

matériau est considéré comme homogène. Si l'échelle qui caractérise cette propriété est 

comparable à l'échelle de la diversité interne du matériau, les résultats sont répartis. Plusieurs 

tests seront nécessaires pour déterminer la distribution moyenne et statistique exacte de la 

propriété. Prenons un exemple, on cherche a déterminer  la densité du béton armé. La densité 

peut être caractérisée sur une échelle métrique. Elle est fonction du taux volumique du béton 

multipliée par la densité du béton et du taux volumique de l'acier multipliée par la densité de 

l'acier (lois de mélange utilisé pour les matériaux). Au niveau du centimètre, la densité du béton 

sera fonction des fractions volumiques des granulats et de  ciment. Et ainsi de suite pour les 

échelles inférieures. 

Par conséquent, les propriétés du matériau peuvent être optimisées à une échelle donnée en 

fonction de la connaissance des caractéristiques de composition d'un matériau donné. Cette 

approche d'échelle (changement d'échelle) est généralement utilisée en science des matériaux, 

parfois il est qualitatif, parfois il est quantitatif,[1]. 

Selon le type de matériau, le tableau (1.1) donne les dimensions caractéristiques minimales de 

l'éprouvette à utiliser. 

 

Tableau 1.1 La taille minimale d'un élément de volume représentatif, [2]. 

Type de matériau Type et taille des 
hétérogénéités 

Elément de volume 
caractéristique (mm3) 

Métaux et alliages grain : 0.001 à 0.1 mm 0.5 x 0.5 x 0.5 
polymères molécule : 0.01 à 0.05 mm 1 x 1 x 1 
bois fibres : 0.1 à 1 mm 10 x 10 x 10 
béton granulats : ൎ 10 mm 100 x 100 x 100 
 

 

Figure 1.1 Élément de volume représentatif(VER) 
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1.1.2 Vitesse de déformation et température 

La vitesse de déformation (ߝሶሻpeut avoir une influence décisive sur les propriétés du 

matériau(comportement). Par conséquent, lors de la réalisation d'un essai(test), il est important 

d'utiliser une vitesse aussi proche que possible de la vitesse qui sera ensuite utilisée pour le 

dimensionnement. 

  Par exemple, si l'objectif est de vérifier la résistance au fluage de la structure, sous son 

propre poids,  la vitesse de déformation à considérer sera très faible. En revanche, si le but est de 

vérifier la résistance sismique de la structure, la même vitesse de déformation peut prendre une 

valeur plus élevée, et la loi de comportement utilisée peut être différente, [2].  

En mécanique et spécialement en mécanique des milieux continus, pour étudier les 

déformations d'un élément de matière, on s'attache à décrire ce qui se passe localement et non 

pas d'un point de vue global, et à utiliser des paramètres indépendants de la forme de la pièce. La 

vitesse de déformation ߝሶ que l'on considère est donc la dérivée par rapport au temps de la 

déformation ε , on la note donc  « epsilon point » elle s'exprime en s-1, parfois en % /s: 

 

ሶߝ ൌ
డఌ

డ௧
                                                              ሺ1.1ሻ 

                      
Par exemple, une machine hydraulique ou mécanique sera utilisée pour des essais de 

compression uniaxiale quasi-statique. Un côté de l'éprouvette est fixé sur une traverse fixe, et de 

l’autre sur une traverse qui se déplacera à une vitesse donnée, relativement lente. L'essai sera 

effectué dans un état «quasi-statique», c'est-à-dire sans tenir compte de l'influence de l'inertie 

dans l'équation de l'équilibre. En revanche, dans le régime dynamique, la machine classique ne 

suffira plus car la traverse ne pourra plus atteindre la vitesse requise, tableau (1.2),[2].  

 

Tableau 1.2 Temps caractéristiques et types d’essais,[2]. 

 

 Les figures (1.2 et 1.3) illustrent l'effet de la vitesse de déformation (ߝሶሻsur les propriétés 

mécaniques et le comportement des matériaux (résultat obtenus en modifiant la vitesse de 

déformation) .On dit alors que le matériau est sensible au (ߝሶሻ. Cette sensibilité sera d'autant plus 

grande que les deux courbes en pointillés de la figure (1. 2) sont éloignées. 
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Figure 1.2 Courbe de traction typique avec sauts de vitesse,[2]. 

 

Figure 1.3 Courbes de contrainte vraie-déformation plastique vraie d'un acier obtenues à partir d'essais 
de traction à différentes vitesses de déformation et températures de 

(a) 550 ° C;(b) 600 ° C; (c) 650 ° C,[3]. 
 

 Dans le tableau (1.2), l'état thermique de l'essai est exprimé en fonction de la vitesse de 

déformation. La capacité (puissance) de déformation plastique est essentiellement dissipée en 

chaleur dans l'élément de volume considéré. Par exemple, dans les métaux, environ 90% de la 

capacité de déformation plastique est dissipée avec la chaleur et le reste est stocké dans le 

matériau. Par conséquent, cette chaleur doit être évacuée par conduction thermique. 

 Dans un test "lent" (état de fluage mécanique ou quasi-statique), la chaleur a le temps de 

se dissiper, le test peut donc être considéré comme isotherme. Dans un état intermédiaire ou 

d'impact, l’éprouvette chauffera rapidement et la chaleur générée n'aura pas le temps de se 

dissiper. Cela a un impact sur l'évolution des propriétés du matériau et de sa structure. Par 

conséquent, afin de simuler le processus de mise en forme, la loi de comportement du matériau 

est généralement donnée à différentes températures,[2].    
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1.1.3 Direction de sollicitation 
 Lors de la réalisation d'essais mécaniques, le choix de la direction des contraintes peut 

être décisif. En effet, cela limite généralement l'utilisation et la précision de la loi de 

comportement obtenue. Nous pouvons diviser les sollicitations en deux catégories:  uniaxiale et  

multiaxiale. Les principaux essais uniaxiaux utilisés sont : la traction-compression, la torsion et  

la flexion,[2]. 

 Lorsqu’une contrainte est appliquée à l'éprouvette dans la direction de l'espace de 

contrainte. La modification des paramètres de test ne changera pas cette direction. Les tests 

multi-axes sont variés. Ils sont plus difficiles à expliquer. Ils combinent généralement plusieurs 

contraintes uniaxiales les unes avec les autres au fil du temps pour tester l'effet des directions des 

contraintes sur les propriétés des matériaux. Le test multiaxial le plus courant est le test "traction-

torsion",[2]. 

1.2.  Types de sollicitation 

1.2.1 Essais monotones 

 Les essais monotones les plus utilisés sont :traction, compression, torsion et flexion. Une 

contrainte est appliquée sur le matériau jusqu'à ce que le matériau se brise comme dans la 

traction, torsion et la flexion, ou jusqu'à ce qu'il se déforme suffisamment comme dans la 

compression. En fonction de l'application de la contrainte, on peut principalement effectuer des 

essais d'écrouissage, de fluage ou de relaxation, figure (1.4) ,[2]. 

 

Figure 1.4 Essai d’écrouissage en traction. 

La figure 1.4 montre une courbe force-allongement (et la courbe contrainte déformation 

associée) typique obtenue sur un métal lors d’un essai d’´ecrouissage en traction monotone. Ce 

type d’essai est généralement réalisé à des vitesses comprises entre 10−3 et 1 s−1. On distingue 

successivement : 



Chapitre 1 : Essais mécaniques – Lois simples                                                                       
 

 Comportement  mécanique  des matériaux  métalliques -Brek. S -                                                                             7 
 

– un domaine de comportement élastique réversible, où  l’arrêt de la sollicitation permet à 

l’´eprouvette de retourner dans son état initial, et où les contraintes et les déformations sont 

reliées linéairement par la loi de Hooke. 

– un domaine de comportement plastique homogène, caractérisé par une déformation irréversible 

du matériau. 

– un domaine de comportement plastique hétérogène, initié par l’apparition d’une "striction". La 

déformation se localise dans l’´eprouvette jusqu’à rupture de celle-ci. 

 Le test de fluage est effectué en appliquant une contrainte constante (généralement en 

tension) au matériau. Le type de courbe obtenu est donné sur la figure (1.5). Pour une contrainte 

constante donnée, il représente la déformation de l'échantillon dans le temps. La première 

déformation apparaît instantanément lors du chargement. Il s'agit de la déformation 

correspondant à la contrainte appliquée dans le test d'écrouissage. Ensuite, une déformation lente 

se produit avec le temps. La vitesse de déformation est d'environ 10-6 à 10-4 s-1. Initialement 

(domaine de fluage primaire), elle décroit, pour atteindre une valeur constante dans le domaine 

de fluage secondaire. Finalement, la vitesse de déformation augmente jusqu'à  la rupture de 

l'éprouvette, [2]. 

 

Figure 1.5 Représentation schématique d’une courbe de fluage. 

 Le test de relaxation permet de caractériser l'évolution de la contrainte interne d'un 

matériau dans le temps. Pour cela, nous appliquons une déformation constante à l'éprouvette, 

puis observons l'évolution de la contrainte, comme le montre la figure (1.6). Ce type de test est 

largement utilisé pour obtenir la viscoplasticité des matériaux. 

 



Chapitre 1 : Essais mécaniques – Lois simples                                                                       
 

 Comportement  mécanique  des matériaux  métalliques -Brek. S -                                                                             8 
 

 

Figure 1.6 Représentation schématique d’un essai de relaxation. 

1.2.2 Essais cycliques 

 Les essais cycliques sont caractérisés par une suite de sollicitations alternées. Les plus 

courants sont ceux de traction-compression, mais on utilise également  des essais de flexion ou 

de torsion alternée. Le but de ces tests est d'obtenir la loi de comportement "cyclique" du 

matériau pour caractériser son évolution en cycles de contraintes. Les essais de traction 

compression peuvent être réalisés à déformation ou à contrainte imposée. 

 La figure (1.7) montre le type de résultats obtenus en déformation imposée (traction-

compression par exemple). Lorsque l’amplitude de contrainte n’évolue plus sur plusieurs cycles, 

on dit que l’on a atteint le "cycle stabilisé". Afin d'obtenir la loi de comportement cyclique du 

matériau, on effectue plusieurs essais mécaniques à déformation imposée. Pour chaque essai, on 

note l’amplitude de contrainte aux cycles stabilisés, que l’on trace en fonction de l’amplitude de 

déformation. La figure (1.7) montre le type de courbe obtenu, appelé ”courbe de consolidation 

cyclique”. Cette courbe est similaire à la courbe obtenue dans le test d'écrouissage, mais ne 

reflète pas du tout le même type de comportement,[2]. 

 

Figure 1.7  Essai cyclique à déformation imposée. 
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Figure 1.8  l’amplitude des contraintes (essais cycliques). 

 La fatigue est un processus qui modifie les propriétés locales du matériau à mesure que la 

contrainte change au fil du temps et peut provoquer des fissures et éventuellement casser la 

structure. L'amplitude maximale de ces contraintes est bien inférieure à la résistance à la traction 

du matériau. Généralement, la fatigue peut être divisée en trois domaines de recherche. Pour 

cette raison, nous exprimons l'amplitude de la contrainte en fonction du nombre de cycles de 

défaillance. Pour chaque plage de contrainte appliquée, nous pouvons attribuer plusieurs cycles 

dans lesquels les pièces sont cassées. Ce sont des courbes de Woehler,[4]. Donc le nombre de 

cycles à rupture lors d’un essai de fatigue est un renseignement intéressant. Il pourra en effet être 

utilisé ultérieurement pour prévoir la durée de vie d’une pièce en service, en fonction de ses 

sollicitations.  

  

 

Figure 1.9  Courbe de Woehler définissant les trois domaines de la fatigue des matériaux, [4]. 
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Figure 1.10  Courbe de Woehler typique (modèle1 et 2), [5,6]. 

 1.3  Essais mécaniques 

1.3.1   Essai de traction  

 Objectifs de l’essai  

L’essai de traction est le moyen le plus utilisé pour caractériser le comportement 

mécanique des matériaux et pour déterminé les caractéristiques mécaniques ,sous des 

sollicitations progressives à vitesse de chargement faible.  

 Principe de l’essai  

Les éprouvettes de l’essai de traction, sont conçues en forme de barreau prismatique ou 

cylindrique présentant une partie centrale calibrée à section constante S0 et longueur L0 

raccordée à chaque extrémité à une tête de section plus importante, sont fixées dans une machine 

de traction. L'essai de traction est effectué à température ambiante comprise entre les deux 

températures 10 ° C et 35 ° C. Les essais de traction peuvent être effectués à différentes 

températures allant de basse température (température cryogénique) à haute température 

inférieure à la moitié de la température Tf (température de fusion), [7]. 

 Eprouvettes  

La forme et les dimensions des éprouvettes conviennent à la forme et aux dimensions des 

produits métalliques dont on veut déterminer les caractéristiques mécaniques, figure (1.11). Les 

éprouvettes sont généralement obtenues par usinage d'échantillons de produits semi-finis ou 

d'ébauches moulées. Toutefois, les produits de la section constante (barres, profilés, etc.), ainsi 

que les éprouvettes brutes obtenues en fonderie (fontes, alliages non ferreux) peuvent être 

soumises à l’essai sans passer par usinage. Les éprouvettes de traction (éprouvettes usinées) 

doivent avoir une partie de raccordement entre la zone de serrage et la partie calibrée (utile), 

lorsque celles-ci sont de dimensions différentes. Les dimensions de ce congé peuvent être 
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importantes et il est conseillé pour qu’elles soient définies dans la spécification du matériau. Les 

têtes de fixation peuvent être de toute forme ajustée aux dispositifs de fixation. Les éprouvettes 

non usinées (brutes de fonderie) doivent comporter un congé de raccordement séparant la tête de 

fixation et la partie calibrée sur les deux cotés.  

 

 

Figure 1.11  Dimension de l’échantillon pour l’essai de traction. 
 

Tous les paramètres dérivés de l'essai de traction expliquent les propriétés du matériau 

selon la direction de l'essai. Par conséquent, ces valeurs dépendent du sens de prélèvement de 

l'échantillon (éprouvette) par rapport aux directions possibles d'anisotropie. Par exemple le sens 

de sélection doit donc toujours être spécifié pour les plaques laminées,[7] : 

• direction L, indice 0°  

• direction T, indice 90°  

• direction oblique, indice 45°. 

 

Figure 1.12 Evaluation des caractéristiques d’un cordon de soudure (exemple),[7]. 
 

 Éprouvette non-proportionnelle : 

 Les valeurs de L0 couramment trouvées sont : 50mm, 80mm, 100mm ou 200mm, 

Plusieurs valeurs obtenus par l'essai de traction  ne sont comparables entre elles que avec la 

condition : même longueur L0 et de même section S0 

 Éprouvette proportionnelle : 

  Les mesures effectuées avec des éprouvettes (type proportionnelles) avec les mêmes 

valeurs de  k et n peuvent être comparées les unes aux autres. 

଴ܮ ൌ ݇.ඥܵ଴ ܮ ݑ݋଴ ൌ ݊. ݀଴                                                  (1.2) 
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Où : 
•  L0 est la longueur de la partie entre repères ; 
•  k est un coefficient (les valeurs communément rencontrées sont 4, 5,65, 8,16 et 11,3) ; 
•  n est un coefficient (les valeurs communément rencontrées sont 4, 5 et 8) ; plus n est 

grand, plus la contrainte dans la section entre repères est homogène 
•  d0 est le diamètre de la partie entre repère d'une éprouvette cylindrique. 
•  S0 est l'aire de la section droite. 

Dans la pratique, la valeur k adoptée sur le plan international est 5,65 (norme ISO 6892-1) ce 

qui correspond à n = 5 pour une éprouvette cylindrique, [8] : 

଴ܮ ൌ 5. ݀଴  et   ܵ଴ ൌ .ߨ
ௗబ
మ

ସ
   Dou    ܵ଴ ൌ ට

ସ

గ
. ඥܵ଴                                (1.3) 

En posant ܭ ൌ 5.ට
ସ

గ
ൌ 5,6419   On obtient ܮ଴ ൌ 5,65.ඥܵ଴ 

 Exécution de l’essai  

 La machine de l'essai de traction est constituée d’un bâti rigide équipé d’un travers fixe à 

laquelle est fixée l’une des têtes de l’éprouvette , l’autre extrémité de l’éprouvette est fixée à une 

traverse mobile. Le mouvement de la partie mobile dans la machine de traction est assuré par un 

système hydraulique ou par des vis sans fin. La force (F) imposée à l'échantillon et l'allongement 

 ሻsont mesurés à laide de dynamomètre et un extensomètre. Ceci, permettra d’aboutir à desܮ∆)

résultats d’enregistrement de la courbe brut de traction, F=f(ΔL), caractéristique de l’échantillon 

et de sa géométrie. 

 

  

Figure 1.13 Schéma d’une éprouvette de traction cylindrique et de son évolution  
en cours d’essai, [7,8]. 
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Figure 1.14 Exemple d'une machine pour essai de traction,[8]. 

 Exploitation des résultats de l’essai  

 Courbe conventionnelle  

 Afin d'utiliser les courbes brutes de l'essai de traction, on doit les modifier pour que les 

résultats obtenus (contraintes et déformations) soient fonction que de matériau étudié et non de la 

géométrie de l’éprouvette. Pour ce faire, on rapporte la charge F(N) à la section initiale S0 (mm2) 

de l’éprouvette en vue d’obtenir la contrainte conventionnelle σC (MPa). Et on rapporte 

l’allongement (mm) à la longueur initiale L0, pour obtenir la déformation conventionnelle εc, 

soient :  

௖ߪ ൌ
ி

ௌబ
    ሾܽܲܯሿ   ,     ߝ௖ ൌ

∆௅

௅బ
    ሾ%ሿ                                     (1.4) 

 
Figure 1.15 Courbes conventionnelles typiques de traction pour quelque matériaux,[9]. 
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Figure 1.16 Courbes conventionnelles typiques de traction avec les étapes d'endommagement 
d'éprouvette,[9,10].  

OA : allongement élastique linéaire, réversible.  

AD : allongement élastique plus allongement plastique permanente réparti.  

La suppression de la force appliquée (BC) laisse apparaître un allongement plastique rémanent 

(OC). Une remise en charge conduit à une nouvelle limite d’élasticité (CB). 

DF: apparition et progression d'une striction (réduction de section localisée) dans les matériaux 

ductiles. 

En F : la rupture de l'éprouvette 

Re : limite d'élasticité (MPa) 

Rm : résistance à la traction (MPa) 

Rp0,2 ou Re0,2: limite conventionnelle d'élasticité à 0,2% d'allongement plastique (MPa) 

La limite élastique, notée Re0,2 correspond au point où le comportement cesse d'être élastique 

pour devenir plastique. Pour certains matériaux, le passage d'une zone à l'autre pouvant être 

progressif (figure 1.17), il est nécessaire de définir un critère permettant de fixer tout de même 

une valeur de Re. Ainsi on choisit souvent Re0,2 qui correspond après décharge à un allongement 

plastique (ou rémanent) de 0,2%. On définit des limites conventionnelles à 0,2% ; 0,l % ; 0,02 % ou 

0,01 %. 

A% : allongement pou cent après rupture (%) 

Z% :coefficient de striction (%) 

 

ܴ௘ ൌ
ி೐

ௌబ
  ,     ܴ௘ ൌ

ி೘

ௌబ
%ܣ    ,  ൌ

௅ೠି௅బ

௅బ
100                        (1.5) 

    et     ܼ% ൌ
ௌబିௌೠ

ௌబ
100 
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Figure 1.17 Détail pour le calcul de E (pente de la partie élastique) et Rp0.2. 

 La courbe conventionnelle est donc obtenue à partir d’enregistrement F et ΔL, effectué 

lors de l’essai en rapportant la force à la section initiale pour raisonner en terme de contrainte, et 

en rapportant l’allongement à la longueur initiale pour raisonner en termes d’allongement relatif. 

On obtient ainsi une courbe, indépendante des dimensions de l’éprouvette utilisée. 

 Les caractéristiques en rapport avec l'essai de traction 

En utilisant les résultats des courbes de traction on peut mieux comprendre les 

caractéristiques,[9] : 

 La rigidité est une propriété importante elle est fonction de l'énergie des liaisons entre les 

atomes  qui composent le matériau métallique. La rigidité est principalement mesurée par le 

module de Young (E). Plus le module E est élevé, plus le matériau est rigide.  

  La résistance représente la contrainte maximale (Rm) qu'un matériau peut supporter 

avant de se rompre (fissures). Cette résistance dépend de la résistance du collage (résistance des 

joints, résistance des liaisons), mais aussi de la forme de la pièce et les défauts dans le matériau 

et l'éprouvette. 

 La ductilité est la capacité d'un matériau à se déformer de façon permanente avant de se 

rompre. La ductilité est directement proportionnelle à l'allongement(A%). Au contraire, lorsque 

la déformation permanente est très faible ou nulle, on parle donc d'un matériau fragile. Un 

matériau cassant peut avoir une résistance très élevée. 

Si ܣ% ൒ 5%  les matériaux sont considérés comme ductiles. 

Si ܣ% ൏ 5%  les matériaux sont considérés comme fragiles ou cassants. 

 La Malléabilité : cette propriété est identique à la ductilité mais appliquée à la 

compression.  
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la partie utile de l'éprouvette de traction reste constant en raison d'une déformation élastique 

uniforme et que le volume est maintenu, nous avons, [10,7] : 

ߪ ൌ
ி

ௌ
                                                                   (1.11) 

ܵ଴. ଴ܮ ൌ ܵ. ܮ ൌ ܵ. ሺܮ଴ ൅ Δܮሻ                                        (1.12) 

ܵ ൌ
ௌబ

ଵାఌ
                                                                 (1.13) 

Donc  ߪ௩ ൌ
ி

ௌబ
. ሺ1 ൅ εୡሻ ൌ .௖ߪ ሺ1 ൅ εୡሻ                                 (1.14) 

Pour la déformation rationnelle : 

L’allongement instantané est égal à dL/L, au même instant l'allongement depuis le début de 

l'essai est L, en  considérant des allongements infiniment petite dL : 

 

௥ߝ ൌ ׬
ௗ௅

௅

௅

௅బ
ൌ ሺ1݊ܮ ൅  ௖ሻ                                                          (1.15)ߝ

 

Figure 1.19  Exploitation des résultats de traction. 

 

1.3.2   Les essais de dureté par pénétration 

 Objectif et principe de dureté  

 La dureté, de symbole général H (Hardness), est la mesure de la résistance d’un matériau 

à la pénétration. Cette dernière est fonction de plusieurs facteurs: la déformation élastique et 

plastique, le frottement pénétrateur-surface, la géométrie de pénétrateur, ses propriétés 

mécaniques et la charge.  
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Les tests de dureté consistent à insérer un pénétrateur (partie du mécanisme) dans le matériau. La 

charge (F) est constante pendant un temps bien donné, puis mesurez la taille de l'empreinte (d ou 

e ), Le métal étant plus tendre (ductile), la taille de l'empreinte sera plus grande. 

Divers tests de dureté peuvent être effectués pour mesurer la dureté des matériaux, les plus 

couramment utilisés étant les tests de pénétration ou de  rebondissement. Exemple  des méthodes 

de mesure: la dureté Brinell, la dureté Vickers, les duretés Rockwell C et B . Bien que la valeur 

de dureté soit sans dimension, les duretés Brinell et Vickers, de par leur définition, sont 

homogènes à des contraintes.  

 Eprouvettes  

La surface de l'échantillon doit être propre, plane et lisse. Plus la taille du pénétrateur est 

petite, plus l'état de la surface doit être lisse. Le polissage est parfois obligatoire. La préparation 

de l’éprouvette doit être faite sans provoquer des modifications Par exemple, les propriétés du 

matériau changent en raison du chauffage ou de l'écrouissage.  

 L’épaisseur de l’éprouvette doit être suffisante pour qu’aucune trace d’une déformation 

ne soit visible sur la surface opposée à celle de l’application de la charge. D’après une règle 

générale, l’épaisseur minimale est au moins dix fois supérieure à la profondeur de l’empreinte. 

L’essai de dureté est relativement économique (pas d’éprouvettes à réaliser). On peut mesurer la 

dureté sur la pièce elle-même pour des cas de pièces bien précises. En soudage, la dureté est 

mesurée dans des zones précises : dans la soudure, dans les zones de liaison, les zones 

thermiquement affectées (ZAT) et les métaux de base. 

 

 Exécution de l’essai  

Utilisez un appareil avec une rigidité et une stabilité suffisantes pour les tests. L'essai doit 

être sans la présence des chocs et des vibrations, sinon le résultat est faux. Pendant le 

chargement, l'éprouvette doit être installée sur le support rigide de l'équipement. Le test le plus 

courant est le test de pénétration, et les tests les plus classiques sont les tests Brinell, Vickers et 

Rockwell. 
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Figure 1.20  Dispositif pour l'essai de dureté (exemple),[9]. 

 
 Essai Dureté Brinell  

 J.  A. BRINELL, métallurgiste, a travaillé sur la transformation des aciers en fonction de 

la température. Pour déterminer la dureté des différents matériaux testés, il avait besoin d'un test 

non destructif. Il a développé son test de dureté  basé sur un pénétrateur avec un bille pour les 

alliages à faible teneur en carbone [13]. L'essai de Brinell consiste à imprimer une bille en 

carbure ou en acier au tungstène (avec un diamètre D en mm) sous l'application d'une  charge 

d'essai F (N) sur la surface de la pièce à tester en suite mesurer le diamètre d de la cavité 

résiduelle après retrait de cette charge. La charge d’essai F(N) est choisie à partir d’une gamme 

normalisée adaptée au diamètre de l’indenteur et au matériau testé. 

Les formules permettant d'obtenir une valeur sur l'échelle de Brinell sont les 

suivantes,[7,9,10,13,14] : 

ܤܪ ൌ
ଶ.ி

௚.గ.஽.ሺ஽ିඥ஽మିௗమሻ
ܤܪ  ,       ൌ

଴,ଵ଴ଶ.  ଶ.ி

గ.஽.ሺ஽ିඥ஽మିௗమሻ
                 (1.16) 

ܤܪ   ݐ݁ ൌ
଴,଴଺ସଽ .ி

஽.ሺ஽ିඥ஽మିௗమሻ
 

HB = Dureté Brinell. 
F = Force appliquée  (N). 
D = Diamètre de la bille (mm). 
d = Diamètre de l'empreinte laissée par la bille (mm). 
g = Accélération terrestre  (9,80665) 

 Le kilogramme-force  

 L'unité  kilogramme-force ou kilogramme-poids (kgf ou kgp) est une unité pour mesurée 

les forces, qui ne fait pas partie du système international (SI) , qui relie les notions de masse et de 
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poids. Pour convertir une valeur exprimée en kgf en newtons (N), nous multiplions la valeur 

considérée par l'accélération de la pesanteur (g=9,806 65 m/s2). 

1 kgf = 9,806 65 N   et     1 N = 0,101 972 kgf 

 
 Démonstration de la formule de Dureté Brinell  

 
 L'aire superficielle de calotte sphérique S laissée par la pénétration de l'indenteur bille est 

fonction du diamètre initiale de la bille  D et d'empreinte résiduelle d, [15]: 

 

 

 

 

 

ܵ ൌ .ߨ .ܦ ݄  ݐ݁  ݄ ൌ
ଵ

ଶ
ሺܦ െ ඥܦଶ െ ݀ଶሻ                                    (1.17) 

Soit encore : ܵ ൌ
గ.஽

ଶ
ሺܦ െ ඥܦଶ െ ݀ଶሻ 

ܤܪ ൌ
ி

ௌ
                                                                       (1.18) 

Avec F en kgf  et s en mm2,  g  Accélération terrestre  (9,80665) 
 

 Conventions de notation 

 L'essai est réalisé à l’aide d’une bille en acier dur dans le cas général. Le chiffre résultat 

de la dureté obtenu est noté alors HBS. Pour les métaux très durs, les billes d'acier traditionnelles 

sont remplacées par des billes de carbure de tungstène, et la valeur de dureté obtenue est 

représentée par HBW (W est le symbole chimique du tungstène). 

  Dans le cas général, on suppose que le diamètre de la sphère est de 10 mm. Pour les 

matériaux très durs, des billes de plus petit diamètre sont utilisées. La force appliquée est  29 430 

N. Pour les métaux moins durs, moins de force sera appliquée. Généralement, le temps 

d'application de la force d'essai estimé à 15 s et varie de manière similaire en fonction de la 

dureté du matériau. Pour effectuer un test de résistance Brinell, certaines précautions 

opérationnelles doivent être prises. Par exemple, la force  doit être appliquée progressivement. 

La finition de la surface d'éprouvette doit être de bonne qualité pour que le diamètre  de 

l'empreinte puisse être lu clairement. 
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La valeur de dureté est indiquée par un nombre devant le symbole HBS ou HBW, devant trois 

chiffres après le symbole où se trouvent les conditions de test  (diamètre de la bille, charge et 

temps de maintien). 

Exemple : 350 HBS 5/750/20 , correspond à une dureté de 350 mesurée avec une bille d'un 

diamètre de 5 mm avec une charge de 7 355 N (750 kgf) pendant 20 s. Les diamètres des billes 

couramment utilisées sont de 1-2-2,5-5 et 10 mm. S'il n'y a pas de nombre après le symbole HBS 

ou HBW, cela signifie que le test a été effectué dans des conditions normales. (d=10 mm et F=29 

430 N appliquée pendant 10 à 15 s).Pour éviter la déformation de la bielle (détérioration), 

l’usage de l’essai Brinell est limité aux matériaux tels que  HBS <350 ou HBW<650. 

 

Figure 1.21  Principe de l’essai Brinell et empreinte typique de l’essai. 

Voici quelques valeurs du nombre de Brinell pour quelques matériaux comme exemple: 
 

Tableau 1.3 Dureté Brinell pour quelques matériaux. 

 
 

Normes européennes (EN) et internationales (ISO) : 

•EN ISO 6506-1 : Pour les matériaux métalliques - Essai (dureté Brinell) - La partie 1 : Méthode 

d'essai 

•EN ISO 6506-2 : Pour les matériaux métalliques - Essai (dureté Brinell) -La partie 2 : 

Vérification et étalonnage des machines d'essai 
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•EN ISO 6506-3 : Matériaux métalliques - Essai de dureté Brinell - Partie 3 : Étalonnage des 

blocs de référence 

 
 Dureté Meyer 

 
Meyer a montré que l’enfoncement d’une bille dans un métal est donné par la formule : 

L’exposant m et le coefficient k de la loi de Meyer varient avec la nature du métal et son état. 

Dans les métaux durs m vaut 0 à 0,15 environ et dans les métaux écrouis vaut 0.3 à 0.6 .            

La mesure est effectuée avec le même principe que la dureté Brinell. 

On peut définir alors la dureté Meyer comme suit, [16]: 

 

ி

ௗమ
ൌ ሺܭ

ௗ

஽
ሻ௠   ,    ܯܪ ൌ

ସி

గௗమ
ܯܪ     ,  ൌ

ସ௄

గ
ሺ
ௗ

஽
ሻ௠                      (1.19) 

Avec : F en Kgf   et d, D en mm 
 

ܯܪ ൌ 0,102
ସி

గௗమ
                                                  (1.20) 

Avec : F en Newton  et  d  en mm 
 
 Essai Dureté Vickers  

 SMITH et SANDLAND, ingénieurs chez VICKERS Ltd GB ont besoin de tester des 

matériaux trop durs pour le test BRINELL. En 1925,[13]. Le pénétrateur est une pyramide en 

diamant, à base carrée et d’un angle au sommet entre faces opposées égales à 136°. L’empreinte 

est une pyramide en creux de diagonales du carré de base. Les mesures s’effectuent à l’aide d’un 

appareil optique approprié ou à afficheur directe dans les nouvelles générations des bancs 

d’essais, [14,10]. 

 

ܸܪ ൌ
ଶி௦௜௡ሺ

భయల°ሻ
మ

௚.ௗమ
ൎ 0,1891

ி

ௗమ
    Avec    ݀ ൌ

ௗభାௗమ

ଶ
                       (1.21) 

HV = Dureté Vickers 
F = Force appliquée [N] 
d = Moyenne des diagonales de l'empreinte [mm] 
g = Accélération de la pesanteur 9.80665 [m·s-2]  
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Figure 1.22 Principe de l’essai Vickers, [17]. 

 

 Démonstration de la formule de Dureté Vickers   
 

 

 

La relation entre les angles mesurés entre les sommets et les faces est , [15]: 

஺ெതതതതതതതതതത

஻ெതതതതത
ൌ

௧௚ሺ଻ସ°ሻ

௧௚ሺ଺଼°ሻ
ൌ √2                                                         (1.22) 

Après la pénétration de l'indenteur à la surface d'un matériau, l'empreinte résiduelle est de forme 

carrée. La dureté Vickers est calculé par le rapport de la charge à la surface réelle de contact : 

L'aire réelle de contact de pyramide avec le matériau (S) représente quatre fois l'aire du triangle 
VAC 
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ܵ ൌ 4
஺஼തതതത.௏஻തതതത

ଶ
ൌ

ସ.௔.௏஻തതതത

ଶ
                                                          (1.23) 

݀ଶ ൌ 2. ܽ ⟹ ܽ ൌ
√ଶ

ଶ
݀           et      ܸܤതതതത ൌ

௔

ଶ.ୱ୧୬ሺ଺଼°ሻ
                                        (1.24) 

ܵ ൌ
ௗమ

ଶ.ୱ୧୬ሺ଺଼°ሻ
                                                             (1.25) 

 

Donc      ܸܪ ൌ
ଵ଼ହସ,ସ

ௗమ
 (1.26)                                                 ܨ

HV est exprimée en Kgf/mm2 si F est donnée en gf et la diagonale de l'empreinte d en ݉ߤ 

Un paramètre important que l'on voit souvent dans l'étude de l'indentation Vickers est le rapport 

entre la diagonale et la profondeur de l'empreinte h, [15]: 

cosሺ68°ሻ ൌ
ெ௏തതതതത

௏஻തതതത
ൌ

௛

√మ.೏

ర.౩౟౤ሺలఴ°ሻ

⟹ ݄ ൌ
√ଶ

ସ
݀. cotሺ68°ሻ ൎ

ௗ

଻
                             (1.27) 

Norme Européenne pour la dureté Vickers: 

• EN ISO 6507-1 - Essai de dureté Vickers - Méthode d'essai 

• EN ISO 6507-2 - Essai de dureté Vickers - Entretien de l'équipement 

 Essai Dureté Rockwell  

 Stanley ROCKWELL travaille comme métallurgiste dans une usine de roulements a 

billes. Il vérifie les traitements thermiques par des mesures de la dureté. En 1922, ROCKWELL 

conçoit un nouveau système pour mesuré la dureté avec différents pénétrateurs, adapte aux 

métaux et aux plastiques avec une large gamme de matériaux testes,[13].  

 La méthode de mesure de la dureté Rockwell du métal en fonction de la pénétration de la 

bille d'acier est appelée dureté Rockwell B (HRB) ou cône diamant 120 °, dureté Rockwell C 

(HRC).Le test consiste à appliquer une charge initiale (une pré-charge) au pénétrateur qui 

descend jusqu'à une profondeur e0. Une force supplémentaire F est appliquée pendant 3 à 8 s, le 

pénétrateur s'enfonce dans le matériau sur une profondeur e1. La force F supprimée, le cône 

maintient la profondeur  e2. Les valeurs (indices de Rockwell) peuvent être lus directement pour 

déterminer la dureté selon les formules : 

 

ROCKWELL  C :   HRC=500[100-(e2-e0)], pénétrateur : cône diamant de 120° 

ROCKWELL  B :   HRB=500[130-(e2-e0)], pénétrateur : une bille d'acier 
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Figure 1.23  Schéma de principe d’un essai de dureté Rockwell : Cas d’un Rockwell C. 

 
Une unité de dureté Rockwell correspondant à une pénétration de 0,002 mm. 

 
 
Les différentes échelles [18] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Comparaison entre les méthodes par pénétration  
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 Microdureté et Nanodureté  

D'un point de vue scientifique, l'essai de dureté peut être séparé du l'essai de microdureté, 

car le premier contient parfois un grand nombre de grains de cristaux métalliques, tandis que le 

second vise en principe à définir simultanément des propriétés au sein de la matrice ou des 

particules. de divers composants. 

Alors que les essais de dureté procurent une valeur moyenne des propriétés d’une zone de 

métal assez importante, tandis que les tests de microdureté peuvent déterminer les 

caractéristiques locales.  

 Microdureté Vickers  

Similaire au test Vickers, la micro-échelle du test est réalisée sous une charge de quelques 

grammes à quelques centaines de grammes. L'équipement utilisé comprend un réseau de 

microscopes à réflexion optique qui peuvent être alignés sur la zone souhaitée sur l'échantillon 

poli. Le pénétrateur Vickers est ensuite placé dans l’axe optique pour effectuer l’essai, puis le 

microscope permet de mesurer les diagonales de l’empreinte : de quelques μm à quelques 

dizaines de μm. On peut ainsi mesurer par exemple la dureté des différentes phases d’un 

matériau ou le profil de dureté obtenu sur une surface traitée ou usinée,[10].  

 

 Dureté Knoop  

 L'essai Dureté Knoop permet la mesure de dureté des matériaux fragiles comme le verre 

et la céramique. La forme du pénétrateur en diamant est pyramidale avec une surface inférieure 

rectangulaire, l'angle entre deux surfaces opposées est de 172 ° 30 'et l'angle entre les deux autres 

surfaces est de 130 °. Les forces appliquées sont inférieures à 1 kgf. Le  pénétrateur laisse une 

empreinte dont la taille est comprise entre 0,01 et 0,1 mm (D = 7 d et H = D / 30), [15,17]. 

 

Figure 1.24  Schéma de principe d’un essai de dureté  Knoop, [17]. 
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Si on mesure la longueur et la largeur de l'empreinte à l'aide d'un microscope, la dureté de 

Knoop (HK) est donnée par la formule suivante, [15] : 

ܭܪ ൌ 14,229 
ி

஽మ
                                                (1.28) 

Où F est la charge en kgf et D la longueur de la grande diagonale en millimètre. La norme de 

micro-dureté Knoop a été adoptée en 1969. 

La dureté HK est donnée par un rapport de la charge d’essai F (N) sur la surface de 
l’empreinte, avec D en mm,[10]: 

ܭܪ  ൌ 1,448 
ி

஽మ
                                                 (1.29) 

 Correspondance entre échelles de dureté  

La dureté est une propriété complexe qui dépend de la limite d'élasticité et du 

comportement plastique du matériau testé. La technique de mesure est basée sur une base 

tribologique très différente. Par conséquent, il ne peut y avoir de correspondance empirique 

qu'entre différents niveaux. La figure ci-dessous est un exemple. Il y a un autre correspondance 

très similaire,par exemple pour les aciers :   HV = 0,3.(Rm)       et     HB = 0,285.(Rm)     

Remarque: Il n’y a pas de comparaison universelle valable des valeurs de dureté par exemple 

Brinell avec des valeurs de dureté déterminées selon d’autres méthodes de dureté ou à partir des 

valeurs de résistance à la traction. Il n’existe seulement que des relations statistiques dans des cas 

particuliers pour lesquels des principes fondamentaux sûrs ont été obtenus pour de telles 

conversions par des essais comparatifs. Lors de la conversion, il faut indiquer dans chaque cas la 

méthode utilisée lors de l’essai et la valeur de dureté évaluée selon cette méthode. 

 

Figure 1.25 Correspondances entre les échelles de dureté, graphique,( partie de l’annexe)[9]. 
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Figure 1.26 Exemple correspondances entre les échelles de dureté,tableau 
 (partie de l'annexe). 

 

 

Figure 1.27 Correspondances entre le dureté et la résistance à la rupture Rm, graphique. 

1.3.3   Essai de résilience   

 Objectif et principe de l’essai  

La connaissance des propriétés mécaniques issues de l'essai de traction peut être 

insuffisante, car une fracture inférieure à la limite élastique peut être obtenue dans certaines 

conditions qui rendent le matériau cassant. Les facteurs fragilisant sont: 

- L’abaissement de la température ;  

- L’augmentation de la vitesse de déformation.  

Le principe de l’essai consiste à rompre par choc une éprouvette entaillée reposant sur deux 

appuis. On détermine l’énergie absorbée caractérisant la résistance aux chocs du matériau 
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métallique essayé. La résistance aux chocs, donc l’énergie nécessaire pour produire la rupture de 

l’éprouvette, exprimée en joule par centimètre carré. 

 

ܴé݈݁ܿ݊݁݅݅ݏ ൌ
ሻܬሺ   ݁ݎݑݐ݌ݑݎ ݈ܽ ݎܽ݌ éܾ݁ݎ݋ݏܾܽ ݁݅݃ݎ݁݊ܧ

ሺܿ݉ଶሻ   ݈݈݁݅ܽݐ݊݁′݈ ݁݀ ݐ݅݋ݎ݀ ݑܽ ݊݋݅ݐܿ݁ܵ
 

 Eprouvettes  
 
On utilise les éprouvettes dont les dimensions sont normalisées, figure (1.28). En ce qui 

concerne la forme d’entaille, les deux types des éprouvettes peuvent être utilisées : soit avec 

l’entaille en U, soit avec l’entaille en V à 45°. 

 

Figure 1.28  Éprouvette Charpy normalisée (A gauche : entaille en U ; A droite : en V),[19]. 
 
 Principe de l’essai  

Un marteau de masse m est fixé à l'extrémité d'un pendule, figure (1.29). Le pendule peut 

tourner autour d'un axe horizontal dans un plan vertical. L’éprouvette est placée sur un support, 

au point le plus bas de la trajectoire du marteau. Pour effectuer le test, étendez le bras jusqu'à ce 

que le marteau atteigne sa position initiale P, puis relâchez-le. Quand le pendule vient frapper 

l'éprouvette, il a une énergie cinétique qui est égale à l'énergie potentielle qu'il avait à sa position 

de départ mgh0, h étant la hauteur du marteau par rapport à sa position d'équilibre. Après la 

rupture, le marteau remonte. Dans son point culminant (hauteur h1), l'énergie cinétique résiduelle 

s'est de nouveau transformée en énergie potentielle mgh1. L'énergie dépensée pour rompre 

l'éprouvette vaut alors :  W = mg (h0-h1 )     avec m.g : le poids du pendule 
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Figure 1.29  Principe de l’essai  et du montage de l’éprouvette.  

 Machine de l’essai  

Le mouton Pendule Charpy permettant de réaliser des essais de résilience avec une 

capacité disponible qui peut atteindre 750 J selon les versions. Ce test permet de déterminer 

l'énergie absorbée lors de la fracture d'un l'échantillon entaillé. Le pendule se compose d'une 

partie (appelée base) en fonte et de deux support pour l'éprouvette, un pendule avec un bras, un 

système de levage électrique de poussoir et un mécanisme de détente. Un affichage numérique 

vous permet de lire l'énergie absorbée par l'éprouvette à tester et un frein  ralentissant rapidement 

l'oscillation. Il existe différentes versions de l'appareil(exemples:150 joules à 750 joules), et sont 

équipés de différents couteaux à chocs pour répondre à des normes strictes. La sécurité est 

assurée par un carter de protection. 

 

Figure 1.30 Exemples-typiques du Mouton-Charpy, [9]. 
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 Conduite de l’essai et exploitation des résultats  

Le plan d’oscillation du mouton doit passer sensiblement par le centre de gravité de la 

partie de protection. Le point d’impact coïncide avec le centre de percussion du mouton. Pour 

l’essai normal, l’énergie disponible du mouton doit être égale 294 Nm. La résilience obtenue 

avec un tel mouton est désignée par le symbole K  

L’éprouvette est placée sur le porte-éprouvette de telle sorte que l’arête du couteau vienne la 

frapper dans le plan de symétrie de l’entaille et sur la face opposée à celle-ci. La valeur qu’en 

donne la quantité K est alors généralement approchée par excès en raison du frottement des 

extrémités de l’éprouvette sur les portes-éprouvettes ; mention de cette particularité doit donc, le 

cas échéant, accompagner les résultats d’essai. 

En principe, il serait utile de connaître la contrainte critique qui provoque une défaillance 

sous impact. Néanmoins dans la pratique et dans la théorie, le phénomène de la rupture 

dynamique est très complexe. Même au niveau expérimental, la détermination d'une contrainte 

critique s'avère déjà extrêmement difficile. Comme la fissuration par impact se déroule à une 

vitesse très élevée, la contrainte augmente et diminue presque instantanément, il est donc 

pratiquement impossible d'effectuer une mesure précise. Il faut se rendre compte que la 

contrainte  de l'impact est transmise par les ondes sonores. 

L’essai s’effectue à la machine d’essai (figure 1.30) dont la construction et l’installation 

doivent être rigides et convenir à la norme en vigueur. La machine est équipée par l’échelle 

prévue pour le mesurage de l’énergie de choc. Dans les conditions standard l’essai s’exécute à 

une température de 23 °C, et avec une énergie initiale nominale de la machine : W0  (Joules). 

Tout d’abord, le Mouton pendule est mis en position initiale à une hauteur h0 qui correspond 

ainsi à une énergie de départ W0, figure 1.31. 

 

Figure 1.31 Disposition avant et après l’essai Charpy. 
 

ܸܥܭ ൌ
ௐ೔ିௐೝ

ௌ
ൌ

ெ௚ሺ௛బି௛భሻ

ௌ
                                                 (1.30) 
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Avec : KCV (J/cm2) , S (cm2) , M (Kg) , h0(m) et h1(m). 

 

 Figure 1.32 Faciès de rupture (Essai de résilience),[19]. 

1.4   Quelques lois simples 

Le principal objectif des essais mécaniques est utilisés pour déterminer une loi destinée à 

être utilisée pour la prévision du comportement mécanique d' un matériau. Cette loi de 

comportement mécanique pourra par exemple être appliquée lors de la mise en forme d’une 

pièce par exemple pour évaluer l’aptitude du matériau à cette mise en forme ou pour des 

modélisations numériques. Pour ce type d’application, il n’est parfois pas nécessaire de faire 

appel à des lois compliquées. On se contente alors de relations simples, qui servent simplement à 

décrire le comportement du matériau dans un cas particulier. 

Une courbe contrainte-déformation (σ-ε) lors d’un essai d’écrouissage est caractérisée par 

une partie élastique et une partie plastique. Nous nous intéressons ici principalement à la partie 

plastique. La déformation plastique sera notée εp et la contrainte σ.  

Dans le cas d’un essai de traction par exemple, on aura : 

ߪ ൌ
ி

ௌ
௣ߝ  ,  ൌ ߝ െ ௣ߝ ௘  etߝ ൌ ݊ܮ ቀ

௅

௅బ
ቁ െ

ఙ

ா
                            (1.31) 

 

Figure 1.33  Courbe de traction et zone plastique. 
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En pratique, pour de nombreux matériaux, la zone élastique est très faible que la zone plastique. 

Par conséquent, la déformation élastique est  souvent ignorée dans les méthodes 

phénoménologiques devant la déformation plastique, et donc de confondre ε et εp. 

Les principales lois de comportement phénoménologiques utilisées sont les suivantes, [2] : 

1.4.1  Loi de Hollomon (1945):  

 Loi de Hollomon ou loi puissance est  décrite sur la figure 1.34, ou la contrainte est 

donnée sous la forme: 

 

ߪ ൌ  ௡                                            (1.32)ߝܭ
K et n sont deux paramètres 

   ௥ሻ dans la zone plastiqueߝ) Déformation rationnelle : ߝ

 ௩ሻߪ) Contrainte vraie : ߪ

 

Figure 1.34  Loi de Hollomon. 

Pour identifier les paramètres K et n, on transforme la courbe ߪ ൌ ݂ሺߝሻ en ݊ܮሺߪሻ ൌ   ሻ quiߝሺ݊ܮ݂

devient linéaire : 

ߪ ൌ ௡ߝܭ ⟹ ሻߪሺ݊ܮ ൌ ሻܭሺ݊ܮ ൅ ݊.  ሻ                                  (1.33)ߝሺ݊ܮ

La pente de cette courbe donne le coefficient d'écrouissage n :  

ଵሻߪሺ݊ܮ ൌ ሻܭሺ݊ܮ ൅ ݊.  ଵሻ                                          (1.34)ߝሺ݊ܮ

ଶሻߪሺ݊ܮ ൌ ሻܭሺ݊ܮ ൅ ݊.  ଶሻ                                                 (1.35)ߝሺ݊ܮ

݊ ൌ
௅௡ሺఙమሻି௅௡ሺఙభሻ

௅௡ሺఌమሻି௅௡ሺఌభሻ
                                                     (1.36) 

 ଵ:  Contrainte vraie et déformation rationnelle dans le point (1) de la partie plastiqueߝ , ଵߪ

 ଶ:  Contrainte vraie et déformation rationnelle dans le point (2) de la partie plastiqueߝ , ଶߪ
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Et pour le paramètre K il faut remplacer les valeurs n,ߪଵ, ,ଶߪ ଵ (par exemple) ouߝ  ଶdans l’uneߝ

des deux équations précédentes (1.32) ou (1.33) on trouve K(MPa). 

1.4.2 Loi de Ludwik (1909):  

 Cette loi est  décrite sur la figure 1.35, ou la contrainte est donnée sous la forme,[20]: 

 
ߪ ൌ ௘ߪ ൅  ௡                                                                  (1.37)ߝܭ

 
K et n sont deux paramètres, il faut signaler ici que le paramètre n n'est pas ici le coefficient 

d'écrouissage. 

 .௘ : Limite élastique du matériauߪ

 ௥ሻߝ) Déformation rationnelle : ߝ

 ௩ሻߪ) Contrainte vraie : ߪ

 Pour identifier les paramètres K et n, il faut d'abord identifier  la limite élastique ߪ௘ et en 

suit  transforme la courbe ߪ ൌ ݂ሺߝሻ en ݊ܮሺߪ െ ௘ሻߪ ൌ  ሻ qui  devient linéaireߝሺ݊ܮ݂

 
ߪ ൌ ௘ߪ ൅ ௡ߝܭ ⟹ ߪሺ݊ܮ െ ௘ሻߪ ൌ ሻܭሺ݊ܮ ൅ ݊.  ሻ                     (1.38)ߝሺ݊ܮ

la pente de cette courbe donne le coefficient d'écrouissage n :  

ଵߪሺ݊ܮ െ ௘ሻߪ ൌ ሻܭሺ݊ܮ ൅ ݊.  ଵሻ                                              (1.39)ߝሺ݊ܮ

ଶߪሺ݊ܮ െ ௘ሻߪ ൌ ሻܭሺ݊ܮ ൅ ݊.  ଶሻ                                                     (1.40)ߝሺ݊ܮ

݊ ൌ
௅௡ሺఙమିఙ೐ሻି௅௡ሺఙభିఙ೐ሻ

௅௡ሺఌమሻି௅௡ሺఌభሻ
                                                       (1.41) 

 ଵ: Contrainte vraie et déformation rationnelle dans le point (1) de la partie plastiqueߝ , ଵߪ

 ଶ: Contrainte vraie et déformation rationnelle dans le point (2) de la partie plastiqueߝ , ଶߪ

Et pour le paramètre K il faut remplacer les valeurs n,ߪଵ, ,ଶߪ ଵ (par exemple) ouߝ  ଶdans l’uneߝ

des deux équations précédentes (1.36) ou (1.37) on trouve K(MPa). 

 

Figure 1.35  Loi de Ludwik.        
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1.4.3 Loi de Swift (1952):  

 Cette loi est  décrite sur la figure 1.36, ou la contrainte est donnée sous la forme,[21] : 

 

ߪ ൌ ଴ߝሺܭ ൅  ሻ௡                                                              (1.42)ߝ
 

K ,ߝ଴ et n sont des paramètres, il faut signaler ici que le paramètre n n'est pas ici le coefficient 

d'écrouissage. 

 ௥ሻ dans la zone plastiqueߝ) Déformation rationnelle : ߝ

 ௩ሻߪ) Contrainte vraie : ߪ

 

Figure 1.36  Loi de Swift.      

On remarque qu’avec cette loi, la limite d’élasticité du matériau vaut 

 

ߪ ൌ ଴߳ܭ
௡                                                               (1.43) 

Donc il faut identifier les paramètres du matériau K , ߝ଴et n en suivant la démarche suivante :  

-On calcul la déformation initiale ߝ଴ à partir de la loi de Hooke simple : ߝ଴ ൌ
ఙ೐

ா
  

-On détermine le coefficient d’écrouissage n  de la même manière que Hollomon. 

- Identifier le paramètre k  de la même manière que Hollomon. 

 

1.4.4 Loi de Voce  

Cette loi est  décrite sous la forme,[22] : 

ߪ ൌ ܽ െ ܾ. .ሺെ݊݌ݔ݁  ሻ                                                     (1.44)ߝ

Avec :  ܽ ൌ ܾ  ௦௔௧   etߪ ൌ ௦௔௧ߪ െ  ௘ߪ

En utilisant les équations suivantes pour déterminer le coefficient d'anisotropie n : 

 
ଵߪ ൌ ܽ െ ܾ. .ሺെ݊݌ݔ݁  ଵሻ                                                     (1.45)ߝ



Chapitre 1 : Essais mécaniques – Lois simples                                                                       
 

 Comportement  mécanique  des matériaux  métalliques -Brek. S -                                                                             36 
 

ଶߪ ൌ ܽ െ ܾ. .ሺെ݊݌ݔ݁  ଶሻ                                                     (1.46)ߝ

݊ܮ ቀ
ఙభି௔

௕
ቁ ൌ െ݊.  ଵ                                                             (1.47)ߝ

 

݊ܮ ቀ
ఙమି௔

௕
ቁ ൌ െ݊.  ଶ                                                             (1.48)ߝ

Avec : 

 ଵ: Contrainte vraie et déformation rationnelle dans le point (1) de la partie plastiqueߝ , ଵߪ 

 .ଶ:  Contrainte vraie et déformation rationnelle dans le point (2) de la partie plastiqueߝ , ଶߪ
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2.1 Elasticité linéaire 

 Les propriétés des matériaux dépendent largement de la nature des liaisons entre les 

atomes  et dépendent  aussi de la densité  atomique. En physique, l'élasticité est la propriété d'un 

matériau solide de reprendre sa forme d'origine après avoir été déformé, donc  on a une 

déformation réversible.  

 En cas d'équilibre et sans contrainte, la distance interatomique (au repos) r0 sépare les 

atomes, Figure (2.1). 

En cas de traction, la distance entre les atomes augmente, et une force d'attraction contre l'espace 

r0 + r apparaît. Dans le cas de la compression, cette distance entre les atomes diminue et une 

force répulsive apparaît qui résiste au rapprochement pour ( r0-r). Dans le cas de petites 

déformations donc petites variations de la valeur de r, la pente K de la courbe  définit la rigidité 

(la raideur )de l'assemblage. Au repos, FL = 0 et r = r0, et la raideur de la liaison de l'assemblage 

a pour valeur bien déterminée K0,[23]. 

 Les liaisons interatomiques assurent la cohésion d'un matériau cristallin, et leur raideur 

permet théoriquement de déterminer les modules élastiques du matériau considéré, à condition 

de prendre en compte la structure cristalline. En suit passer de la raideur microscopique (raideur 

de la liaison) à la raideur macroscopique (module d'Young E).  

 Dans le cas où la liaison est excessivement étirée, la force de liaison augmente jusqu'à 

Fmax=Fm, où  la valeur de r=rm correspond à la dissociation de la liaison. Si, en première 

approximation, nous modélisons la fonction σ (r) avec une fonction sinusoïdale, on peut estimer 

la limite d’élasticité théorique ߪ௘   ,proche de ܧ.
ఒ

గ
    avec  ߣ   une fraction de la distance 

interatomique.  Pour la plupart des céramiques, lorsque l’on mesure expérimentalement la limite 

d’élasticité, on obtient une valeur de l’ordre de E/2.ߨ  . Cependant, en ce qui concerne les 

métaux, les valeurs de limite d’élasticité expérimentales sont très inférieures à la valeur 

théorique,[23]. 

 

Figure 2.1 Force de liaison en fonction de la distance interatomique.  
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2.1.1  Loi de Hooke généralisée 

 La loi de Hooke à été généralisée par Cauchy (1789-1857), qui a proposé d’exprimer 

chaque composante du tenseur des contraintes comme une fonction linéaire des composantes du 

tenseur des déformations. La loi de Hooke est  souvent écrite sous la forme,[2,24] : 

ߪ ൌ .ܥ ௜௝ߪ     ,    ߝ ൌ .௜௝௞௟ܥ  ௞௟                                          (2.1)ߝ

 

    (2.2) 
 

Où C est un tenseur du quatrième ordre appelé tenseur des rigidités ou tenseur d’élasticité (les 

composantes covariantes de ce tenseur sont  Cijkl ).  

Le tenseur des rigidités fait intervenir l’ensemble des caractéristiques élastiques du matériau. De 

même, les déformations sont reliées linéairement aux contraintes par la relation inverse : 

 

ߝ ൌ ܵ. ௞௟ߝ  , ߪ ൌ ௜ܵ௝௞௟. ܵ    ௜௝   Avecߪ ൌ  ଵ                         (2.3)ିܥ

Où S est le tenseur des compliances ou tenseur des complaisances élastiques du matériaux (ses 

composantes covariantes sont  Sijkl).Les tenseurs C et S ont a priori 81 composantes (chaque 

indice varie de 1 à 3).  

Toutefois, nous avons vu que les tenseurs des contraintes de Cauchy et des déformations sont 

symétriques. Ils n’ont donc chacun que 6 composantes indépendantes, et leur liaison linéaire peut 

alors être réalisée à l’aide de 36 termes seulement.  
Avec la condition Cijkl=Cijlk=Cjikl=Cjilk. Les composantes de la matrice présente dans la relation 

précédente sont souvent notées CIJ, avec I et J variant de 1 à 6. 

 
Symétrie des opérateurs  ߪ௜௝ ݁ߝ ݐ௜௝   
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(2.4) 

                                                

    

     
 

La relation d’élasticité linéaire peut s’écrire sous la forme matricielle suivante : 

                                 (2.5) 
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 Anisotropie du comportement élastique 

 Les propriétés mécaniques macroscopiques des matériaux dépendent de leurs 

microstructures. L'organisation microstructurale, plus ou moins régulière, conduit souvent à une 

anisotropie au niveau macroscopique, soit en relation à des caractéristiques d'anisotropie du 

protocole d'élaboration, soit en relation à la microstructure propre du matériau. Le tenseur 

d'élasticité, par sa structure, ne peux posséder que huit groupes de symétries distincts voir le 

tableau ci-dessous,[25]. 

 
Tableau 2.1  Systèmes cristallins. 

 

 
 
 

2.1.2   Energie de déformation élastique 

 Nous avons jusqu’à présent utilisé la symétrie des tenseurs de contraintes et de 

déformations, ainsi que leur relation linéaire via la loi de Hooke. Nous pouvons maintenant 

utiliser l’autre caractéristique de la déformation élastique, qui est sa réversibilité. Considérons 

donc un solide, et isolons un sous domaine -A soumis à des forces volumiques fv, et à un vecteur 

contrainte  ݐԦ  sur sa frontière (pas de forces d’accélération),[2,26]. 
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Figure 2.2  Solide en cours de transformation. 

 
Nous nous intéressons à une transformation élémentaire associée aux efforts appliqués sur le 

sous-domaine A. Cette transformation élémentaire  réversible sera caractérisée par un vecteur 

déplacement  ݑߜሬԦ , et une énergie  interne dE sous la forme : 

                   (2.6) 
 

Où  T est la température absolue et S l’entropie. Toutefois le terme ±W peut être modifié comme 

suit, en utilisant le théorème de la divergence, le fait que  le système est en équilibre, et la 

symétrie du tenseur des contraintes : 

                                              (2.7) 
Il est donc possible d’´ecrire l’énergie interne par unité de volume dans le  solide de sous la 

forme : 

                                                (2.8) 
 
La température est dans notre cas constante (pas d’échange de chaleur entre -A et l’extérieur). De 

plus, e et s  sont des fonctions d’état, de sorte que de et ds sont des différentielles totales.  Le 

travail ±w s’écrit donc sous la forme : 

       (2.9) 

L’´energie de déformation par unité de volume est finalement la forme quadratique définie 

positive suivante : 

                      (2.10) 

 Les relations précédentes se traduisent par le fait que la matrice (6x6) du  tenseur des 

rigidités élastiques est symétrique et définie positive. Cette matrice ne possède donc que 
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(6x7)/2=21 composantes indépendantes. Le tenseur des rigidités élastiques  C ne possède donc 

que 21 composantes indépendantes dans le cas le plus  général. Un raisonnement analogue nous 

aurait conduit au même résultat  pour le tenseur des compliances S, qui ne possède aussi que 21 

composantes  indépendantes. 

                                                 (2.11) 

                                          (2.12) 

 
 L'énergie élastique est l'énergie associée à la déformation élastique  d'un solide ou d'un 

fluide. En effet, pour déformer un solide ou un fluide, il faut lui appliquer une force qui 

provoquera un changement de volume ΔV. Par conséquent, le point d'application de la force 

changera de position, et par conséquent, l'effet de cette force (le travail) permet de déterminer 

l'énergie de déformation. 

Cette énergie est exprimée en termes d'un état de référence ( par exemple un système  exposé à la 

pression atmosphérique). En mécanique des milieux continus (MMC) , la densité d'énergie 

élastique est exprimée par l'unité (J. m-3).  

Dans le cas d'une traction unidirectionnelle simple, en fonction de  σ et ε : 

ݓ ൌ
ଵ

ଶ
.ߪ ߳                                                               (2.13) 

Selon la loi de Hooke, en impliquant le module d'élasticité longitudinal E (module d'Young), 

(voir annexe): 

ݓ ൌ
ଵ

ଶ
.ܧ ߳ଶ                                                             (2.14) 

Dans le cas du cisaillement pur, l'énergie de déformation est exprimée en fonction de τ et γ: 

ݓ ൌ
ଵ

ଶ
߬.  (2.15)                                                     ߛ

En impliquant le module de Glissement (cisaillement) G:   

ݓ ൌ
ଵ

ଶ
.ܩ  ଶ                                                 (2.16)ߛ
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2.1.3  Relations de symétrie 

 En pratique, les matériaux possèdent des symétries supplémentaires qui permettent de 

restreindre encore le nombre de composantes indépendantes du tenseur des rigidités. Les 

principaux cas rencontrés sont l’orthotropie (symétrie par rapport à trois plans orthogonaux), qui 

réduit le nombre de composantes à  9 (c’est le cas par exemple du bois et des cristaux 

orthorhombiques), la symétrie cubique (orthotropie avec des propriétés identiques dans les trois 

directions orthogonales aux plans de symétrie), qui réduit le nombre de composantes à 3 (c’est la 

cas de la structure de nombreux métaux), et l’isotropie (mêmes propriétés dans toutes les 

directions), qui réduit le nombre de composantes  à  2 ( hypothèse utilisée en mécanique des 

milieux continus). 

 

 

Figure 2.3  Les plans de  symétrie. 

2.1.3.1  Symétrie cubique :  

 Dans le cas de la symétrie cubique, les trois composantes  indépendantes de C sont 

souvent notées C11(=C1111),C12(=C1122) et C44(=C2323). Des notations identiques pour S 

conduisent aux relations suivantes,[2] : 

                     (2.17) 
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                        (2.18) 

 

2.1.3.2  Matériau anisotrope : 

 Dans le cas le plus général du comportement des matériaux, la matrice de rigidité et la 

matrice de souplesse sont déterminées chacune par 21 constantes indépendantes. Ce cas 

correspond à un matériau ne possédant aucun plan de symétrie. Un tel matériau est appelé 

matériau triclinique ou matériau anisotrope. 

 

2.1.3.3  Matériau monoclinique : 

 Par définition, un matériau monoclinique possède un plan de symétrie matériel. Dans ce 

cas, les matrices de comportement (S ou C) doit être telle qu’un changement de base effectué par 

rapport à ce plan de symétrie ne modifie pas les matrices. Lorsque des symétries matérielles 

existent le nombre de composantes nécessaires pour décrire le comportement élastique linéaire 

des matériaux est inférieur à 21 constantes indépendantes ,[26,27]. 

 

Figure 2.4  Plan de symétrie (x1-x2). 
 

 

La forme de la matrice de rigidité C (ou souplesse S) doit être telle qu’un changement de base 

effectué par symétrie par rapport à ce plan de symétrie ne modifie pas la matrice. Par exemple 

dans le cas où le plan de symétrie est le plan (1,2), l’exploitation des changements de base 

conduit à une matrice de rigidité de la forme : 
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                                               (2.19) 

La matrice de souplesse S a la même forme. Le nombre de constantes d’élasticité indépendantes 

est réduit à 13. 

 démonstration de la forme de la matrice de rigidité 

matériau monoclinique donc c’est un matériau qui possède un plan de symétrie par exemple le 

plan (x1, x2)   donc  : x1 // x1’ ; x2 // x2’ et x3 = -x3’ ,[27,11]. 

 
Figure 2.5 Corps ayant un plan de symétrie.  

 

On calcul les contraintes et les déformations dans la nouvelle base au moyen de la relation 

suivante : 

ሾߪᇱሿ ൌ ሾߙሿ்ሾߪሿሾߙሿ                                                        (2.20) 

ሾߝᇱሿ ൌ ሾߙሿ்ሾߝሿሾߙሿ                                                         (2.21) 

Avec : 

ሾߙሿ ൌ ൥
1 0 0
0 1 0
0 0 െ1

൩                                                        (2.22) 

 

Après calcul matricielle  on a : 

ሾߪᇱሿ ൌ ൥

ଵଵߪ ଵଶߪ െߪଵଷ
ଵଶߪ ଶଶߪ െߪଶଷ
െߪଵଷ െߪଶଷ ଷଷߪ

൩                                               (2.23) 

 

ሾߝᇱሿ ൌ ൥

ଵଵߝ ଵଶߝ െߝଵଷ
ଵଶߝ ଶଶߝ െߝଶଷ
െߝଵଷ െߝଶଷ ଷଷߝ

൩                                               (2.24) 
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Dans le système initial (o x1x2x3) et  on adopte la notation de Voigt : 

                                       (2.25) 

 

Dans le nouveau système (o x’1, x’2, x’3) et  on adopte la notation de Voigt : 

                                       (2.26) 
Selon les équations de ሾߪᇱሿ  et ሾߝᇱሿ on a :  

                                       (2.27) 

Le matériau est supposé invariant par symétrie par rapport au plan (x1, x2) c.à.d. que les deux 

tenseurs des constantes élastiques dans l’initiale et la nouvelle base sont égale ce qui donne : 

௜௝௞௟ܥ ൌ ௜௝௞௟ܥ
′                                                     (2.28) 

                                                 (2.29) 
Pour cela, il faut avoir les relations suivantes : 

ଵସܥ  ൌ ଶସܥ ൌ ଷସܥ ൌ ଺ସܥ ൌ 0   
ଵହܥ ൌ ଶହܥ ൌ ଷହܥ ൌ ଺ହܥ ൌ 0

ൠ                                                (2.30) 
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2.1.3.4  Matériau orthotrope : 

 Un matériau orthotrope est un matériau qui possède trois plans de symétrie, 

perpendiculaires deux à deux. Il est à noter que l’existence de deux plans de symétrie 

perpendiculaires implique l’existence du troisième plans.  c’est à dire que n’importe quel point 

dans le plan suivant les coordonnées (O x1 x2 x3) est le même dans l’autre plan suivant les 

coordonnées x’1, x’2, x’3 . Autrement dit : x1 // x’1 ; x2 // x’2 et x3 // x’3 ,[24,26,27]. 

 

Figure 2.6  Matériau orthotrope (a- plans de symétrie (x1-x2) et (x2-x3), 
b- plans de symétrie (x1-x2) , (x2-x3) et (x1-x3)). 

 

La forme de la matrice de rigidité est donc obtenue en ajoutant au matériau monoclinique un 

plan de symétrie perpendiculaire au précédent. L’invariance de la matrice dans un changement 

de base effectué par symétrie par rapport à ce deuxième plan. 

Dans le système initial (ox1x2x3) on prend le cas monoclinique comme base initiale et on 

rajoutant un deuxième plan de symétrie avec la matrice de passage α  correspond à cet de état de 

symétrie : 

ሾߙሿ ൌ ൥
1 0 0
0 െ1 0
0 0 1

൩                                                         (2.31) 

 

 Finalement on obtient en plus de 8 constantes de cas monoclinique 4 constantes aussi :  

C16 = C26 = C36 = C54 = 0 

                                       (2.32) 
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                                 (2.33) 

                                    (2.34) 

Les matrices de rigidité et de souplesse étant inverses l'une de l'autre, nous avons,[24] : 

      (2.35) 

 Exemple matériaux composites (chaine avec trame) 

 La relation d’élasticité s’écrit, en introduisant les modules de l’ingénieur, sous la forme : 

                          (2.36) 
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Le  comportement élastique d’un matériau composite orthotrope peut être décrit par  9 modules 

indépendants,[24,26] : 

-Trois modules d'Young : E1,E2,E3 ou EL,ET,ET' 

-Trois coefficients de Poisson : 13 ߥ ,23 ߥ ,12ߥ ou ߥ LT, ߥ TT', ߥ LT' 

-Trois modules de cisaillements : 13 ܩ ,23 ܩ ,12ܩ ou ܩ LT, ܩ TT', ܩ LT' 

Les trois autres coefficients de Poisson sont déterminés à l'aide de la relation : 

ா೔

ఔ೔ೕ
ൌ

ாೕ

ఔೕ೔
    avec i ,j=1,2,3  ou L,T,T'                              (2.37) 

 Constantes de souplesse : 
 Les expressions des constantes de souplesse s’obtiennent sans difficulté :  

                          (2.38) 

 Constantes de rigidité : 

 Les expressions des constantes de souplesse s’obtiennent sans difficulté : 

           (2.39) 

La matrice de souplesse a la même forme. Le nombre de constantes d’élasticité indépendantes 

est ramené à 9. 

 
2.1.3.5 Matériau orthotrope à isotrope transverse : 

 Si la caractéristique du milieu ne change pas en raison de la direction obtenue en tournant 

autour d'un axe privilégié, le milieu est appelé isotrope transverse pour la caractéristique donnée. 
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Tout plan passant par l'axe privilégié est un plan de symétrie pour ce matériau. Donc  le milieu 

est déjà considéré orthotrope. Donc un changement de base effectué par rotation quelconque 

autour de cet axe doit laisser inchangée la matrice de rigidité C (ou souplesse  S),[26,27].        

 

Figure 2.7  Matériau isotrope transverse (a- exemple des plans d’isotropie, b-exemple : 
matériau composite UD).  

 

Dans le cas d’une isotropie transverse portée par le troisième axe de la base, il est nécessaire 

d'avoir une invariance de la loi de comportement pour toute rotation définie par cette relation. 

ሾߙሿ ൌ ൥
cosሺߙሻ sinሺߙሻ 0
െsinሺߙሻ cosሺߙሻ 0

0 0 1

൩                                               (2.40) 

 

Par rapport au cas orthotrope, nous aurons des relations supplémentaires et en définitive nous 

aurons quatre nouvelles équations: 

ଵܧ ൌ ଵଷܩ  , ଶܧ ൌ    , ଶଷܩ
ఔభయ

ாభ
ൌ

ఔమయ

ாమ
    et   ܩଵଶ ൌ

ாభ

ଶሺଵାఔభమሻ
                 (2.41) 

 
 

Figure 2.8 Effet de l’arrangement des fibres sur la symétrie 

 

Dans le cas du comportement du matériau isotrope transverse  de la figure 2.8 on a : 
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ଶܧ ൌ ଵଶܩ  , ଷܧ ൌ ଵଶߥ  , ଵଷܩ ൌ  ,  ଵଷߥ

ଶଵߥ ൌ ଶଷߥ , ଷଵߥ ൌ ଶଷܩ   ଷଶ   etߥ ൌ
ாమ

ଶሺଵାఔమయሻ
                      (2.42) 

 

Un exemple de la matrice de rigidité [Cij] s’écrit : 

                                     (2.43) 

La matrice de souplesse a la même forme. Les propriétés du matériau orthotrope à isotrope 

transverse sont déterminées par 5 constantes d’élasticité indépendantes.  

 

2.1.3.6 Matériau isotrope : 

 Un matériau est isotrope si ses propriétés sont indépendantes du choix des axes de 

référence. Il n’existe alors pas de direction privilégiée, et la matrice de rigidité (ou souplesse) 

doit être invariante dans tout changement de bases orthonormées. Ou si la règle d’isotropie 

transverse est vraie pour trois axes orthogonaux, le milieu est dit isotrope, figure (2.9a). Matériau 

isotrope comportant un nombre infini de plans de symétrie, figure (2.9b),[2,26,27,11].     

 

Figure 2.9 Les plans de symétrie dans un matériau est isotrope. 
 

On trouvera les coefficients élastiques de ces corps, à partir de ceux des matériaux cubiques. En 

écrivant l’invariance  dans n’importe quelle rotation du système d’axes et le nombre de constantes 

d’élasticité indépendantes est  réduit à 2: 

ሾߪᇱሿ ൌ ሾߙሿ்ሾߪሿሾߙሿ                                              (2.44) 

ሾߝᇱሿ ൌ ሾߙሿ்ሾߝሿሾߙሿ                                                           (2.45) 
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ሾߙሿ ൌ ൥
cosሺߙሻ െ sinሺߙሻ 0
sinሺߙሻ cosሺߙሻ 0
0 0 1

൩                                              (2.46) 

 

On trouve qu'en plus des relations du cas cubique, on obtient de nouvelles relations entre les 

coefficients élastiques du tenseur de raideur,  la forme de la matrice de rigidité : 

                                   (2.47) 

                        (2.48) 

Et la forme de la matrice de souplesse est : 

              (2.49) 

Les propriétés mécaniques élastiques d’un matériau isotrope sont déterminées par deux 

constantes d’élasticité indépendantes S11 et S12. On pose classiquement le module d’Young et du 

coefficient de Poisson E, υ avec les relations suivantes : 

 

ଵܵଵ ൌ
ଵ

ா
   ,     ଵܵଶ ൌ

ିఔ

ா
  ⟹  ଵܵଵ െ ଵܵଶ ൌ

ଵାఔ

ா
                     (2.50) 
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Ces deux constantes matériau sont normalement suffisantes pour décrire le comportement 

élastique isotrope du matériau. 

Démonstration 

Lorsque l’on applique un état de traction uniforme suivant l’axe (N1) d’un échantillon isotrope 

on obtient : 

                                       (2.51) 
 

D’un point de vue expérimental, La loi de Hooke s’écrit classiquement en fonction du module 

d’Young et du coefficient de Poisson. 

                                                             (2.52) 
Les propriétés mécaniques élastiques d’un matériau isotrope sont déterminées par deux 

coefficients d’élasticité indépendantes λ et μ :   

ଵଵܥ ൌ ߣ ൅ ଵଶܥ   et    ߤ2 ൌ  (2.53)                                                  ߣ

ଵଵܥ െ ଵଶܥ ൌ  (2.54)                                                       ߤ2

Ces deux coefficients de Lamé (λ et μ) sont uniformes à une contrainte, l'unité est donc Pascal 

(Pa) ou Newtons  par mètre carré (N / m²). 

 

Les relations entre les coefficients λ,μ et E,υ sont : 

ߤ ൌ
ா

ଶሺଵାఔሻ
ൌ ସସܥ ൌ ߣ       ,  ܩ ൌ

ఔா

ሺଵାఔሻሺଵିଶఔሻ
ൌ  ଵଶ                            (2.55)ܥ

ܧ ൌ ߤ
ଷఒାଶఓ

ఒାఓ
ߥ         ,   ൌ ߤ

ఒ

ଶሺఒାఓሻ
                                             (2.56) 

 

                            (2.57) 

Cette forme est employée classiquement. Cependant, l'écriture suivante de la loi de Hooke avec 

le facteur √2 devant les déformations de cisaillement et les contraintes de cisaillement permet de 
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donner une expression particulièrement simple à l'énergie élastique. La matrice des compliances 

n'est pas affectée par la présence du facteur  √2 

                            (2.58) 

 

              (2.59) 

                    (2.60) 
 Déformation plane (D.P.) : Si le champ de déplacement est tel qu’il soit indépendant de 

 la coordonnée (x3 par exemple) et que sa composante soit nulle (ε3=0), alors on dit que 

l’on a affaire à un état de déformations planes. 

ߤ2 ൌ
ா

ଵାఔ
ߣ      ,    ൌ

ఔா

ሺଵାఔሻሺଵିଶఔሻ
                                  (2.61) 

 

 Contrainte plane (C.P.) : Un domaine sera en état de contraintes planes si le champ de 

 contrainte en tout point ne dépend que de deux coordonnées spatiales (x1,x2 par exemple) 

et les composantes du tenseur contrainte associées à la troisième coordonnée sont 

nulles(σ13 ,σ23et σ33) . 

ߤ2 ൌ
ா

ଵାఔ
ߣ        ,    ൌ

ఔா

ଵିఔమ
                                       (2.62) 
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-Loi de comportement élastique linéaire dans le cas isotrope  

Vus dans le cas de l’essai de traction. La loi de comportement élastique linéaire s’écrit dans le 

cas isotrope de la façon suivante : 

௜௝ߪ ൌ ௜௝ߝߤ2 ൅ .௜௝൯ߝ൫ݎݐߣ ܫ ൌ
ா

ଵାఔ
ቀߝ௜௝ ൅

ఔ

ଵିଶఔ
.௜௝൯ߝ൫ݎݐ  ቁ                (2.63)ܫ

Et dans le sens inverse : 

௜௝ߝ ൌ
ଵ

ଶఓ
௜௝ߪ െ

ఒ

ଶఓሺଷఒାଶఓሻ
.௜௝൯ߪ൫ݎݐ ܫ ൌ

ଵାఔ

ா
. ௜௝ߪ െ

ఔ

ா
.௜௝൯ߪ൫ݎݐ  (2.64)            ܫ

 

Où   I : Tenseur identité. 

Les propriétés élastiques d'un matériau considéré comme homogène, isotrope en élasticité 

linéaire, sont déterminées par deux des modules. Par conséquent, ces formules peuvent être 

utilisées pour calculer chacune à partir de deux d'entre elles. 

Tableau 2.2  Les propriétés élastiques des matériaux homogènes, isotropes. 

  
 

Tableau 2.3  Relation entre les modules d'élasticité pour des matériaux homogènes et isotropes. 
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Figure 2.11 Le nombre de constantes d’élasticité indépendantes et leur position de la matrice de rigidité 
pour déférent type du comportement. 

2.2  Anélasticité 

Tous les solides sont plus ou moins ”anélastiques”, c'est-à-dire que leurs courbes de 

traction ne suivent pas complètement une ligne droite dans le domaine élastique, et l'énergie "se 

dissipe" pendant l'essai de traction. La figure 2.12 montre la courbe obtenue lors du cycle 

d'étirage-compression sur la fibre de verre. L'énergie est dissipée dans un cycle (la zone ombrée 

sur la figure 2.12), ce qui confère au matériau une capacité d'amortissement, ce qui contribue à 

réduire les vibrations ou le bruit,[2]. 

 

Figure 2.12   cycle de traction-compression d’une fibre de verre. 
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2.3  Elasticité non-linéaire 

La figure 2.13 montre un exemple d'essai de traction du caoutchouc. On constate 

facilement que son comportement est quasi-élastique, mais non linéaire. Ensuite, nous parlons 

d'élasticité non linéaire. Les solides emmagasinent de l'énergie pendant la traction, puis la 

libèrent complètement lorsque la sollicitation s'arrête. Dans ce cas, la "loi de Hooke" est utilisée, 

où le coefficient du tenseur de rigidité change en fonction de la déformation,[2]. 

 
Figure 2.13  Courbe de traction d’un caoutchouc. 

 
2.4 Thermoélasticité linéaire 
 

Les matériaux sont souvent soumis à des chargements thermiques qui ont pour effet de 

dilater ou contracter les structures. Les déformations thermiques sont proportionnelles à la 

variation de température ∆T, par le coefficient de dilatation thermique α : 

௧௛ߝ ൌ  (2.67)                                                                   ܫܶ∆ߙ

 Lorsque la structure n’est pas liée mécaniquement à l’extérieur, alors ce champ de 

déformation thermique ne générera pas de contraintes s’il vérifie les équations de compatibilité. 

Nous montrons que cette condition  impose un champ de température  linéaire dans  la structure. Dans 

le cas contraire, si la structure est liée à l’extérieur, alors des contraintes seront générées dans la 

structure,[2]. 

 Par exemple, lorsqu'une tige métallique est chauffée uniformément, elle se dilate sans 

créer de contrainte interne. En revanche, s'il est imposé de maintenir la même longueur, une 

contrainte de compression sera générée dans la barre d'acier pour se conformer à la condition. 

Dans le cas de contraintes dites "thermomécaniques", des déformations thermiques s'ajoutent aux 

déformations mécaniques, elles-mêmes liées à la contrainte par la loi de comportement du 

matériau,[2,28] : 

                       (2.68) 
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௜௝ߝ ൌ
ଵାఔ

ா
. ௜௝ߪ ൅ ൬ߙ. ∆ܶ െ

ఔ

ா
௜௝൯൰ߪ൫ݎݐ .  (2.69)                                   ܫ

 

                 (2.70) 

L’inversion de cette relation nous fournit la loi de comportement dite ”Thermoélastique” du 

matériau : 

                                              (2.71) 

                                       (2.72) 

          (2.73) 

                                                      (2.74) 

                     (2.75) 

௜௝ߪ ൌ
ா

ଵାఔ
ቀߝ௜௝ ൅

ఔ

ଵିଶఔ
.௜௝൯ߝ൫ݎݐ ቁܫ െ

ா

ଵିଶఔ
.ߙ ∆ܶ.  (2.76)              ܫ
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Tableau 2.5  Caractéristiques de quelques matériaux. 

 
 
2.5  Viscoélasticité linéaire 
 Le comportement d'un matériau viscoélastique linéaire se situe entre le comportement 

d'un solide élastique idéal représenté par un ressort de module d'Young E  et le comportement 

d'un liquide visqueux représenté par un amortisseur de viscosité η. L'élasticité reflète la capacité 

de conserver et de restaurer l'énergie après déformation. La viscosité reflète sa capacité à dissiper 

l'énergie. Par exemple, le comportement mécanique des polymères est un comportement 

viscoélastique.  

La viscoélasticité est utilisée pour décrire le comportement des matériaux réversibles, 

mais elle est sensible à la vitesse de déformation (ߝሶ). On peut citer par exemple le modèle Kelvin 

Vogt et le  modèle de Maxwell. Ces modèles s’appliquent principalement au comportement 

viscoélastique. 

 

Figure 2.14   Matériau viscoélastique linéaire. 
 

Les modèles rhéologiques sont utilisés pour modéliser le comportement des matériaux, 

c’est-à-dire pour simuler ou modéliser  sa réponse à une sollicitation mécanique bien définie. En 
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ce qui concerne la viscoélasticité linéaire, un modèle de simulation empirique a été proposé, qui 

est composé d'une combinaison d'un ressort et d'un amortisseur de base connectés en série ou en 

parallèle, représentant respectivement des composants élastiques et visqueux. Il existe de 

puissants modèles de simulation empirique pour décrire le comportement des matériaux 

viscoélastiques, se rapprochant de la courbe caractéristique mécanique du matériau de manière 

satisfaisante et acceptable. Certaines lois de comportement qui traite de la viscoélasticité ont été 

intégrées dans  des logiciels de modélisation ou simulation(calcul par éléments finis). 

 
2.5.1  Modèle de Kelvin-Voigt 

Le modèle Kelvin-Voigt est un modèle de matériaux viscoélastiques, ce qui signifie qu'il 

présente à la fois des propriétés élastiques et des propriétés visqueuses. Le modèle est représenté 

par un amortisseur visqueux pur (A) et un ressort (R) en parallèle, comme le montre la figure ci-

dessous,[29,30,31,10]. 

 

Figure 2.15   Le modèle de Kelvin-Voigt. 

Dans ce modèle  la déformation du ressort est la même que celle de l'amortisseur donc : 

ߝ ൌ ௧௢௧ߝ ൌ ோߝ ൌ  ஺                                                          (2.77)ߝ

Par ailleurs, la contrainte totale est la somme des contraintes du ressort ߪோet de l'amortisseur ߪ஺ : 

௧௢௧ߪ ൌ ோߪ ൅  ஺                                                              (2.78)ߪ

Les contraintes de l'amortisseur et du ressort sont : 

 

஺ߪ ൌ η. ோߪ      ሶ   etߝ ൌ .ܧ  (2.79)                                                 ߝ

ሻݐሺߪ ൌ .ܧ ሻݐሺߝ ൅ η
ୢεሺ୲ሻ

ୢ୲
                                                  (2.80) 

La variable d’état du système est ici la déformation élastique  totale du matériau. 

La contrainte σ  pour le cas d'un matériau avec comportement viscoélastique en fonction de sa 

déformation ߝ  et de sa vitesse de déformation  ߝሶ  : 

ߪ ൌ ሻߝሺݎݐሾ ߣ ൅ .ఒߠ .ሶሻሿߝሺݎݐ ܫ ൅ ߝሾߤ2 ൅ .ఓߠ  ሶሿ                    (2.81)ߝ
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Les quantités θλ et θμ  sont des caractéristiques de retard à la déformation pour décrire 

l’influence de la vitesse de déformation  ߝሶ  .  

Dans le cas d'un chargement uniaxial ce modèle donne l’équation différentielle suivante pour le 

comportement viscoélastique,[2] : 

ߪ ൌ .ܧ ߝ ൅ .ߟ  ሶ                                               (2.82)ߝ

 Avec :     ߟ ൌ ሺ1ߣ െ ఒߠሻߥ2 ൅  ఓߠߤ2

 

2.5.2  Modèle de Maxwell 

Ce modèle est représenté par une série d'amortisseurs purement visqueux et de ressorts 

purement élastiques, comme le montre la figure ci-dessous,[29,30,31,10]. 

 

Figure 2.16   Le modèle de Maxwell. 

 

 Dans ce modèle (configuration), lorsque la contrainte axiale (σ) est appliquée, la 

contrainte totale et la déformation totale sont définies comme suit: 

஺ߪ ൌ η.  ሶ                                                      (2.83)ߝ

ோߪ ൌ .ܧ  (2.84)                                                     ߝ

௧௢௧ߪ ൌ ோߪ ൌ  (2.85)                                            ߪ =஺ߪ

La variable d’état du système est ici la déformation  élastique du matériau : 

௧௢௧ߝ ൌ ோߝ ൅  ஺                                                (2.86)ߝ

La déformation totale est ici partitionnée de façon additive en une déformation élastique et une 

déformation anélastique.  

Dans ce modèle, la vitesse de déformation (ߝሶ) du matériau est obtenue sous la forme suivante : 

 

ሶߝ ൌ
ଵାఔ

ா
ቂߪሶ ൅

ఙ

ఛభ
ቃ െ

ఔ

ா
ቂݎݐሺߪሶ ൅

ఙሶ

ఛమ
ቃ .  (2.87)                                     ܫ
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Les deux coefficients τ1 et τ2, caractéristiques de la viscosité du matériau.  

Dans le cas d'un chargement uniaxial, ce modèle donne l’équation d’évolution suivante,[2] : 

 

ሶߝ ൌ
ఙሶ

ா
൅

ఙ

ఎ
                                                        (2.88) 

Avec : 

ଵ

ఎ
ൌ

ଵାఔ

ா.ఛభ
െ

ఔ

ா.ఛమ
                                                    (2.89) 

 
2.5.3  Modèle de Maxwell généralisé 
 

Le modèle est composé de n modèles Maxwell placés en parallèle, et une autre branche 

parallèle est composée de ressorts, [29,30,31]. 

. 

 

 
Figure 2.17   Le modèle de Maxwell généralisé. 

2.5.4 Modèle de Kelvin-Voigt généralisé  

Ce modèle est composé de n modèles de Kelvin-Voigt en série,[29,30,31]. 

 

.  

Figure 2.18  Le modèle de Kelvin-Voigt généralisé. 
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2.5.4 Autres modèles 
 

 D'autres modèles analogiques peuvent être obtenus en combinant les modèles précédents 

ou en ajoutant des éléments de ressorts  ou d'amortisseurs, par exemple, le modèle de Zener est 

un modèle combiné de Maxwell et Kelvin-Voigt,[29]. 

 

 
 

Figure 2.19 Un modèle combiné. 
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 L'étude de la résistance des matériaux doit quantifier la déformation plastique. En effet, 

dans certaines zones, toute déformation plastique est évitée, il faut donc vérifier et noter que la 

contrainte appliquée ne dépassera jamais la valeur de la limite d'élasticité, c'est pourquoi des 

facteurs de sécurité sont souvent utilisés. Cependant,  cette manière  en revanche elle apportera 

une structure et un mécanisme lourds. Si le comportement et l'environnement du système sont 

maîtrisés, on peut accepter des déformations plastiques à certaines étapes de la vie du système, 

mais en revanche, il est nécessaire de déterminer les déformations pour s'assurer qu'elles ne 

gênent pas le fonctionnement du système. 

 

 

Figure 3.3   Exemple déformation plastique (mise en forme des matériaux  
et application en Génie civil ),[32].   

 

 

Figure 3.4   Exemple déformation plastique (application en construction automobile ),[32].   
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Figure 3.5   Exemple déformation plastique (en fabrication mécanique, usinage),[32].    
 

 
 

Figure 3.6   Exemple déformation plastique (en fabrication mécanique, laminage),[33].    
 

 

Figure 3.7   Exemple déformation plastique ( fabrication des blindages),[32].    
 

 

3.4  Comportement observé et schémas usuels 

3.4. 1. Limite d’´élasticité 

 La figure (3.8) représente une courbe de traction nominale obtenue sur un matériau 

solide. Cette courbe relie la contrainte nominaleߪ ൌ
ி

ௌబ
, où F est la force mesurée et S0 la section 

initiale de l’´éprouvette, à la déformation nominale ߝ ൌ
∆௅

௅బ
, où est l’allongement de l’´éprouvette 

et L0 sa longueur initiale. Les points caractéristiques de cette courbe sont :  
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 – la limite d’´élasticité ( ௘ߪ ൌ ଴ߪ ൌ ௬ሻߪ , marquant le début des déformations plastiques 

(déformations irréversibles) du matériau (Initial yield surface ߪ௬ ).   

– la limite d’´élasticité conventionnelleߪ଴.ଶ, donnant la contrainte nominale nécessaire pour une 

déformation plastique de 0,2% (on utilise également avec la même convention la quantité 

 ଴.ଵ pour des matériaux. peu ductiles, c’est-à-dire dont la déformation plastique est faible avantߪ

la rupture).  

 

Figure 3.8   Courbe expérimentale de traction.   
 

La résistance à la traction ߪ௠, contrainte nominale maximale observée avant la striction (l’instabilité 

plastique).   

L’allongement à la rupture AR, déformation nominale maximale admissible par le matériau avant 

rupture.  

L’analyse d’une telle expérience fait apparaitre les caractéristiques suivantes :  

 Dans la partie OA du diagramme, c'est-à-dire tant que la force F reste inférieure au seuil 

correspondant à l'ordonnée du point A appelée seuil élastique (première limite élastique 

Mesures), on a une réversibilité de la réponse à l'allongement de l'éprouvette. Cette 

relation traduit par une relation de proportionnalité entre l’effort de l’allongement, 

caractéristique du comportement (linéaire) du matériau.  

L’irréversibilité de la réponse de l’éprouvette apparait dès que l’on poursuit le chargement au-delà du 

seuil d’élasticité initial jusqu’à un point B, puisque l’on effectue une décharge complète (F=0) 

jusqu’au point C. La courbe de décharge BC est différente de la première courbe de charge OAB, 

il y a donc un allongement résiduel (permanent) au point C. C'est une manifestation du 

comportement matériel. 

 

 En rechargeant l’éprouvette à partir de ce nouvel état déchargé, on voit que le point 

représentatif sur la figure parcourt en sens inverse le segment BC de décharge. 

L’ordonnée du point B représente le nouveau seuil d’élasticité, appelé seuil d’élasticité 
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actuelle, au-delà duquel apparait de nouveau la plasticité. L’augmentation du seuil 

d’élasticité constitue le phénomène d’écrouissage.  

3.4.2  Phénomène d’écrouissage (Evolution du seuil)  

 L'écrouissage d'un matériau  est le durcissement de ce matériau  sous l'effet de sa 

déformation plastique (déformation définitive). Il correspond à la modification subie lorsque la 

contrainte appliquée est suffisamment forte pour provoquer une déformation plastique 

permanente. L'écrouissage ne se produit que sur les matériaux (avec une zone ductile). Sinon, 

nous avons un adoucissement. 

 

Figure  3.9    Phénomène d’écrouissage. 

La prise en compte de l'écrouissage est réalisée par le coefficient n, qui reflète l'augmentation de 

la contrainte avec  la déformation plastique. Une des lois les plus simples reliant la contrainte 

équivalente et la déformation plastique équivalente est la loi de Hollomon ou loi puissance 

(chapitre1).Cette loi ne s’appuie que sur deux paramètres K et n . 

 

Tableau 3.1  les coefficients K et n. 
  

 

 

 

 

 

 

 
Si on se met dans l'espace de contraintes, on peut définir une surface seuil à l'intérieur de laquelle 

le matériau reste élastique. Lorsque le trajet de chargement atteint cette surface, on voit 

apparaître de la déformation plastique et la surface seuil s’adapte de telle sorte que le point de 

chargement reste sur la surface tant qu’il n’y a pas de décharge. L’adaptation de la surface de 

charge peut se faire selon deux modes distincts : Si la surface se dilate tout en restant centrée sur 
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l’origine (un état de contrainte nulle) on parle d’écrouissage isotrope. L’écrouissage isotrope 

correspond donc à une variation de taille du domaine élastique. Pour un chargement de traction, 

puis le déchargement puis la compression, le matériau conservera ses propriétés élastiques (le 

comportement élastique ) jusqu'à ce qu'il atteigne le niveau de compression équivalent de la 

charge de traction maximale. Si la surface de charge suit le mouvement de charge, on dit 

écrouissage cinématique. Le domaine élastique conserve une taille constante et se translate pour 

suivre le chargement. Dans le cas d’un chargement de traction-compression alterné le domaine 

élastique correspondra au double de la limite d’élasticité initiale (en absence de contrainte 

résiduelle dans le matériau vierge), 

Le comportement observé sur les matériaux réels correspond généralement à une combinaison 

d’écrouissage cinématique et isotrope,[34]. 

 
 Écrouissage isotrope : est un modèle qui correspond à une dilatation du domaine 

d’élasticité : la contrainte seuil évolue symétriquement dans le processus de  traction et  

de compression, il agit comme un «véritable» effet de durcissement. 

 

 Figure  3.10    Écrouissage isotrope, [5].  

  

 Écrouissage cinématique : L'écrouissage cinématique linéaire est une bonne 

représentation de l'effet Bauschinger. Il est associé à la translation du domaine élastique. 

L’effet Bauschinger : après une traction, la contrainte seuil en compression est moins 

importante (en valeur absolue). On peut le vérifier facilement avec une petite cuillère. 
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Figure  3.11 Écrouissage cinématique,[34]. 

 
3.4.3  Les principales hypothèses de base utilisées en plasticité des métaux   

 Indépendance du temps: Contrairement au  viscoplastique, la vitesse ne change pas de 

plasticité. Une faible vitesse permet une déformation macroscopique plus facile à une  

température constante, qu'à vitesse  élevée (rapide). L'expérience montre qu'une augmentation de 

la vitesse de déformation a le même effet qu'une diminution de la température. Donc, à grande 

vitesse, nous avons tendance à un comportement fragile.  

   

 L’incompressibilité plastique de la matière (la loi de constance du volume).   

 La pression hydrostatique (tenseur sphérique) n'a aucun effet sur les propriétés globales 

du matériau. Cependant, l'impact de la pression hydrostatique sur le sol et les roches est 

important.  

 

Figure  3.12  La pression hydrostatique. 

 Le non influence de l’effet Bauschinger (le phénomène de l’écrouissage est isotrope)  

 
3.5  Courbe rationnelle de traction  

Il s'agit de la courbe obtenue en rapportant la force avec la section minimale instantanée 

S, pour raisonner en termes de contrainte  ߪ ൌ
ி

ௌ
  , et en rapportant l’allongement à la longueur 
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instantanée pour examiner en termes de déformation rationnelleࢿ ൌ
࢒ࢊ

࢒
. La courbe ainsi obtenue 

est croissante, même pendant la striction. Le volume de l’éprouvette restant constant et la 

déformation étant uniformément répartie de O à D, on a :  

Contrainte σv : Il prend en compte le changement de section pendant le test et est égal à la charge 

rapportée à la section instantanée.  

En supposant le volume de la partie d'étalonnage de l'éprouvette reste constant en raison d'une 

déformation élastique homogène avec conservation du volume, on a, [10,7,35]: 

ߪ ൌ
ி

ௌ
                                                            (3.1) 

ܵ଴. ଴ܮ ൌ ܵ. ܮ ൌ ܵ. ሺܮ଴ ൅ Δܮሻ                                         (3.2) 

ܵ ൌ
ௌబ

ଵାఌ
                                                          (3.3) 

Donc  ߪ௩ ൌ
ி

ௌబ
. ሺ1 ൅ εୡሻ ൌ .௖ߪ ሺ1 ൅ εୡሻ                                  (3.4) 

Pour la déformation rationnelle : 

L’allongement instantané est égal à dL/L, au même instant l'allongement depuis le début de 

l'essai est L, en  considérant des allongements infiniment petite dL : 

 

௥ߝ ൌ ׬
ௗ௅

௅

௅

௅బ
ൌ ሺ1݊ܮ ൅  ௖ሻ                                             (3.5)ߝ

3.6  Essai charge décharge (déformation plastique, énergie de déformation 

plastique) 

 Effectuons maintenant une série de charges – décharges  consécutives. L’allure de la 

courbe de réponse est  représentée sur la figure (3.12). Nous observons une évolution de la limite 

d’élasticité en traction due à  l’écrouissage. 

 

Figure 3.13  Déformation plastique. 
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En première approximation nous pouvons considérer que : 

Lors des chargements consécutifs la limite d’élasticité suit la courbe du chargement monotone. 

L’écoulement plastique ne modifie pas le module d’élasticité. 

Une décharge est élastique, elle restitue une partie de l'énergie fournie pour étirer l'éprouvette. 

La déformation plastique est la déformation permanente observée après  décharge complète de 

l'éprouvette, la déformation totale s'exprime par: 

 

்ߝ ൌ ௉ߝ ൅  ௘                                                               (3.6)ߝ

L'aire sous la courbe représente l'énergie de déformation totale  WT , elle se décompose en une 

énergie de déformation plastique  Wp (en vert) dépensée de façon irréversible pour déformer de 

façon permanente le matériau, et une énergie de déformation élastique  We (triangle rouge) qui 

est restituée à la  décharge. 

 

Figure  3.14  Energie de déformation plastique. 
 

3.7  Critère de plasticité 

Un critère de plasticité, ou critère d'écoulement plastique, est un critère permettant de 

savoir, sous des sollicitations données, si une pièce se déforme plastiquement ou si elle reste 

dans le domaine élastique. De nombreux travaux ont montré que l'on pouvait utiliser deux 

critères principaux : le critère de Von Mises et le critère de Tresca. Dans la résistance des 

matériaux (RDM), on désire parfois rester dans la zone élastique, nous discutons donc des 

normes de résistance. On utilise aussi des contraintes équivalentes ou des contraintes effectives. 

Comparez cette contrainte à la limite élastique ou encore à la contrainte de rupture obtenue par 

un essai de traction. 

Dans le cas des matériaux métalliques, on généralise la notion de fonction seuil en se 

basant sur les constatations suivantes : 

 Les fonctions seuil proposées pour définir le domaine élastique doivent être 

indépendantes du repère d’observation. Elles ne doivent donc faire intervenir que les 

invariants du tenseur de contraintes 
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 Les déformations plastiques se font sans changement de volume. Par conséquent, elles ne 

dépendent que du déviateur. 

Le tenseur des contraintes caractérise la force interne définie pour chaque volume du 

matériau. Il peut décrire avec précision l'état de contrainte en chaque point et est noté : 

ܶሺܯሻ ൌ ൥

ଵଵߪ ଵଶߪ ଵଷߪ
ଶଵߪ ଶଶߪ ଶଷߪ
ଷଵߪ ଷଶߪ ଷଷߪ

൩                                                   (3.7) 

Les termes hors diagonale correspondent à du cisaillement, et appartenant à la base vectorielle 

(x, y, z), le tenseur des contraintes  peut aussi s’écrire : 

ܶሺܯሻ ൌ ൥

௫௫ߪ ௫௬ߪ ௫௭ߪ
௬௫ߪ ௬௬ߪ ௬௭ߪ
௭௫ߪ ௭௬ߪ ௭௭ߪ

൩                                                    (3.8) 

 

Les contraintes peuvent être exprimées dans une base telle que le tenseur des contraintes est une 

matrice diagonale : on parle de contraintes principales : 

 

ܶሺܯሻ ൌ ൥

ଵߪ 0 0
0 ଶߪ 0
0 0 ଷߪ

൩                                                         (3.9) 

 

Les trois contraintes principales sont les racines de l'équation caractéristique,[28,27,36]: 

 

    (3.10) 

 

Les contraintes principales sont indépendantes du repère (x,y,z) , I1, I2 et I3 sont des invariants : 

                       (3.11) 

    (3.12) 

    (3.13) 
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  (3.14) 

(3.15) 

La  relation de (I2) utilisant l’inverse de  σ  n’est bien sur valable que si aucune contrainte 

principale n’est nulle.  

 

 Les contraintes principales dans l'état de contrainte plan : 

 
les contraintes principales,[28] : 
 

                        (3.16) 
 
3.7.1  Critère de Von Mises (1910) 

Le critère de plasticité permet de se positionner par rapport à la limite élastique σe : 

Contraintes  ≤  σe : non-plastification 

Contraintes  >  σe : plastification 

La contrainte équivalente de Von- Mises ou la contrainte de comparaison, ou contrainte effective 

est définie par la formule : 

௏ெߪ ൌ ට
ଷ

ଶ ௜ܵ௝ ௜ܵ௝ ܽܿ݁ݒ  ௜ܵ௝ ൌ ௜௝ߪ െ
ଵ

ଷ
 ௜௝                                    (3.17)ߜ௞௞ߪ

Elle est donc proportionnelle au second invariant du tenseur déviateur des contraintes S 

                    (3.18) 

௏ெߪ
ଶ ൌ

ଵ

ଶ
ሾሺߪଵ െ ଶሻߪ

ଶ ൅ ሺߪଶ െ ଷሻߪ
ଶ൅ሺߪଷ െ ଵሻߪ

ଶሿ                                (3.19) 

Le critère de Von Mises est le plus couramment utilisé,[35,28,37] : 
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ଵ

√ଶ
ඥሺߪଵ െ ଶሻߪ

ଶ ൅ ሺߪଶ െ ଷሻߪ
ଶ൅ሺߪଷ െ ଵሻߪ

ଶ ൏  ௒                                (3.20)ߪ

 

Autrement dit, la contrainte équivalente de Von Mises est égale à : 

௏ெߪ ൌ
ଵ

√ଶ
ඥሺߪଵ െ ଶሻߪ

ଶ ൅ ሺߪଶ െ ଷሻߪ
ଶ൅ሺߪଷ െ ଵሻߪ

ଶ                                 (3.21) 

Ou 

௏ெߪ ൌ
ଵ

√ଶ
ඥሺߪଵଵ െ ଶଶሻߪ

ଶ ൅ ሺߪଶଶ െ ଷଷሻߪ
ଶ൅ሺߪଷଷ െ ଵଵሻߪ

ଶ൅6ሺߪଵଶ
ଶ ൅ ଵଷߪ

ଶ ൅ ଶଷߪ
ଶ ሻଶ        (3.22) 

Le critère de Von Mises prend en compte les composantes de contrainte de la traction, de la 

compression et du cisaillement pour atteindre des niveaux de contraintes isotropes. Ce critère  ne 

précise pas le type de contrainte appliquée (contrainte: traction, compression, cisaillement).La 

surface limite est définie par ߪ௏ெ ൌ  ଴ sa représentation graphique dans l'espace des contraintesߪ

principales est une surface cylindrique non bornée d’axe (1,1,1) de rayon √2 .  ଴ߪ

 

Figure  3.15 Représentation du critère de Von Mises. 
 

Dans un cas de sollicitations, pour lequel on n'a que deux contraintes  σ et  τ : 

 

௏ெߪ ൌ ଶߪ√ ൅ 3߬ଶ                                                                               (3.23) 

Pour un état de contraintes planes quelconque (correspondant à σ3 = 0) on a : 
 

௘௤ߪ ൌ ௏ெߪ ൌ ඥߪଵଵ
ଶ ൅ ଶଶߪ

ଶ െ ଶଶߪଵଵߪ ൅ ଵଶߪ3
ଶ                                                  (3.24) 

3.7.2   Critère de Tresca (1864)  

 Le premier critère d’écoulement plastique des métaux métallique est celui de Tresca 

(critère de cisaillement maximal, 1864). En un point, la plasticité est atteinte dès que la valeur 

absolue de la contrainte de cisaillement atteint une valeur critique, [11,37]: 

|߬௠௔௫| ൌ
ఙయିఙభ

ଶ
      on suppose que    ߪଵ ൐ ଶߪ ൐  ଷ                      (3.25)ߪ

Ainsi, si les contraintes principales ne sont pas nécessairement ordonnées 
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                                          (3.26) 

Notons  
ఙೊ

ଶ
  la valeur maximale de la contrainte ߪ௘௤ 

௘௤,௠௔௫ߪ ൌ
ఙೊ

ଶ
                                                               (3.27) 

 

Figure 3.16 La contrainte dans le plan de Mohr, [37]. 

Ainsi, le critère de Tresca s'écrit : 

ଵߪ|ሾݔܽ݉ െ ,|ଶߪ ଶߪ| െ ,|ଷߪ ଵߪ| െ ଷ|ሿߪ ൏  ௒                                    (3.28)ߪ

௜ߪหݔܽ݉ െ ௝หߪ ൏ ݅ ௒   avec i,j=1,2,3   etߪ ് ݆                                   (3.29) 

Autrement dit, la contrainte équivalente de Tresca est égale à : 

்ߪ ൌ ଵߪ|ሾݔܽ݉ െ ,|ଶߪ ଶߪ| െ ,|ଷߪ ଵߪ| െ  ଷ|ሿ                                        (3.30)ߪ

்ߪ ൌ ௜ߪหݔܽ݉ െ ݅ ௝ห   avec i,j=1,2,3   etߪ ് ݆                                      (3.31) 

C’est en cisaillement pur que la différence entre les deux critères (Tresca et Von Mises) est la 

plus grande. Donc le critère de Tresca étant plus conservatif, il est préférable de l’utiliser pour 

les pièces sollicitées en cisaillement pur. Nous rappelons que ces deux critères ne sont valables 

que pour le comportement isotrope. 
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3.7.3 La contrainte  équivalente de Hill  

La contrainte équivalente de Hill est définie par la formule suivante : 

ுߪ ൌ ඥܨሺߪଵଵ െ ଶଶሻߪ
ଶ ൅ ଶଶߪሺܩ െ ଷଷሻߪ

ଶ ൅ ଷଷߪሺܪ െ ଵଵሻߪ
ଶ ൅ ଵଶߪܮ2

ଶ ൅ ଶଷߪܯ2
ଶ ൅ ଷଵߪ2ܰ

ଶ       (3.39) 

 

Les coefficients  F, G, H, L, M et N caractérisent le comportement anisotrope du matériau. Ils 

sont obtenus en effectuant les essais mécaniques (traction, cisaillement dans différentes 

directions) et en mesurant la contrainte seuil de traction ou de cisaillement σs pour laquelle 

apparait la zone de plasticité:  

 Cette contrainte équivalente est largement utilisée pour représenter le comportement de 

tôles laminées, et plus généralement de matériaux présentant une symétrie orthotrope de leurs 

propriétés (symétrie par rapport à  trois plans orthogonaux). 

 

3.7.4 La contrainte équivalente de Tsai  

La contrainte équivalente de Tsai est de la forme : 

ௌ்ߪ ൌ ுߪ ൅ ܲሺߪଵଵ െ ଷଷሻߪ ൅ ܳሺߪଶଶ െ  ଷଷሻ                                     (3.40)ߪ

La contrainte ்ߪௌ est largement utilisée dans le domaine des matériaux composites, des bois,..  

Elle permet, à l’aide des deux coefficients P et Q, de rendre compte d’un comportement 

dissymétrique en traction et en compression. La notion de la limite d’´elasticité sera généralisée 

au cas des conditions : chargement quelconque et matériaux isotropes et anisotropes par la 

condition suivante : 

ߪ െ ଴ߪ ൌ 0                                                                (3.41) 

Puisque la contrainte ்ߪௌ est une fonction scalaire des composantes du tenseur des contraintes, et 

que σ0 est une caractéristique du matériau, cette généralisation prend en compte la 

thermodynamique du continu, qui stipule que la limite d’élasticité s’´ecrit sous la forme f(σ,Ak) 

= 0, les termes Ak  représentent les forces associées aux variables internes définissant le 

matériau. Maintenant, nous pouvons dessiner la surface d’écoulement. Elle délimite la zone des 

contraintes dans lequel le comportement du matériau est élastique. La forme de cette surface 

dépend du type de contrainte équivalente utilisé, et sa taille dépend de la la limite d’élasticité. 
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4.1  Le comportement élastoplastique des matériaux 

L'indépendance du temps physique est une caractéristique importante du modèle de 

comportement élastoplastique en évidence par les essais. En d'autres termes, les schémas ci-

dessus sont indépendants de la vitesse à laquelle les phases successives de déchargement de 

charge sont effectuées , ce qui revient à négliger les conséquences du vieillissement et la 

viscosité du matériau. Cette propriété est bien examinée par exemple pour des métaux à 

température ordinaire, comme l'illustre la figure (4.1) qui représente un ensemble de différentes 

courbes de traction d'une éprouvette d'aluminium, montrant qu'un effet de viscosité n'apparaît 

que pour des sollicitations très rapides. Il convient en revanche de prendre en prévision un tel 

effet, à travers un modèle viscoplastique, dès que la température s'élève. 

 

Figure 4.1  Evolution des courbes de traction d'une éprouvette d'aluminium 
en fonction de la vitesse de sollicitation. 

 
 La notion principale caractérisant le comportement plastique d'un matériau est celle 

d'irréversibilité et non pas celle de non-linéarité, même si les deux notions sont concomitantes 

(cas de  l'élasticité linéaire) dans le cadre de la transformation infinitésimale. La démonstration 

de cette irréversibilité nécessite la mise en œuvre d'un essai avec cycle charge-décharge, capable 

de détecter uniquement une déformation plastique à la fin de ce cycle. La figure (4.2)  dévoile la 

différence essentielle entre un modèle élastique non linéaire et un modèle élastoplastique. 

 

Figure 4.2  Courbes (ߪ,  ሻ représentatives des comportements (a) élastique non-linéaireߝ
et (b)Elastoplastique 

  

Au niveau de l'énergie, cette irréversibilité conduit au fait que le travail fourni pendant le cycle  
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de charge-décharge  (figure 4.2-b) est strictement positif, c'est-à-dire le travail fourni pendant la 

phase de chargement n'est pas entièrement récupéré à la décharge. Un cas spécifique important 

de comportement élastoplastique est un comportement entièrement plastique dont la courbe 

contrainte-déformation comprend des lignes horizontales. La figure (4.3) donne une 

représentation schématique d'un tel comportement pour lequel le seuil d'élasticité σ0 demeure 

constant, c'est-à-dire que l’écrouissage du matériau disparaît. Ce modèle idéal du matériau 

élastoplastique parfait est généralement  associé au concept de ductilité, tandis que la fragilité est 

l'opposé de la fragilité qui rappelle la rupture brutale d'éléments de matériau lorsque le seuil 

élastique est atteint,[41]. 

 

Figure 4.3  Schéma de comportement élastoplastique parfait. 

 

 Bien que les mécanismes micro-physiques (échelle microscopique) qui proviennent de la 

plasticité des matériaux soient parfois très différents, par exemple dans le sol, la propagation de 

défauts dans le réseau cristallin et le réarrangement des grains cristallins. 

 

4.1.1 Modélisation du comportement en Traction– Compression 

 Afin de modéliser la courbe d'écrouissage d'un essai de traction– compression obtenue en 

appliquent  un chargement monotone, le plus simple est d’utiliser un modèle construit à partir de 

segments de droite. La figure (4.4)  montre  un modèle multi linéaire. Dans ce qui suit, nous 

limiterons la présentation à des modèles bi- linéaires avec la même limite élastique initiale en 

traction et en compression,[42]. 

 
Figure 4.4  Modèle d’écrouissage  multi-linéaire. 
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 Modèles avec écrouissage 

 Le modèle rigide plastique peut être utilisé lorsque les déformations plastiques sont très 

importantes par rapport aux déformations élastiques : c’est, par exemple, le cas pour les 

problèmes de mise en forme. Lorsqu’il y a écrouissage, il faut se donner un modèle pour 

représenter l’évolution du domaine d’élasticité. Les deux modèles les plus simples sont 

l’écrouissage isotrope et l’écrouissage cinématique. Ils sont basés sur l'utilisation de courbes 

d'écrouissage sous charge monotones, [42]. 

 
 

Figure 4.5  Modèles d’écrouissage  monotone. 
 
 

 Modèles parfaits 

 Ces modèles négligent l’écrouissage du matériau. Le modèle élasto-plastique parfait est 

surtout utilisé du point de vue académique pour simplifier la résolution analytique des problèmes 

posés. 

 
 

Figure 4.6  Modèle de courbe d’écrouissage monotone 
 

Pour ce modèle, donnons une interprétation énergétique de la courbe d’écrouissage : 

 OABD : énergie totale, ou travail des efforts intérieurs pour atteindre B  

 OABC : énergie de dissipation plastique  

 BCD : énergie de déformation élastique, elle est restituée à la décharge. 

Le modèle rigide plastique parfait est utilisé pour les problèmes de calcul des charges limites 

(Lorsque l’écrouissage n’est pas négligé, l’énergie élastique restituée après plastification est 

toujours plus importante dans le sens de la déformation plastique).Pour ces deux modèles, au-

delà d’une valeur limite du chargement il y aura écoulement libre du matériau et perte 

d’équilibre. 
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 Représentation de la courbe d’écrouissage monotone en traction par un modèle bi-
linéaire 

 

 Ce modèle est caractérisé par la limite d’élasticité initiale ߪ଴,  (E) le module d’élasticité et 

ET, le module tangent. Soit un incrément de charge dσ pris à partir d’un état actuel situé sur la 

frontière du domaine d’élasticité. Nous avons,[42] : 

 
 

Figure 4.7 Incrément purement élastique. 
 

ߪ݀ ൌ  (4.1)                                                                    ߝ்݀ܧ
 

ߝ݀ ൌ ௉ߝ݀ ൅
ଵ

ா
ߪ݀ ⟹ ߪ݀ ቀ1 െ

ா೅

ா
ቁ ൌ  ௉                                      (4.2)ߝ்݀ܧ

 

ߪ݀ ൌ ܪ  ௉  Avecߝ݀ܪ ൌ
ா೅

ଵି
ಶ೅
ಶ

                                                        (4.3) 

 Le quantité  H est dite module d’écrouissage. 

Utilisons le temps cinématique afin de définir les incréments. Le modèle bi-linéaire implique : 

ሶߪ ൌ  ሶ௘                                                                          (4.4)ߝܧ

où E est le module d’élasticité, et : 

ሶߪ ൌ  ሶ                                                                         (4.5)ߝ்ܧ

avec ET, module tangent, et : 

ሶߝ ൌ ሶߪ   ሶ௉  etߝ+ሶ௘ߝ ൌ  ሶ௉                                                (4.6)ߝܪ

et H, module d’écrouissage 

 
 Lois d'écoulement plastique  

 
Précisons maintenant comment s'effectuent les déformations pour un incrément de charge ݀ߪ 

pris à partir  état actuel quelconqueሺߪ, ݄ሻ, [42]: 

 incrément purement élastique ݂ሺߪ ൅ ,ߪ݀ ሻܧ ൑ 0  cette condition recouvre les deux 

possibilités représentées sur la figure en traction : 

-L'état actuel est l'intérieur du domaine d'élasticité et la charge ou la décharge est 

élastique. 
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-L'état actuel est sur la frontière du domaine d'élasticité et il y a décharge élastique, soit  

ߝ݀ ൌ ௘ߝ݀ ൌ
ଵ

ா
 ௦ሺ݄ሻ  inchangéߪ ݐ݁  ߪ݀

 incrément élastoplastique ݂ሺߪ ൅ ,ߪ݀ ሻܧ ൐ 0  cette condition est illustrée sur la figure 

ߝ݀ ൌ ௉ߝ݀ ൅ ,     ௘ߝ݀ ௘ߝ݀ ൌ
ଵ

ா
௉ߝ݀  ݐ݁   ߪ݀ ൌ

ଵ

ு
ሺߪ ൅ ߪ݀ െ  ሻሻ                      (4.7)ܧ௦ሺߪ

la nouvel état de contrainte ߪ ′ ൌ ߪ ൅  ߪ݀

 H=0 cas des matériaux supposé parfaitement plastique alors la déformation plastique est 

infinie, il y a écoulement libre du matériau. 

 
 

 
 

Figure 4.8 Incrément dans la zone plastique. 
 

 

4.2   Schématisation des comportements réels des matériaux (Modèles 
analogiques) 
 
 Ces modèles permettent d’avoir une image concrète simplifiée des équations traduisant 

les lois de comportement générales tensorielles. Les trois éléments mécaniques le plus utilisés 

sont décrits sur la figure,[42,43,44] : 

 

Figure 4.9  Eléments d’assemblage. 

 Modèles linéaires 

 Ces modèles sont constitués d’assemblages de ressorts et d’amortisseurs linéaires. 
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 Solide élastique parfait 
 

 La relation qui lie les déformations aux contraintes est ߪ = f (ߝ) et la réversibilité est 

instantanée comme indiqué sur la figure ci-dessous, elle donne l’allure caractéristique des 

courbes de réponses aux trois types d’essais évoqués précédemment. 

 
 

Figure 4.10  Solide élastique pour trois types d’essais. 

 
 
 Solide viscoélastique 

 
Dans ce cas, les contraintes dépendent à la fois des déformations et de leur variation temporelle 

tel que ߪ  = f (ߝ ሶߝ, ).Différents modèles peuvent être proposés. Les deux plus simples sont 

constitués d’un montage en série ou en parallèle (Modèle de Maxwell et Modèle de Kelvin-

Voigt). Les allures des courbes de réponse sont données sur les figures (a,b,c et d) 

 

 

Figure 4.11  Solide viscoélastique pour trois types d’essais. 
 

 Les Modèles non linéaires 
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La non-linéarité peut venir du comportement du ressort ou de l’amortisseur et 

l’introduction d’un patin, par exemple. Toute combinaison avec des éléments non linéaires aura 

un comportement non linéaire. Nous nous intéressons ici à la non-linéarité  caractérisant la 

plasticité (patin). Sur les figures sont représentées les allures de la courbe de réponse à l’essai 

d’écrouissage pour plusieurs modèles bien connus. 

 
 

Figure 4.12  Modèle rigide plastique  parfait RPP. 

      
 

Figure 4.13   Modèle élasto-plastique  parfait EPP. 
 

 
 

Figure 4.14  Modèle rigide plastique  avec écrouissage RPE. 
 

 
 

Figure 4.15  Modèle élasto-plastique avec écrouissage EPE. 
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4.3 Loi de comportement d’un matériau parfaitement plastique 
 

En tant que première approximation du comportement non linéaire des matériaux, nous 

considérons un modèle de comportement parfaitement plastique. Dans le cas des sollicitations 

rapides, il est possible d’introduire une dépendance de la limite d’élasticité (σ0) avec la vitesse de 

déformation (ߝሶ ) avec un modèle de type Norton  ou avec la température,[44]. 

 

ߪ ൌ .ߣ  ሶଵ/ே                                                        (4.8)ߝ
 
 

 
 

Figure 4.16  Effets de la vitesse de déformation avec  un modèle de comportement parfaitement    
plastique ,[44]. 

 
4.4  Loi de comportement d’un matériau écrouissable 
 

L'écrouissage est considéré par le coefficient (n), qui reflète l'augmentation de la 

contrainte  avec  la déformation plastique. La loi de puissance ou de HOLLOMON est l'une des 

lois les plus simples. Cette dernière  est basée  uniquement sur les deux paramètres K0 et n, et ne 

contient aucune information sur la limite d'élasticité du matériau (ߪ଴). 

ߪ ൌ ௉ߝ଴ܭ
௡                                                                (4.9) 

où, 
 σ : la contrainte d’écoulement,  εp : la déformation plastique rationalisée. 
 
 On définit ainsi un coefficient d’écrouissage n par :   

݊ ൌ
ௗ ୪୬ఙ

ௗ ୪୬ ఌ
                                                               (4.10) 
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Certains matériaux présentent différents domaines d’écrouissage. L’exemple le plus  

usuel est celui du cuivre pour lequel, pour le domaine des vitesses de déformation quasi-statique 

ሶߝ) ൌ 10ିଷ ିݏଵ ),le coefficient d'écrouissage  n vaut 0.55 et aux faibles déformations et 0.34 au-

delà. Dans ce cas, le matériau présente plusieurs stades de consolidation (deux,  trois stades 

parfois). D’autres lois simple comme la loi de LUDWIK et de KRUPKOWSKY qui permettent 

d’apporter des informations sur la limite d’élasticité (ߪ଴), contrairement à la loi de HOLLOMON. 

Par rapport au modèle HOLLOMON, le modèle LUDWIK peut augmenter la contrainte sous le 

même niveau de déformation, tandis que le modèle KRUPKOWSKY peut réduire la déformation  

sous le même niveau de contrainte,[44]. 

 

ߪ ൌ ଴ߪ ൅ ௉ߝ଴ܭ
௡                                                              (4.11)  

 
 

ߪ ൌ ଴ߝ଴ሺܭ ൅ ௉ሻߝ
௡                                                          (4.12) 

 
Figure 4.17  Comparaison des modèles d’écrouissage,[44]. 

 

 Par conséquent, il est nécessaire de choisir un modèle amélioré qui s'adapte au 

phénomène rencontré. De même, une fois que les paramètres du modèle sélectionné sont 

identifiés, ils ne peuvent plus être utilisés. Par exemple, dans d'autres modèles d'un matériau 

donné, K0 et n du modèle HOLLOMON ne conviennent pas aux modèles KRUPKOWSKY ou 

LUDWIK. 
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5.1   Endommagement 

5.1.1 Description 

 Lorsque le matériau est déformé de l'état initial à l'état pré-déformé, sa déformabilité ou 

sa ductilité résiduelle de rupture diminue. Par conséquent, au cours de l’évolution de 

déformation, le matériau sera progressivement détruit, qui aboutit à sa rupture.  

L’endommagement est l’ensemble  de tous les phénomènes de création de nouvelles  

surfaces libres dans un matériau exposé à des contraintes (forces) d'origine mécanique, 

thermique ou thermomécanique. Ceci est différent de l'écrouissage, qui est principalement dû à la 

disposition et à l'augmentation des dislocations dans le métal. On peut considérer  une deuxième 

définition   d’endommagement est  l'apparition dans un matériau de dommages causés par 

l'usure, les contraintes, la température et l'attaque physique ou chimique. L'endommagement 

conduit finalement à une diminution de ses propriétés mécaniques, conduisant à une rupture,[2]. 

5.1.2 Théorie de la mécanique de l’endommagement 

La variable d'endommagement (noté D) d'un matériau déformé ou lors de la déformation 

peut être mesurée de plusieurs manières (ou méthodes). Il existe deux  méthodes de mesure, les 

mesures directes par observation (échelle microscopique) et les mesures indirectes par des 

paramètres physiques. 

 Mesures directes 

 Dans les mesures directes on peut par exemple observer la surface d’un échantillon du 

matériau déformé qui avait été préalablement poli. Pour observer l'intérieur de l’échantillon, on 

peut choisir  une éprouvette déformée (endommagée). Donc on peut également observer le faciès 

de rupture de l’éprouvette,[2]. 

 Les mesures indirectes 

 Les mesures indirectes de l’endommagement sont basées sur l’estimation d’un paramètre 

physique du matériau déformé ou en cours de déformation. Ce paramètre physique doit bien sur 

être relié à l’endommagement. Dans ce document, nous nous limiterons aux mesures de 

caractéristiques élastiques (module d’Young et coefficient de Poisson pour un matériau 

isotrope). D’autres méthodes utilisées telles que par exemple : la mesure de densité, l’émission 

acoustique et les méthodes électriques. 

 La mesure de la variation de la pente élastique, donc du module d’Young, lors de 

déchargements successifs au cours d’un essai de traction montre que ce module diminue lorsque 

la déformation augmente. La figure 5.1 donne quelques résultats obtenus. En fait, le module 

d’Young mesuré est un module apparent qui rend compte de l’endommagement du matériau,[2]. 
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Figure 5.1  Mesures de l’endommagement par variation du module d’Young,[2]. 
 

 La variable d'endommagement qui peut indiquer l'état de détérioration du matériau peut 

être déterminée des manières suivantes: 

 -Des mesures à l’échelle microscopique (densité de microfissures ou de cavités) qui seront 

implémentées dans des modèles macroscopiques à l’aide des techniques mathématiques 

d’homogénéisation. 

 -Des mesures physiques par exemple  la densité  et mécaniques comme  les caractéristiques 

d’élasticité, de plasticité ou de viscoplasticité. 

 Modèle d’endommagement isotrope  

 Le modèle suggère de quantifier l'état d'endommagement  par une variable scalaire D, 

(0 ൑ ܦ ൑ 1ሻ. La valeur 0 indique l'état non endommagé du matériau et la valeur 1 indique l'état 

endommagé. Ce type de dommage peut être décrit par un modèle simple défini comme suit,[45] : 

Soit une partie du matériau solide à l’état vierge donc sans endommagement et un solide 

endommagé dans chacun desquels un élément de volume fini est isolé, figure (5.2) : 

 

Figure 5.2  Schématisation de l’endommagement par fissuration. 

La section du matériau sain est notée (S0). La section du matériau endommagé est réduite 

par la présence de fissures et elle est notée (Se). La différence (S0- Se)  représente donc l’aire 

relative ou corrigée des dommages (SD)  dans une section  d’un volume endommagé,[45] : 

ܵ஽ ൌ ܵ଴ െ ܵ௘                                                           (5.1) 
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La variable d’endommagement, Dn, peut être ainsi définie : 

ܦ ൌ
ௌವ

ௌబ
ൌ 1 െ

ௌ೐

ௌబ
                                                              (5.2) 

D=0 si le matériau est intact (original)  

D=1 si le matériau est brisé (rupture) 

   Lorsqu’un effort (F) est appliqué dans la direction (n) du volume endommagé, la contrainte 

notée (σeff ), est appelée contrainte effective en relation avec la surface effective (corrigée des 

dommages),[45] : 

௘௙௙ߪ ൌ
ி

ௌವ
ൌ

ி

ௌబሺଵି஽ሻ
ൌ

ఙ

ଵି஽
                                                     (5.3) 

L’état de déformation d’un matériau endommagé est considéré être affecté uniquement par 

la contrainte ߪ௘௙௙. Don la loi d’élasticité linéaire unidimensionnelle devient : 

௘ߝ ൌ
ఙ೐೑೑

ா
ൌ

ఙ

ா.ሺଵି஽ሻ
                                                          (5.4) 

Où (εe ) est la déformation élastique et (E) le module élastique du matériau sain.  

Les évolutions de l’endommagement peuvent être suivies de manière directionnelle (dans le sens 

de la traction) par les changements du module d’Young en utilisant la définition suivante,[45] : 

E.(1 −D)=ED                                                                                                    (5.5) 

et ce module peut être interprété comme le module élastique du matériau endommagé. 

L’endommagement peut alors s’écrire,[2,45] : 

ܦ ൌ 1 െ
ாವ

ா
                                                                 (5.6) 

Avec cette théorie, il est possible de décrire le comportement du matériau endommagé 

selon la relation constitutive du matériau d'origine en utilisant la contrainte effective (σeff) au lieu 

de la contrainte habituelle. Cette contrainte peut être introduite en mesurant le module élastique 

endommagé (ED). Par conséquent, l'évolution des dommages peut être obtenue de manière 

simple par les essais  charge -décharge pour déterminer les modules endommagés. 

 

5.2  Rupture  

5.2.1 Description  

La rupture est la conséquence finale des dommages matériels. Il existe généralement deux 

types de défaillances: la rupture ductile et la rupture fragile. Pour comprendre le type de fracture 

des matériaux, vous devez examiner son faciès de rupture (fractographique). La rupture fragile 
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correspond soit à la cohésion entre grains, soit à la fracture du grain le long d'un simple plan 

cristallin : c’est le clivage. En raison des fortes irrégularités du profil à l'échelle microscopique, 

les fractures ductiles présentent généralement un aspect plus granuleux,[2].  

  

5.2.2 Faciès de rupture 

Les faciès de fracture (rupture) des éprouvettes peuvent être classées selon deux critères 

différents, qui sont liés à leur dynamique (cinétique) d'une part et à leurs observations d'autre 

part. Sous chargement statique ou quasi-statique, la rupture est instantanée, reflétant la ductilité 

ou la fragilité du matériau. Elles sont transcristallines, ce qui est le cas de toutes les fractures 

ductiles et  fragile intergranulaire. L'analyse des défaillances progressives, caractéristiques 

notamment de dégradation par fatigue, fluage ou  par corrosion. 

 

Figure 5.3  Type de rupture (cinétique). 

 

Figure 5.4  Type de rupture (observation). 
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 Rupture fragile 

La fracture (rupture)fragile se produit par clivage sans avertissement, généralement sans 

déformation plastique, et les fragments peuvent être parfaitement combinés. une rupture fragile 

se produit sans glissement de dislocations. Le clivage  est le mécanisme de déformation, qui 

rompt les liaisons atomiques dans le plan dense où la déformation doit se produire. Ce 

mécanisme ne peut garantir la cristallisation parfaite du matériau. En fait, le clivage se produit 

dans des matériaux entièrement cristallins et partiellement cristallins (tels que de nombreux 

polymères) ou des matériaux morphes (tels que le verre).  

C'est une fracture contrôlée par une contrainte normale ou une contrainte de clivage, les ruptures 

sont transgranulaires : fissuration en grains cohérents selon un plan cristallographique clair et on 

observe des fractures brillantes,[46].  

 

Figure 5.5  Rupture fragile (par clivage), acier au carbone,[47]. 

   

 Le mode de rupture fragile peut se produire dans les conditions suivantes: basse 

température, vitesse de chargement élevée et défaillance préexistante ou générée pendant le 

service. Les fractures fragiles peuvent être divisées en deux catégories:  

-La fracture fragile est liée au manque de ductilité des matériaux sous contrainte à une certaine 

température 

 -La fracture ductile sans avertissement, ce qui signifie que la déformation plastique est très 

faible. Cela peut être le cas pour les matériaux à haute limite d'élasticité. 

 

 Rupture ductile 

 Une déformation plastique évidente se produit avant la fracture ductile: l'aspect est 

granuleux et la forme de la cupule est souvent observée en raison du décollement autour des 

inclusions. Par conséquent, une fracture ductile se produit après que de nombreuses dislocations 

sont déplacées ou glissées. Certains d'entre eux rencontrent des obstacles, tels que des joints de 

grains, des inclusions, des précipités, etc. Lorsque ces défauts deviennent évidents, le métal se 
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déchire. La rupture est généralement représentée sur l'inclusion sous forme de cupule 

initialisée,[46]. 

 

 

                         Figure 5.6   Exemples  de rupture ductile(avec des inclusions),[48]. 

 Rupture par fatigue 

 Les faciès défaillants de fatigue peuvent avoir plusieurs aspects et seul un spécialiste (les 

experts) peut les interpréter correctement. En effet, les faciès d'une pièce endommagée par la 

fatigue  présentent généralement plusieurs zones: 

-une zone d'amorçage, unique ou multiple 

-une zone de propagation de la fissure, lisse et généralement plate  

-une zone à grains cristallins plus ou moins évidents  

La zone de rupture par fatigue présente généralement des lignes d'arrêt, qui correspond à un arrêt 

temporaire de la progression de la fissure et visible à l'œil nu. Lorsqu'elle est inspectée au 

microscope à balayage, la surface fracturée présente un microrelief caractéristique, appelé 

stries,[46].   

 

Figure 5.7   Exemple de rupture par fatigue, superalliage base nickel N18(F.Sansoz), [49]. 
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 Rupture par corrosion 

 Des fractures intergranulaires fragiles (séparation selon les joints de grains) sont 

principalement observées en cas de corrosion: par exemple, fragilisation par l'hydrogène,[46]. 

 

Figure 5.8  Exemple de rupture par corrosion[46]. 

5.3  Mécanique de la rupture 

 La mécanique de la rupture est une méthode (approche) qui  introduit les concepts 

habituels de la mécanique des milieux continus, à partir d’une discontinuité existante (cavité ou 

fissure). Dans certains cas, la vitesse de propagation de la fissure et la taille de la fissure qui peut 

provoquer une rupture soudaine peuvent être prédites en fonction de la taille de la fissure et de 

l'état de chargement appliqué. La mécanique de la rupture traite la croissance des trous dans les 

solides déformés plastiquement. 

La mécanique de la rupture  permet de quantifier la fracture et de décrire les phénomènes 

de fracture des matériaux. Griffith (1920) posa les bases de cette théorie basée sur la rupture 

brutale dans le domaine élastique. Son principe est généré en supposant que la fracture brutale 

provient de l'instabilité de la fissure, qui est causée par l'énergie potentielle mécanique libérée 

par la  propagation d'une fissure. Il est usuel d'étudier  l'initiation de la rupture et la propagation 

de la rupture. Par rapport au facteur temps  

 Les  types de rupture dans la mécanique de la rupture :  

 Fracture fragile: La fracture fragile est caractérisée par l'absence de déformation plastique 

macroscopique, elle se caractérise donc par des fissures qui peuvent se propager très 

rapidement (faible consommation d'énergie). 

 Rupture ductile : la fracture ductile semble liée à la présence d'inclusions ou de dépôts. 

Dans ce mode de défaillance, la déformation plastique macroscopique est généralement 

élevée (consommation d'énergie élevée). 
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 Dans les matériaux homogènes soumis à une contrainte uniaxiale, la force est transférée 

d'un atome à un autre en suivant des lignes de force parallèles. Dans les matériaux avec des 

espaces, les lignes de force doivent contourner l'espace (entaille), ce qui conduit à une 

concentration de la contrainte dans cette zone , (tête ou pointe de fissure). Donc en résume que la 

mécanique de la rupture étudie effet de la discontinuité géométrique sur le milieu continu 

avoisinant, ainsi que l’évolution de cette discontinuité dans la pièce. On peut distinguer 

schématiquement, dans  une pièce fissurée, trois zones successives : 

 La zone d’élaboration 1: elle se trouve à la pointe de fissure, dans le sillage laissé par le 

processus de propagation de la fissure. L'étude de cette zone est très compliquée. en 

raison des contraintes importantes qui ont gravement endommagé le matériau. La théorie 

classique de la mécanique de la rupture réduit cette zone à un point pour les  problèmes 

2D  et à une courbe pour les problèmes 3D. 

 La zone singulière 2:  Les champs de déplacement, de déformation et de contrainte sont 

continus et ont des formules indépendantes pour la géométrie lointaine de la structure. 

Les résultats montrent que dans cette région, près du front de fissure (r⟶0), la 

composante du champ de contraintes est infinie. 

 La zone 3 extérieure comprenant les champs lointains se raccordant d’une part, à la zone 

singulière, et d’autre part aux conditions aux limites en charges et en déplacements. 

 

Figure 5.9   Les  trois zones de rupture.  
Les facteurs qui influencent le comportement à la rupture par fissuration des matériaux sont de 

deux natures : métallurgique et mécanique. Les facteurs mécaniques concernent l’état de 

déplacements, déformations et contraintes, ainsi que les conditions d’environnement telle que la 

température ou le taux d’humidité relative. 

 Modélisation de la fissure 

 Les fissures sont de petites coupures dans un solide. La fissure peut apparaître à la 

surface de la pièce, elle peut être complètement à l'intérieur, donc invisible de l'extérieur, ou elle 

peut traverser complètement la pièce. Ces trois situations sont illustrées à la figure (5.10),[50]. 
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Figure 5.10  Les différents types de fissures. 

 

Pour modéliser une fissure, on suppose généralement que la géométrie de la fissure est simple:  

1- Leur forme est ovale, semi-elliptique ou en coin. 

 2- Les deux côtés de la fissure sont plats, parallèles et séparés d'une petite distance devant les 

deux autres dimensions de la fissure. 

 3- Les deux faces se croisent à une arête d'angle et forment un angle quasi-nul selon l'hypothèse 

précédente (faces parallèles). 

 

5.3.1 Les modes de rupture  

 
La propagation d'une fissure peut se produire de trois manières en déplaçant les surfaces 

de la fissure dans un plan défini. Elle peut également se faire selon un mode hybride combinant 

ces trois méthodes. La figure (5.11) illustre trois modes de défaillance,[51,52]. 

 

 
                      

Figure 5.11   Les  trois modes de rupture.  
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-Mode I: Les surfaces de fissures se déplacent perpendiculairement les unes aux autres, ce qui 

est un mode par ouverture.  

-Mode II: La surface de la fissure se déplace dans le même plan et dans une direction 

perpendiculaire au bord avant de la fissure. 

 -Mode III: La surface de la fissure se déplace dans le même plan et dans une direction parallèle 

au bord avant de la fissure. 

Le mode I est souvent le plus critique et les études théoriques sont donc souvent limitées à ce 

mode de propagation. Ce mode est considère comme le plus dangereux en raison de l'ouverture 

par traction qui favorise l'initiation et la propagation des fissures.  

 

5.3.2 Définition de La ténacité 

La ténacité est la résistance à la propagation des fissures existantes et s'oppose a la 

fragilité.. Vous pouvez également définir la ténacité comme l'énergie qu'un matériau peut 

absorber avant de se casser. Elle se caractérise par le champ mécanique de la défaillance (compte 

tenu de l'existence de défauts), et apparait lorsque l’on rappelle que la rupture est un mode de 

défaillance gouverné par la fissuration (créée, amorcée, propagée). 

 La ténacité d'un matériau n'est pas strictement liée à la fragilité ou à la ductilité. Par 

rapport à de nombreuses céramiques industrielles fragiles, de nombreux métaux ductiles ont une 

ténacité inférieure. Afin de déterminer la ténacité par des expériences, l'échantillon utilisé doit 

donc avoir été déjà fissurée. 

5.3.3 Facteur d'intensité des contraintes  

Lorsqu'une pièce fissurée est sollicitée par des forces dans ces conditions, il y aura une 

concentration de contraintes très élevée à proximité de la fissure. Après les travaux de l'équipe 

Irwin, le facteur d'intensité de contraintes  a été introduit 

Le champ de contrainte dans une structure fissurée  peut s'écrire comme le produit d'un 

terme qui ne dépend que des coordonnées spatiales et d'un terme qui dépend principalement de la 

contrainte éloignée et de la racine carrée de la longueur de la fissure. 

Le dernier terme est généralement appelé K, appelé facteur d'intensité de contrainte. La 

théorie élastique permet d'exprimer la contrainte près du front de fissure par  la série de Taylor 

en coordonnées polaires. 
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Figure 5.12   Détermination des axes (x, y) et des coordonnées  (r, θ) au voisinage de l'extrémité 
 d'une fissure. 

 

σ୧୨ ൌ
௄

√ଶπ୰
f୧୨ሺθሻ                                               (5.7)         

                                                                        
 La constante K dépend de la charge et de la géométrie de l'éprouvette. Cette grandeur est 

utilisée pour décrire le niveau de charge à proximité de la fissure et déterminer la taille de la 

structure. Par conséquent, la norme de contrainte stipule que lorsque le facteur d'intensité de 

contrainte dépasse une certaine valeur limite, la fissure devient instable. Cette limite s'appelle la 

ténacité, [51,48]. 

Mode I: 

௫௫ߪ ൌ
ூܭ

ݎߨ2√
cos ൬

ߠ

2
൰ ൤1 െ sin ൬

ߠ

2
൰ sin ሺ

ߠ3

2
ሻ൨ 

௬௬ߪ ൌ
௄಺

√ଶగ௥
cos ቀ

ఏ

ଶ
ቁ ቂ1 ൅ sin ቀ

ఏ

ଶ
ቁ sin ሺ

ଷఏ

ଶ
ሻቃ                                         (5.8) 

                                          ߬௫௬ ൌ
௄಺

√ଶగ௥
cos ቀ

ఏ

ଶ
ቁ sin ቀ

ఏ

ଶ
ቁ cos ሺ

ଷఏ

ଶ
ሻ       

 

                                     (5.9) 
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Mode II: 

௫௫ߪ ൌ െ
ூூܭ

ݎߨ2√
sin ൬

ߠ

2
൰ ൤2 ൅ cos ൬

ߠ

2
൰ cos ሺ

ߠ3

2
ሻ൨ 

௬௬ߪ ൌ
௄಺಺

√ଶగ௥
sin ቀ

ఏ

ଶ
ቁ cos ቀ

ఏ

ଶ
ቁ cos ሺ

ଷఏ

ଶ
ሻ                                                  (5.10) 

߬௫௬ ൌ
ூூܭ

ݎߨ2√
cos ൬

ߠ

2
൰ ൤1 െ sin ൬

ߠ

2
൰ sin ሺ

ߠ3

2
ሻ൨ 

 

                                     (5.11) 
 
 
 
Mode III: 

௫௭ߪ ൌ െ
௄಺಺಺

√ଶగ௥
sin ቀ

ఏ

ଶ
ቁ                                                      (5.12) 

௬௭ߪ ൌ
௄಺಺಺

√ଶగ௥
cos ቀ

ఏ

ଶ
ቁ                                                         (5.13) 

 

                                               (5.14) 
Remarque : Lorsque la structure fissurée est simultanément sollicitée dans les trois modes, le 

principe de superposition en élasticité linéaire donne :  

௜௝ߪ
௧௢௧௔௟ ൌ ௜௝ߪ

ሺூሻ
൅ ௜௝ߪ

ሺூூሻ
൅ ௜௝ߪ

ሺூூூሻ                                      (5.15) 

 Structure sollicitée dans le mode I 

Lorsque θ=0, c’est à dire lorsqu’on se place dans le plan de la fissure, les contraintes au 

voisinage immédiat et en aval de l’extrémité de la fissure, sont décrites, via les relations  par :  

 

ߠ௫௫ሺߪ ൌ 0ሻ ൌ ߠ௬௬ሺߪ ൌ 0ሻ ൌ
௄಺

√ଶగ௥
                                            (5.16) 



Chapitre 

 

 
Comporte
 

 
KI repré

KI  est 

abords 

valeur d

fissure)

et de co

Avec : 

Y  : 

 :  ߪ

 
I

la fissur

la fissur

valeur c

5: Endommag

ement  mécan

ésente le fac

le seul par

du fond de

de KI peut 

. Des expre

onfiguration

facteur tena

contraintes 

IRWIN a ch

re en tenant

re devient in

critique KIC 

gement et  Rup

ique  des maté

cteur d'inten

ramètre fou

e fissure. C'

être calcul

essions de K

n de pièces. 

ant compte 

dans le ma

herché une 

t compte de

nstable et se

 appelée tén

pture           

ériaux  métall

Figure 5.13

nsité de con

urnissant un

'est le facte

ée en analy

KI ont été dé

Toutes les e

ூܭ ൌ ܻ. ߪ

de la géomé

atériau norm

expression 

e la zone pl

e propage lo

nacité qui c

                   

liques -Brek. S

 
3  Singularité

 

ntraintes en m

ne caractéri

eur d'intensi

yse de cont

éterminées p

expressions

.ߨ√ߪ ܽ      

étrie de la fi

males au plan

pouvant dé

lastique par 

orsque le fac

caractérise q

                    

S-                 

é de contrain

mode I défi

stique du c

ité de contr

trainte en f

pour un gra

 sont de la f

en  MPa.√݉

fissure et de 

n de fissure

finir le cham

l'accroissem

cteur d'inten

quantitativem

                   

                  

nte.  

inis par IRW

champ de c

rainte (en d

fond de fiss

and nombre

forme : 

√݉               

la répartitio

e et en l'abse

mp de contr

ment de la 

nsité de con

ment la rési

    

                    

WIN . 

contrainte e

déformation

sure (à la p

e de cas de c

                  

on des contr

ence de cell

raintes au v

fissure. Il s

ntraintes KI 

istance d'un

            103

 

 

existant aux

n plane). La

pointe de la

chargement

         (5.17)

raintes. 

e-ci. 

voisinage de

suggère que

 atteint une

n matériau à

x 

a 

a 

t 

) 

e 

e 

e 

à 



Chapitre 5: Endommagement et  Rupture                                                                           

 

 
Comportement  mécanique  des matériaux  métalliques -Brek. S-                                                                     104 
 

la propagation brutale d'une fissure en mode I. Il énonça ainsi le critère de contrainte par la 

relation, [52]: 

ூ஼ܭ ൌ ܻ. .√௖ߪ ܽ                                                  (5.18) 

Y : Représente un coefficient de forme, c'est une fonction géométrique de l'éprouvette et de la 

longueur de fissure, il est donné pour les principales pièces par des tables. Dans le cas de la 

flexion trois points : 

ܻ ൌ 1.93 െ 3.07 ቀ
௔

ௐ
ቁ ൅ 14.53ሺ

௔

ௐ
ሻଶ െ 25.11ሺ

௔

ௐ
ሻଷ ൅ 25.80ሺ

௔

ௐ
ሻସ                  (5.19) 

 

 Détermination expérimentale de KIC : 

 L'essai consiste à solliciter en traction ou en flexion des éprouvettes géométriquement 

identiques comprenant des fissures de longueurs différentes, les charges de rupture relevées 

serviront au calcul de KIC. Dans la mesure où l'on veut représenter graphiquement la courbe qui 

traduire l'évolution de KIC  et sera en fonction de (a/w), [52]. 

 

 

Figure 5.14  Exemples des éprouvettes préfissurée,[53].  
 

Suivant le niveau de ductilité du matériau, le comportement à la rupture est analysé à l’aide des 

concepts de la mécanique linéaire élastique de la rupture (LEFM) et de la mécanique 

élastoplastique de la rupture (PYFM). La résistance à la fissuration est représentée par : 

• Gc : le taux critique de restitution d’énergie ou KIC : le facteur  d’intensité de contrainte de la 

LEFM 

•La courbe R de la PYFM qui donne en fait la variation de la ténacité (G, K, J) en fonction de 

l’avancée de fissure (a) 
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•les ruptures en utilisant des critères de  conception adéquats reviennent ainsi à analyser finement 

les caractéristiques d’amorçage et de propagation de fissures des matériaux en traction, flexion, 

choc ou fatigue.  

-Pour LEFM, la ténacité du matériau est représentée par un paramètre unique (Gc ou Kc) car ne 

convient qu’au matériau fragile. 

-Pour PYFM, la ténacité du matériau est représentée par l’une de ses courbes R (KR, JR, GR en 

fonction de (a)) car matériau ductile où la LEFM ne s’applique pas. 

 

 Principe de superposition en mécanique linéaire de la rupture 

 Le principe de superposition prouve que dans les matériaux élastiques linéaires, la 

composante de contrainte est "additive". Cependant, cette superposition est soumise aux règles 

suivantes: deux contraintes normales de même sens peuvent se superposer l'une à l'autre, mais la 

contrainte de cisaillement ne peut pas être superposée à la contrainte normale. Pour les facteurs 

d'intensité de contrainte (FIC) est de même : les FIC ne peuvent être ajoutés que s'ils sont liés au 

même mode (modes I, II ou III):  

ூܭ
௧௢௧௔௟ ൌ ூܭ

ሺ஺ሻ
൅ ூܭ

ሺ஻ሻ
൅ ூܭ

ሺ஼ሻ
൅ ⋯                                       (5.20) 

௧௢௧௔௟ܭ ് ூܭ ൅ ூூܭ ൅  ூூூ                                                      (5.21)ܭ

 

Par exemple (flexion 3points avec traction uni axial):    

ூܭ   
௧௢௧௔௟ ൌ ூܭ

ሺ௧௥௔௖௧௜௢௡ሻ
൅ ூܭ

ሺ௙௟௘௫௜௢௡ሻ                                             (5.22) 

 
 Approche d’Irwin 

 Lorsque le corps fissuré est soumis à une contrainte, la concentration de contrainte au 

fond de fissure produira une plastification locale. L'applicabilité de la méthode MLER dépend 

d'abord de la taille de cette zone, et elle doit être petite par rapport à la longueur de la fissure et 

assurer la non perturbation de la distribution élastique des contraintes. Dans le plan de la fissure 

et en aval de son extrémité, par exemple, dans le cas du mode I (θ = 0), la contrainte normale σy 

est donnée par : 

௬ߪ ൌ
௄಺

√ଶగ௥
                                                              (5.23) 

 
Irwin considère, en première approximation, que la frontière entre zones élastique et plastique 

correspond au lieu des points où les contraintes atteignent la limite d’élasticité du matériau,[51]. 
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pour étudier la forme et la taille de la zone plastifiée. La zone plastifiée est représentée par la 

relation suivante,[54] : 

௠ݎ ൌ ߙ ቀ
௄಺

ఙಶ
ቁ
ଶ

                                                              (5.28) 

 

 : et de l’état de contraintes ߠ est un paramètre fonction de l’angle ߙ

                      (5.29) 

Les valeurs de ߙ sont reportées dans le tableau (I.1). Aux points A, B, et C définis dans la 
figure  (5.16), [54] : 

 

 

                         Figure 5.16  Définition des valeurs particulières de α selon Banks et al,[54] 

5.3.4 Taux de restitution d’énergie (Energie de  Griffith) 

 Dans le cas où l'on néglige l'énergie cinétique, la puissance mécanique disponible pour 

ouvrir les fissures de la surface (A) est égale à la variation de l'énergie potentielle totale V, 



Chapitre 5: Endommagement et  Rupture                                                                           

 

 
Comportement  mécanique  des matériaux  métalliques -Brek. S-                                                                     108 
 

résultat de la variation de l'énergie élastique stockée dans la structure et de la variation d’énergie 

et de l'énergie liée à la force externe. Cette contribution  est appelée taux de restitution d’énergie 

(G) son unité est le joule/m2,[51]. 

 

 
Figure 5.17   Propagation de la fissure sur une longueur.       

 
∆Wୣ୶୲ ൌ ∆Wୣ୪ୟୱ୲ ൅ ∆U                                                 (5.30) 

Avec : 

∆Wext  : Variation d'énergie appliquée (due aux forces extérieures),  

∆Welast  : Variation d'énergie élastique (emmagasinée),  

∆U : Energie dépensée lors de la propagation de la fissure sur la longueur ∆a (une extension) 

Pour la théorie initiale de Griffith, théorie qui s’applique à une rupture fragile seulement, 

l’énergie  ∆U correspond à l’énergie nécessaire pour créer de nouvelles  surfaces dans le 

matériau  ∆U=∆Wsép avec  ∆Wsép  l’énergie de séparation des surfaces.  

On appelle ensuite énergie de Griffith   G  la quantité  ∆U rapportée à l’unité de  surface,[51] : 

 

ܩ ൌ lim∆஺→଴
∆௎

∆஺
ൌ

డ௎

డ஺
                                                    (5.31) 

 

Où ∆A=e.∆a  est la surface fissurée lors de la propagation de la fissure sur la longueur ∆a dans 

une éprouvette d’épaisseur e.  

Généralement, on suppose l’épaisseur unité (e=1) si bien que l’expression de l’énergie G 

rapportée à l’unité d’épaisseur devient :  

ܩ ൌ lim∆௔→଴
∆௎

∆௔
ൌ

డ௎

డ௔
                                                         (5.32) 

 

Cette énergie sert à créer de nouvelles surfaces libres, ce qui implique des apports d’énergie. En 

appelant ߛ௦ l’énergie spécifique de rupture par unité de surface, il est donc nécessaire pour que la 
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fissure se propage que la contribution mécanique équilibre au moins l’énergie dissipée (théorie 

de Griffith pour la rupture fragile), soit dans un milieu plan d’épaisseur unité, [51] : 

 

ܩ ൌ
డ௎

డ஺
ൌ  ௦                                                            (5.33)ߛ2

 

propagation de la fissure si   ܩ െ ௦ߛ2 ൒ 0   et arrêt de la fissure si ܩ െ ௦ߛ2 ൑ 0 

 

Afin de bien comprendre la signification de l'énergie Griffith G, nous examinerons la 

propagation dans les deux situations typiques suivantes, figure 5.18: 

• Propagation à déplacement  imposé (x) 

• Propagation à force  imposée  (F) 

   

 
 

Figure 5.18  Propagation stable à Force imposée ou à Déplacement imposé. 
 
 
 

 Propagation à déplacement imposé (x=constante) 
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 Quelques valeurs critiques de G 

-Le verre et les céramiques ont des valeurs très faibles : de l’ordre de 10 J/m2.  

-Les résines fragiles : de l’ordre de 100 à 500 J/m2. 

-Les composites verre/résine : de l’ordre de 7000 J/m2 

-Les alliages d’aluminium :20000 J/m2.  

-Les matériaux les plus résistants à la déchirure sont les aciers G de l’ordre de 100 kJ/m2, et, bien 

entendu, les métaux purs (G de l’ordre de 100–1000 kJ/m2). 

 Relation entre le facteur d’intensité des contraintes et l’énergie de Griffith 

les relation entre le facteurs d’intensité des contraintes et l’énergie de Griffith dans les trois 

modes de rupture,[51,48]: 

Mode I : 

En déformations planes : 

ூܩ ൌ
௄಺
మ

ா
ሺ1 െ  ଶሻ                                                  (5.37)ߥ

En contraintes planes ∶ 

ூܩ   ൌ
௄಺
మ

ா
                                                                 (5.38) 

Mode II: 

En déformations planes : 

ூூܩ ൌ
௄಺಺
మ

ா
ሺ1 െ  ଶሻ                                                (5.39)ߥ

En contraintes planes ∶ 

ூܩ ൌ
௄಺಺
మ

ா
                                                        (5.40) 

Mode III:                                                G୍୍୍ ൌ
୏౅౅౅
మ

ଶμ
                                                      (5.41) 

Cas général :  

Dans le cas général, lorsque les trois modes coexistent :  

ܩ ൌ ூܩ ൅ ூூܩ ൅  ூூூ                                               (5.42)ܩ

 

En déformation planes : 

ܩ   ൌ
ଵ

ா
ሾሺ1 െ ூܭଶሻሺߥ

ଶ ൅ ூூܭ
ଶሻ ൅ ሺ1 ൅ ூூூܭሻߥ

ଶ ሿ                           (5.43) 

En contraintes  planes :  

ܩ    ൌ
ଵ

ா
ሾܭூ

ଶ ൅ ூூܭ
ଶ ൅ ሺ1 ൅ ூூூܭሻߥ

ଶ ሿ                                                         (5.44) 
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Exercice n°1:  
Le tableau ci-dessous récapitule les résultats d’un essai de traction effectué sur une éprouvette 
cylindrique en acier. F est la charge de traction  et  ∆L son allongement : 

 
Le diamètre initial de l’éprouvette d0= 17.68 mm et le diamètre ultime du=16.41 mm.  
La longueur L0= 25 mm et la longueur ultime Lu= 26.75 mm. 
1- Tracer le graphe Force – allongement  F=f(ΔL) ,en déduire  la force élastique Fe et la force 
maximale de traction Fm. 
2- Tracer le graphe contrainte  – déformation  ߪ௖=f(ࢉࢿ ) ,en déduire la limite proportionnelle 
d’élasticité Re , la limite conventionnelle d'élasticité à 0.2% d’allongement plastique (Rp0.2,) la 
limite à la rupture (Rm), le module de Young E 
3-Déterminer l’allongement à la rupture A% et le coefficient de striction Z%. 
4- Le matériau est considéré comme  ductile ou fragile, justifiez votre réponse. 
5- Déterminer le module de cisaillement G sachant que le coefficient de Poisson ߴ ൎ 0.3 
 
 

Exercice n°2: 
Reprendre l’exercice  n° 1, nous allons établir maintenant le diagramme rationnel de la forme   
σv = f(εr), ce diagramme nous permettra ensuite d’établir la loi de comportement plastique du 
matériau. 
1- Déterminer les contraintes vraies (σv) et les déformations  rationnelles ( εr ) 
3- Tracer le diagramme rationnel (dans la zone de plasticité) σv = f(εr) 
4- Déterminer les coefficients d’écrouissage et de résistance (K et n) en utilisant la loi de 
Hollomon (loi de puissance).  
5- Déterminer les coefficients d’écrouissage et de résistance (K et n) en utilisant la loi de Ludwik 
 
 

Exercice n°3: 

Un essai de traction a été réalisé sur une éprouvette cylindrique d’acier inoxydable. La courbe  
brute de traction est donnée ci-dessous avec L0=150 mm et d0 =15 mm, Déterminer : 

1-  Le module d’Young longitudinale E  du matériau 
2-  La limite proportionnelle d’élasticité Re  
3-  La limite conventionnelle d’élasticité Rp0.2  
4-  La résistance à la traction Rm  
5-  La déformation totale ߝ௧ (en %) juste avant la rupture 
8-Lorsque l’éprouvette était soumise à une force F=40KN, son diamètre était alors égal à 14.995 
mm. Déterminer la valeur du coefficient de Poisson ߴ du matériau d'éprouvette. 
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Exercice n°4:     
On réalise un essai de traction sur  une éprouvette cylindrique proportionnelle en acier de section 
initiale So = 150 mm². Sachant que la force au point limite élastique  Fe = 3525 daN  et  la force 
maximale Fm = 5400 daN. Après rupture la longueur ultime Lu = 87,2 mm et l’allongement  au 
point limite élastique  ΔL = 0,08 mm. Déterminer les valeurs : la longueur Lo, l’allongement à la 
rupture A% , la limite proportionnelle d’élasticité Re, la résistance à la traction Rm  et le module 
de cisaillement G, sachant que le coefficient de Poisson ߴ ൌ 0.3 
 

Exercice n°5:  
Une éprouvette en cuivre (module d'Young E  = 110 GPa) de longueur L0 = 305 mm est tirée à 
l'aide d'une charge unitaire 275 = ߪ MPa. Si la déformation est élastique, quelle sera son 
élongation  ∆ܮ en mm. 
 

Exercice n°6:  
Une barre métallique homogène (le comportement du matériau est élastique linéaire, matériau 
isotrope) de section (30 x 15 mm2), de longueur L0=150 mm, est soumise à un effort de traction 
de F=10 K N dans le sens longitudinale et le module de Young E= 25000 MPa. 
1-Déterminer la déformation élastique ε et la variation de longueur ∆l. 
2-Déduire le module de cisaillement G sachant que le coefficient de Poisson ν = 0.3. 
3- Trouver la variation du volume de cette barre. 
 
Exercice n°7:   
Un barreau cylindrique de bronze de diamètre initial d0=10 mm, module d'Young E = 97 GPa et 
coefficient de Poisson   0.34 = ߴ. Quelle contrainte  de traction uniaxe ߪ dans le domaine 
élastique faut-il lui appliquer pour produire un allongement et ∆d = -3 x10-3 mm dans le sens 
transverse. 
 

Exercice n°8:  
On réalise un essai de dureté Brinell sur une éprouvette en acier, l'effort exercé sur la bille  (D = 
10 mm) est de 2943 daN. Après essai, on détermine le diamètre moyen de l'empreinte d = 4.5 
mm. Déterminer  la valeur de la dureté  HB et  déduire  la résistance à la traction Rm . 
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Exercice n°9:  
On réalise un essai de dureté Vickers sur une éprouvette, l'effort exercé sur le pénétrateur  40Kgf 
et les diagonales de l'empreinte après essai d1=0.52 mm et d2=0.54mm. Déterminer  la valeur de 
la dureté  HV. 
 
Exercice n°10:   
On a effectué un essai de résilience Charpy sur une éprouvette en acier avec une entaille en V. 
Étant donné que  le pendule mesure OG = 0,74 m avec  une masse en extrémité de 25 kg. l’angle 
de chute du pendule ߙ ൌ 70°  et  l’angle de remontée  ߚ ൌ 35° . 
1- Déterminer  l’énergie de rupture de l’éprouvette  
2- Déterminer  la valeur de la résilience KCV. 
 
Exercice n°11:   
Soit un mouton de Charpy dont le pendule mesure OG = 0,7 m et une masse en extrémité de 22,5 
kg. Sachant que le pendule est lâché d'une hauteur ho = 1,34 m et que l'angle de remontée 
mesuré est θ1 = 74° 
1-Déterminer  l’énergie de rupture de l’éprouvette  
2- Déterminer  la valeur de la résilience KCV. 
 

Exercice n°12:  

1-Déterminer les constants de rigidité (tenseur des rigidités) et de souplesse d’un acier ordinaire 
(comportement élastique linéaire, matériau isotrope) de caractéristiques : E=2.105 MPa et ߥ ൌ
0.3  . En déduire les coefficients de Lamé. 
2-Supposons que l’on mesure, en traction uniaxiale (σ11=150 MPa) les déformations 
correspondantes. Déterminer  les déformations. 
3-Supposons que l’on mesure, en cisaillement  simple (߬12=80 MPa) les déformations 
correspondantes .Déterminer  les déformations. 
 

Exercice n°13 : 

L’objectif de cet exercice est de déterminer les relations entre le coefficient de Poisson ߥ, le 
module d’Young E et les paramètres de Lamé.  
On se place dans un état de contrainte uniaxiale, une seule contrainte est non nulle  ߪଵ ് 0   
1-Déterminer ߝଶ ݁ߝ ݐଷ   en fonction de  ߝଵ  et des paramètres de Lamé, puis du coefficient de 
Poisson, et déterminer la relation entre le coefficient de Poisson et les paramètres de Lamé. 
2-Déterminer  ߪଵ  en fonction de  ߝଵ  et des coefficients de Lamé, puis en fonction du module 
d’Young, et déterminer la relation entre le module d’Young et les coefficients de Lamé. 
3-Déterminer les relations inverses entre les coefficients de Lamé et le module d’Young et le  
coefficient de Poisson. 

Exercice n°14:  

Déterminer les constants de rigidité (tenseur des rigidités) et de souplesse d’un matériau 
composite orthotrope de caractéristiques :  E1 = 30 GPa  , E2 = 20 GPa  , E3 = 10 GPa  ,ߥଵଶ ൌ
ଵଷߥ  , 0.14 ൌ ଶଷߥ, 0.3 ൌ 0.32  ,G12= 4 GPa ,  G13=3.5 GPa   et    G23=2.5 GPa 
 
Exercice n°15:  
Déterminer les constants de rigidité (tenseur des rigidités) et de souplesse d’un matériau 
composite orthotrope de caractéristiques :  E1 = E2= 25 GPa  , E3 = 10 GPa  , ߥଵଶ ൌ 0.12 ,  
ଵଷߥ ൌ ଶଷߥ, 0.3 ൌ 0.32  ,G12= 4.2 GPa et  G13= G23=3.5 GPa. 
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Exercice n°16:  
En un point M d’un solide, dans le repère orthonormé {Ԧı,Ԧȷ,Ԧk}, le tenseur des déformations est 
égal  à : 

ሾεሿ୶୷୸ ൌ 10ି଺ ൥
150 െ120 0
െ120 200 0
0 0 0

൩ 

Un tel état de déformation est dit  état de déformation plane par rapport  à l’axe Ԧk. Le 
comportement du matériau est élastique linéaire, matériau isotrope, avec les caractéristiques : 
Module de Young E= 2.105 MPa  et coefficient de Poisson ߥ ൌ 0.3  
1- Déterminer les deux constantes d’élasticité indépendantes de rigidité. 
2- Déterminer les deux constantes d’élasticité indépendantes de souplesse. 
3-Déduire les coefficients de Lamé. 
4-Déterminer les composantes du tenseur des contraintes. 
 
Exercice n°17:  
En un point M d’un solide, dans le repère orthonormé {Ԧı,Ԧȷ,Ԧk}, le tenseur des contraintes a pour 
vaeur : 

          ሾσሿ ൌ ൥
100 െ40 0
െ40 80 0
0 0 0

൩      MPa       

Un tel état de contrainte  est dit  état de contrainte plane, le comportement du matériau est 
élastique linéaire isotrope, avec les caractéristiques : Module de Young  E= 21.104 MPa  et 
coefficient de Poisson  ߥ ൌ 0.3  
1-Calculer les  constantes d’élasticité indépendantes de rigidité.  
2-Calculer les constantes d’élasticité indépendantes de souplesse.  
3-Déduire les coefficients de Lamé. 
4-Déterminer les composantes du tenseur des déformations. 
 

Exercice n°18: 

En un point M d’un solide, dans le repère orthonormé {Ԧı,Ԧȷ,Ԧk}, le tenseur des déformations est 
égal  à :  

ሾεሿ୶୷୸ ൌ 10ି଺ ൥
1000 0 0
0 െ200 0
0 0 ε୸୸

൩ 

Le comportement du matériau est élastique linéaire isotrope, avec les caractéristiques : Module 
de Young  E=200 GPa    et coefficient de Poisson  ߥ ൌ 0.3  
1-Calculer les constantes d’élasticité indépendantes de souplesse.  
2-Déduire les coefficients de Lamé. 
3-Déterminer les composantes du tenseur des contraintes dans les deux cas : 

a- En contraintes planes (C.P) 
b- En déformations planes (D.P) 
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Exercice n°19:  
Dans la zone la plus sollicitée d’une pièce sollicitée par des chargements mécaniques, on relève 
l’état de contrainte suivant : 
௫௫ߪ ൌ , ܽܲܯ 246 ௬௬ߪ ൌ ,ܽܲܯ 62 ௭௭ߪ ൌ ,ܽܲܯ 92 ௫௬ߪ ൌ ,ܽܲܯ 0 ௫௭ߪ ൌ ௬௭ߪ ݐ݁ ܽܲܯ 0 ൌ  .ܽܲܯ 0
Le comportement du matériau est élastique linéaire isotrope, avec les caractéristiques du 
matériau de la pièce: E= 2.105 MPa ,  ߥ ൌ 0.3 .Déterminer les composantes du tenseur des 
déformations. 
 
Exercice n°20:  
En un point M d’un solide, dans le repère orthonormé {Ԧı,Ԧȷ,Ԧk},une pièce sollicitée par des 
chargements mécaniques, on relève l’état de contrainte suivant : 
௫௫ߪ ൌ െ170.77 ܽܲܯ , ௬௬ߪ ൌ ,ܽܲܯ 60.77 ௭௭ߪ ൌ ,ܽܲܯ 0 ௫௬ߪ ൌ െ41.97 ܽܲܯ, 
௫௭ߪ  ൌ ௬௭ߪ ݐ݁  ܽܲܯ 0   ൌ  .ܽܲܯ 0
Le comportement du matériau est élastique linéaire isotrope, avec les caractéristiques du 
matériau de la pièce: E= 21.104 MPa ,  ߥ ൌ 0.3 .Déterminer les composantes du tenseur des 
déformations. 
 
Exercice n°21: 
En un point M d’un solide, dans le repère orthonormé {Ԧı,Ԧȷ,Ԧk} on donne le tenseur des 

contraintes  :  

ሾσሿ ൌ ൥
63.44 െ18.47 0
െ18.47 71.13 0

0 0 σଷଷ

൩    MPa 

Le comportement du matériau est élastique linéaire isotrope, avec les caractéristiques :  
E=2.105 MPa  et ߴ ൌ 0.3    
1-Calculer les deux constantes d’élasticité indépendantes de rigidité  
2- Déduire les coefficients de Lamé 
3-Calculer les deux constantes d’élasticité indépendantes de souplesse 
4-Déterminer la valeur de la contrainte σଷଷ  et  les composantes du tenseur des déformations (état 
de déformation plane par rapport  à l’axe Ԧk).  
 
Exercice n°22 :   

On soumet un barreau d’acier  ( E=2.105 MPa, ߥ ൌ 0.3, ߙ ൌ 12. 10ି଺ ሺܭሻିଵሻ, de 200 mm2 de 
section et de 1 m de longueur, à une force axiale de traction de 15 KN. 
 On demande de calculer l'abaissement de température nécessaire pour que l'allongement total du 
barreau soit nul. 
 
Exercice n°23 :  

Reprendre l'exercice précédent (ex n°22), on chauffe le barreau d’acier  de sa température initiale  
T0 =  20° C à une température uniforme T1=80°C. Déterminer les déformations dans le barreau.  
 
Exercice n°24 :  

On considère un cylindre de section circulaire S  et de longueur L.Il est constitué d’un matériau  
isotrope de module  d’Young E, de coefficient  de Poisson  ߥ  et de  coefficient  de  dilatation 
thermique ߙ (E, ߙ ,ߥ supposés  indépendants de T). Le comportement du matériau est thermo-
élastique linéaire isotrope. On se place dans le cadre des petites perturbations et en régime  
stationnaire. Nous ignorons la force du volume devant les forces considérées. 
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On met en contact les plateaux (A) et (B) d’une presse avec le cylindre, mais sans exercer des 
efforts sur le cylindre. On bloque alors les deux plateaux de la presse. On chauffe ensuite le 
cylindre de sa température initiale T0  à une température uniforme T1. 
1-Déterminer l’expression de la force appliquée F par les plateaux sur le cylindre  
2-Déterminer la contrainte (ߪ௭ሻ  dans le cylindre. 
 

 
 
Exercice n°25 : 

Considérez la structure illustrée dans la figure ci-dessous. chaque cylindre de section  ܵ  et de 
longueur L est constitué d’un matériau  isotrope de module d’Young E, de coefficient de Poisson  
 Le .(supposés  indépendants de T ߙ ,ߥ ,E) ߙ et de  coefficient  de dilatation thermique  ߥ
comportement du matériau de chaque cylindre est thermo-élastique linéaire isotrope. On se place 
dans le cadre des petites perturbations et en régime  stationnaire. ignorons la force du volume 
devant les forces considérées et les cylindres sont indépendants et les glissements aux interfaces 
sont sans frottement. Le cylindre   (2) a pour caractéristiques (ܧଶ, ߥଶ, ߙଶ ) tandis que les deux 
cylindres (1) ont pour caractéristiques (ܧଵ, ߥଵ, ߙଵ ). On chauffe l’ensemble de la température 
initiale T0  à une température uniforme T1. 
1-Déterminer l’expression de la force appliquée par les deux plateaux sur les cylindres  
2-Déterminer la contrainte (ߪ௭ሻ   
 
 
 

 

 

Exercice n°26:  
Les  deux barreaux (1) et (2) sont, au départ, simplement en contact  l’un avec l’autre (en B) et avec des 
parois rigides (en A et C), Sachant que : 
Pour le barreau 1, la section A1=200 mm2, module de Young E1=100GPa  et le coefficient  de 
dilatation thermique ߙଵ ൌ 20. 10ି଺  °ିܥଵ  . 
Pour le barreau 2, A2=100 mm2,E2=70GPa  et ߙଶ ൌ 13. 10ି଺  °ିܥଵ 
On augmente la température de l’ensemble de la structure de 30°c :       
1-Déterminer le déplacement de la jonction B. 
2-Déterminer la valeur de la contrainte (ߪ௭ሻ  dans chacun des barreaux.   
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Exercice n°27: 
Une barre rectiligne A-C, en acier de section transversale ronde (diamètre d) et de longueur 3a, 
schématisé par la figure ci contre. La barre est encastrée à ses deux extrémités dans des appuis 
indéformables. Cette pièce se compose de deux tronçons cylindriques : 
Premier tronçon : Aire de la section A1, longueur 2a                    
Deuxième  tronçon : Aire de la section A2, longueur a 
La force P est appliquée entre le premier et le deuxième  tronçon. La barre est constituée d’un 
 matériau isotrope de module d’Young E et de coefficient de dilatation thermique ߙ (E et ߙ 
supposés indépendants de T).Le comportement du matériau est thermo-élastique linéaire 
isotrope. On se place dans le cadre des petites perturbations et ignorons la force du volume 
devant les forces considérées. On augments la température de l’ensemble de  ∆ܶ . 
-Déterminer les réactions d’appui en A et C. 
On donne : P=25 KN, ∆ܶ ൌ 30°ܿ , a=500 mm, d=50mm, 12.10-6= ߙ °C-1  et  E=21.104 MPa 
 

 

 

 

Exercice n°28: 
Des rails d’acier sont posés avec un écartement de B=3mm entre les extrémités lorsque la 
température est de 15 °c. Calculer la valeur de ce écartement B pour une température de -30 °c et  
a quelle température les rails sont-ils en contact. 
On donne : longueur d’un rail est L=12 m , le module de Young et le coefficient de dilatation 
thermique ߙ du matériau des rails E=21.104 MPa, 12.10-6= ߙ °C-1 . 

Exercice n°29: 
Une barre rectiligne AB , en acier de section transversale ronde et de longueur 2L schématisé par 
la figure ci-contre. La barre est encastrée à ses deux extrémités dans des appuis indéformables. 
Cette pièce se compose de deux tronçons cylindriques : 
Tronçon AC : diamètre de la section d et  longueur L   
 Tronçon CB : diamètre de la section 2d et  longueur L 
La force concentrée P est appliquée entre le premier et le deuxième tronçon. La barre est 
constituée d’un matériau  isotrope de module d’Young E et de coefficient de dilatation thermique 
-Le comportement du matériau est thermo.(supposée indépendants de la température ߙ ,E) ߙ
élastique linéaire isotrope. On se place dans le cadre des petites perturbations et on néglige les 
forces de volume. On augmente la température de l’ensemble de  ∆ ܶ . 
Déterminer les réactions d’appui en A et B. 
On donne : P=10 KN , ∆ ܶ=20°C ,L=500 mm,d=50 mm,E=21.104 MPa et 12.10-6= ߙ °C-1  
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Exercice n°30:  
En un point M d’un solide, dans le repère orthonormé൛ıԦ, ȷԦ, kሬԦൟ, le tenseur des contraintes a pour 
valeur : 

 
 

1. Déterminer les contraintes principales. 
2. Déterminer les invariants des contraintes 
3. Déterminer la contrainte équivalente de Von Mises  
4. Déterminer la contrainte équivalente de Tresca  

Exercice n°31:  
Reprendre l'exercice précédent (ex n°30)  on remplace le tenseur des  
Contraintes  par : 
 
 

Exercice n°32:  
Reprendre l'exercice (ex n°30)  on remplace le tenseur  des contraintes par  
 
 
 
 
 
Exercice n°33:  
Considérons les  états plans de contrainte ci-dessous. Les axes sont principaux et les contraintes 
sont en MPa. D’après le critère de  Von Mises, quel est l’état de contrainte le plus dangereux.  

 
 
Exercice n°34:  
Déterminer les contraintes  équivalentes de Von Mises et de Tresca  pour les deux  états de 
contraintes particuliers. Traction simple et  cisaillement simple 

 

 

 
Exercice n°35:  
Dans la zone la plus sollicitée d’une pièce chargée, on relève l’état de contrainte suivant : 
௫௫ߪ ൌ , ܽܲܯ 200 ௬௬ߪ ൌ െ100 ܽܲܯ, ௭௭ߪ ൌ ,ܽܲܯ 200 ௫௬ߪ ൌ ,ܽܲܯ 50 ௫௭ߪ ൌ   ܽܲܯ 0
௬௭ߪ ݐ݁ ൌ La limite élastique est identifiée sur la courbe de traction ܴ௘.  ܽܲܯ 0 ൌ  .ܽܲܯ 270

1. Comparer les contraintes principales à la limite élastique 
2. Appliquer le critère de Tresca 
3. Appliquer le critère de Von Mises 
4. Tracer la zone du critère de Tresca dans le plan des contraintes ߪଵ, ߪଶ 
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Exercice n°36: 
 Les contraintes en un point critique d’un composant de machine sont : 
σxx = 100 Mpa , σyy = −60Mpa et   ߬xy = 60 Mpa    (Etat de contrainte plane) 
Sachant que la limite élastique de l’acier utilisé Re= 300 MPa  

1. Appliquer le critère de Tresca 
2. Appliquer le critère de Von Mises 
3. Tracer la zone du critère de Tresca dans le plan 1,2 

 
Exercice n°37:  
Reprendre l'exercice précédent (ex n°36 ) on remplace les contraintes relevées par : 
 σxx = 40 MPa , σyy = 150 MPa et  ߬xy = 50 Mpa .  
 
Exercice n°38: 
Soit la structure ci dessous elle est constituée de trois barres (AB,AC et AD), de même section S, 
de module  de Young E  et  limite élastique σ0 .Les barres sont articulée aux extrémités B, C, D. 
Soit ࢾ un déplacement vertical  du point d’application A de charge P.   

1- Déterminer les déformations des barres AB, AC, AD en fonction de  ߜ௏ et L.  
2- Déterminer la charge maximale supportable par la structure pour les trois types de 

comportement: 
- Comportement purement élastique 
- Comportement mixte (élastique et plastique parfait) 
- Comportement au-delà du domaine élastique (plastique parfait). 

3- Déterminer la réponse élasto-plastique du système 
(structure) dans un diagramme (P, ߜ௏) et la charge maximale. 

 

Exercice n°39: 
1-Quelle est la déférence entre  les essais mécaniques suivants : 

a- Ecrouissage    
b- Fluage 
c- Relaxation 

2-Donner la loi de comportement mécanique correspondante à chaque modèle rhéologique 

 

3-Donner la règle d’association entre les modèles en série et en parallèle 
 

Exercice n°40: 
Montrer que la loi du comportement mécanique en fonction du temps en sollicitation de fluage 
est donnée par les relations suivantes pour les deux modèles rhéologiques de Maxwell et Kelvin-
Voigt : 
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Exercice n°41: 
Montrer que la loi du comportement mécanique en fonction du temps en sollicitation de 
relaxation est donnée par la relation suivante pour le modèle  rhéologique de Maxwell : 

 

Exercice n°42: 
Le modèle de Burger est une combinaison en série des modèles de Maxwell et de Kelvin pour 
décrire le comportement viscoélastique des matériaux. Déterminer la loi du comportement 
mécanique en fonction du temps en sollicitation de fluage. 
 

 

Exercice n°43: 
Dans le modèle de Zener on met en série un ressort avec un ressort et un amortisseur qui sont 
montés en parallèle pour décrire le comportement viscoélastique des matériaux. Montrer que la loi du 

comportement mécanique en fonction du temps en sollicitation de fluage est donnée par la relation 
suivante : 

 
Exercice n°44: 
Dans le modèle de Zener nous installons un ressort avec un ressort et un amortisseur qui sont 
montés en parallèle pour décrire le comportement viscoélastique des matériaux. Montrer que  loi 
du comportement mécanique en fonction du temps en sollicitation de relaxation est donnée par 
la relation suivante : 
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Annexe 02  
Correspondances entre les échelles de dureté 

Table de conversion des duretés et résistances à la traction de l’acier
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Annexe 03  
Correspondances entre les échelles de dureté,[9] 
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