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Chapitre 1

Variables aléatoires réelles

Une variable aléatoire est utilisée pour modéliser des phénomenes aléatoires ou un mécanisme
non déterministe. C’est une variable qui peut prendre différentes valeurs avec une probabilité
définie pour chacune des occurences, au contraire d’une variable certaine qui ne prend qu’une
seule valeur définie, avec une probabilité égale a 1. La variable aléatoire est une fonction définie sur
I’ensemble des résultats possibles d’une expérience aléatoire, telle qu’il soit possible de déterminer
la probabilité pour qu’elle prenne une valeur donné ou qu’elle prenne une valeur dans un intrvelle
donné.

Dans tout le chapitre, (€2, .4, P) désigne un espace de probabilité et E est un ensemble muni de
la tribu (.

1.1 Rappels fondamentaux sur les variables aléatoires

Définition 1.1.1 (la variable aléatoire)
Une variable aléatoire X (v.a. en abrégé) est une application mesurable de (2, A, P) dans un
espace mesurable (E, (), c’est a dire

X (Q,AP) - (E, (),

vérifiant la condition
VBe(, X ' (B)c A

- X est dit variable aléatoire réelle (ou a valeurs réelles) si (E,() = (R, B(R)).

- X est dit vecteur aléatoire si (E,() = (R",B(R")) et on le note X = (X;...,X,) ot
Xii=1,n:(QA4 P) — (R,B(R)) est une variable aléatoire appelée i.éme marginale de
X. En particulier, X est dit couple de variables aléatoires si (E,() = (R?, B(R?)).

- X est dit suite de variables aléatoires si (E,() = (RN, B(RY)).

L’ensemble des valeurs possibles de la v.a. X est noté X (€2). Si cet ensemble est fini ou
dénombrable, la v.a. X est dite discrete et s’il est nondénombrable, la v.a X est dite continue.

Remarque 1.1.1 Les variables aléatoires sont toujours notées par des lettres majuscules : XY, Z,
et les valeurs possibles des variables aléatoires sont notées par des lettres minuscules : x,y, z, ....

l,siwe A
0,siw¢g A’
mesurable si A € A, et dans ce cas X 5 est une variables aléatoire.

Exemple 1.1.1 1. 1- L’application X 4(w) = { pour tout A € Q est dite A—

1



CHAPITRE 1. VARIABLES ALEATOIRES REELLES

2. 2- Soit (Q, A, P) Uespace de probabilité du dé équilibré : Q@ = {1,2,3,4,5,6} et P({w;}) = %
pour tout 1 =1, ..., 6.

On considere les applications X, et Xy définies par

Xl(w) = w,Vw e .
XQ(CL)) = 1{17375}((,0),ch e Q.

Alors les ensembles des valeurs possibles sont respectivement X1(Q) = {1,2,3,4,5,6} et
X2(Q> - {17 0} :
Soient les deuz tribus Ay = P(Q) et Ay = {@,{1,2,3},{2,4,6},Q} et on vérifie si X; et
Xs sont des v.a.
- Pour A; = P(QQ) on remarque que Xyet Xy sont Ay—mesurables, donc ce sont des v.a.
- Pour Ay = {@,{1,2,3},{2,4,6},Q} on remarque que X, est Ay—mesurable mais X,
n’est pas
As—mesurable.

En effet : on a X5(Q2) = {0,1}, P(X2(Q)) = {<,{1},{0},{0,1}}

X' ({1)) = {w e Q, Xo(w) =1} = {1,3,5} € Ay.

X5 ({0}) = {w € Q, Xy(w) =0} = {2,4,6} € A,.

X;'{0,1}) = {w € Q, Xo(w) =0V Xy(w) =1} = Q € As.

X, (2) =2 € A,

Tendis que X; ' ({1}) = {w € Q, X1 (w) = 1} = {1} ¢ A,.

Définition 1.1.2 (Tribu engendrée par une variable aléatoire)
La tribu engendrée par la variable aléatoire X, notée o (X), est la plus petite tribu rendant
Uapplication X mesurable. Elle est définie comme suit

c(X)={X""(B),Be(}.
Exemple 1.1.2 La tribu engendrée par la v.a. 14, pour tout A € €, est
o(1a) ={A, A% @,Q}.

Définition 1.1.3 (Variable aléatoire simple et élémentaire)

1. On appelle variable aléatoire étagée ou simple, a valeurs dans R, une variable aléatoire
définie sur 2, de la forme :

X(w> = inlAi (w)a

.....

aiER.

2. La variable aléatoire X est dite élémentaire si
X(w) = Y wila, W),
i=1

0t (7;);5, sont des nombres réels et les (A;);5, forment une partition infinie de Q.
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1.1. RAPPELS FONDAMENTAUX SUR LES VARIABLES ALEATOIRES

Proposition 1.1.1 (Approzimation)
Toute variable aléatoire X est limite simple de variables aléatoires étagées. Si de plus X est
réelle positive, la limite peut étre choisie croissante.

Preuve. TD =

Définition 1.1.4 (Loi de probabilité d’une variable aléatoire)
1- Soit X wune variable aléatoire de (2, A,P) dans (E,(). La loi de probabilité (dite aussi
distribution) de X est la probabilité, notée Px, définie sur (E,() par :

Px(B)=P(X € B)=P{we ;X (w) € B}), Bec(.

Pyx est appelée lot tmage de P par ’application X.
2- Soit X = (X1, ..., X,,) un vecteur aléatoire, la loi de X, notée Py,
des variables aléatoires X1, ..., X, est définie par

x,, et appelée loi jointe

-----

Px,. x,(B) =P({w € Q ; X (w) € By; Xs(w) € By, ..., X, (w) € B,}), B € B(R").
Les lois des variables aléatoires marginale (X;),_1, s appellent les lois marginales.

Définition 1.1.5 ( Egalité de deux variables aléatoires)
Soient X etY deux variables aléatoires, on dit que :

1. X etY sont égale en loi ou en distribution, et on note X LY ssi
VAc AP(XeA)=PY e€A.
2. X etY sont égale presque sirement, et on note X =Y ssi
PlweQ, X (w)=Y (w)}) =1
Exemple 1.1.3 On lance une piece de monnaie équilibrée et on définit les v.a. suivantes :

Y 1, sile résultat est face | 1, sile résultat est pile
| 0, silerésultat est pile >~ | 0, sile résultat est face *

Les v.a X etY sont elles égales en loi ?sont elle égale presque surement ?

Solution 1.1.1 On a Q = {P,F} et P({P}) = P({F}) = 1. On dit que X LY ssila loi de
probabilité Py, de X, est identique a celle Py, de Y. Il remarque que

Py (1) =B(X=1)= 1 Bx (0) =P(X =0) =
et
Py (1) =P(Y =1) :%,IP’Y(O):IP’(Y:()) :%.

c’est a dire X et'Y ont la méme loi de probabilité, alors X £y.

Pour I’égalité presque sure il est claire que X et'Y prennent des valeurs différentes pour chaque
élément de §2. Autrement dit

PHwe, X (w)=Y (w)})=0.

Donc X et'Y ne sont pas égales presque sturement.
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CHAPITRE 1. VARIABLES ALEATOIRES REELLES

Remarque 1.1.2 Si deux variables aléatoire sont égales presque surement alors elle sont égales
en loi, mais la réciproque est fausse.

Définition 1.1.6 (Fonction de répartition)
La fonction de répartition Fx de la variable aléatoire réelle X, est définie de R dans [0, 1] par

Fx (r) = P(X < z) = Px(]—00,1]),

Proposition 1.1.2 La fonction de répartition Fx posséde les propriétés suivantes :

1. Fx est croissante ;

lim Fx(z)=0et lim Fx(x)=1;
r——+00

r——00

2

3. Fx est continue a droite et admet une limite a gauche lim  Fx(x) = P(X < xp);
r—ao,r<x0

4

. St x nlest pas un atome (valeur possible) de X, alors Fx est continue a gauche (donc

continue) en x. L’ensemble des points de discontinuité de Fx est l'ensemble des atomes de
X.

Preuve.

L. Soitz <yeRonma{X<z}={we: Xw) <z}C{wel: X(w) <y} ={X <y},
donc
Fx (z) = P(X <) <P(X <y) = Fx ()

D’ou la fonction F'x est croissante.

2. Pour démontrer cette propriété, on prend d’abord ’ensemble A,, = |—o0, —n].

lim Fx(z)= lim Fx(—n)= lim P(X < —n)= lim Px(A4,),

T——00 n—-+o0o n—-+o00 n—-+o0o

et comme (A4,),-,; est une suite décroissant des événements de B(R), avec lim A, =

n—+o0o
N A, = 9, alors
n>1
lim Fx(l’) = lim ]P)X (An) == ]PX ( N An) == PX (@) = 0.

T——00 n—+oo n>1
Puis on prend 'ensemble B,, = |—o0o,n]

lim Fx(x)= lim Fx(n)= lim P(X <n)= lim Px(B,)

T—+00 n—-+oo n—-+oo n—-+oo
= Py (UBn> — Py (R) =1,
car (By,)n,>1 est une suite croissante des événements de B(R), avec UB,, = liT B, =R.
= n n——1+00

3. Pour démontrer la continuité a droite, on prend la suite (B,,),>1 des événements de la forme
B, =|—o00,r — L[ avec nLngn = |—o0,z| et Px (nngn> =P(X <),

1 1
lim Fx(y) = lim Fx(z—-)= lim P (X <az-— —) — lim Py (B,) =Py (UBn) —P(X <a).

r—xr— n—-+4oo n n—-+4oo n n—-+4oo

4



1.2. CARACTERISTIQUES NUMERIQUES D’'UNE VARIABLE ALEATOIRE

4. On constate que si P(X =x) = 0 alors P(X < z) = P(X < z) est la continuité a gauche
manquante vient.

Réciproquement si x est une atome alors P (X < x) # P (X < x) et li}nFX (y) < Fx(z)ily
y

a une discontinuité de F'x en zx.

|
Remarque 1.1.3 1. Si X est une variable aléatoire discreéte, alors
«Px () =P (X =2)>0 et Z Py (z) = 1.
z€X(Q)

w0 (X) =0 ({X =} 2 € X(@))
et dans ce cas la fonction de répartition Fx vérifie :

1-TFyx(y) = Z Px (z), poury € R.

z€X(Q),z<y
2-Pa< X <b)=Fx(b)—Fx(a).
2. Si X est continue (a densité, i.e. admet une densité de probabilité, une fonction fx, vérifiant
1 —Vzx eR, fX<LU> > 0.
2— [fx(x)de =1
R
3 — fx est continue.

alorsst x < 0

(a) 1 —VA € BR),Py(A)=P(X € A) = [fx (z)dx.

(b) 2—Fx (y) = }fx (x) dz, pour tout y € R.

(c) 3—Pa<X<b)=Pla<X<bh)=Pa<X<b)=Pla<X <))
= [? fx (z) dz = Fx (b) — Fx (a) .

1.2 Caractéristiques numériques d’une variable aléatoire

L’espace des variables aléatoires, définies sur I’espace de probabilité (€2, A, P) a valeurs dans
R, dont la valeur absolue est de puissance p-ieme intégrable, est noté L7 (Q, A, P), pour p > 1, est

défini comme suit :
1)Sipe 1, +oof, LP(Q, A P) = {X est mme v.a. : X ¢ (Q, A P) > RE|XP = [, [X|"dP < +oo}

est un espace vectoriel normé avec pour norme
I1X], = (E|X[") (norme L").
2) Si p = +oo, alors L (Q,A,P) = {X : (QAP) - R:3¢;P(|X]| > ¢) =0} c’est Pensemble
des v.a. presque strement bornée. Sa norme est définie par
| X =inf{c>0:P(]X]|>c) =0} (Supremum essentiel).
| X | est le plus petit nombre réel positif vérifiant [|X||, < [|X]|
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CHAPITRE 1. VARIABLES ALEATOIRES REELLES

1.2.1 Espérance mathématique d’une variable aléaoire

Définition 1.2.1 (moment d’ordre k d’une variable aléatoire)
On appelle moment d’ordre k (k € N*) d’une variable aléatoire X, lorsqu’il existe, le réel E(XF).

Définition 1.2.2 L’espérance mathématique (moment d’ordre 1) de la variable aléatoire intégrable
X, notée E(X), est définie comme lintégrale de X par rapport a la probabilité P comme suit :

- / XdP (z)
.

E(X) joue le role dévolu a la moyenne en statistiques : elle correspond a la valeur moyenne
espérée par un observateur lors d’une réalisation de la variable aléatoire X.

Exemple 1.2.1 1. 8i X =14,,alors E(X) =E(1a,) = [ 14,dP (z) = [dP (z) =P (4,;).
%

A,

2. 51 X = a1y, alors E(X) = > a;,P(A;).
i=1 =

3. 85X >0 ((VweQ X (w)>0), on pose
— k
22_ <X <L
k=0

ot (Xy,)n>0 est une suite croissante de v.a. étagées qui converge vers X. On définie E(X)
par

=k k k+1
E(X) = lim E(X,)= lim Q—]P(—<X<L).
n—-+oo n—+oo n n
k=0

4. Si X est une v.a. quelconque telle que E(X) < oo, alors
Xt (w) = X (w)).
X (@) =X () = X~ (w), { a éfﬁ)z nﬂix<é?’_ X(}‘Z)) 3
el | X ()| =X7 (w) + X~ (w).

G EN(X (w)] < oo, alors E(X) =E(XT) —E(X™).
¥ S E|(X (w)] =00, alors on dit que E(X) n'est pas définie.

Espérance d’une variable aléatoire discrete

Définition 1.2.3 Soit X une v.a. discréte avec X () = {x;,i € I} dénombrable. On dit que X
est intégrable ssi

E|X| =) || P(X = 2;) < +oc.
i€l

Dans ce cas ’espérance de X est

i€l



1.2. CARACTERISTIQUES NUMERIQUES D’'UNE VARIABLE ALEATOIRE

- Si h: R — R une fonction mesurable, alors h (X) est une variable aléatoire discreéte, elle est dite
intégrable ssi

> A ()| P(X = 2;) < +o0.

iel

L’espérance de h(X) est définie par
Zh x;) =1;).

Exemple 1.2.2 Soit X une v.a. de loi de probabilité donné par le tableau suivant :
T; -1 0 2 5
P(X =xi) | 0,01 | 0,2 0,43 | 0,36

1) Calculer Fx et E(X)

2) On définit une nouvelle variable aléatoire Y = 2X + 1.

a- Déterminer la loi de probabilité de Y

b- Calculer Fy et E(Y).

Exemple 1.2.3 Soit X ~ P()) P(X = k) = A exp(—\),k € N.
1) Calculer E(X).

On montre d’abord que X est intégrable

E(|X]) = Z |k| P(X Zk‘— exp(—A) (car k est positif)
=A< 00

alor X est intégrable et son espérace est E(X) = .

Espérance d’une variable aléatoire continue

Définition 1.2.4 Soit X une variable aléatoire continue de densité de probabilité fx. Si X est
intégrable, c’est a dire

E|X| :/|x|fX(x)dx < 400,
Alors lespérance de X est donnée par la formule suivante :

E(X) = /xf(x)dx

R

- Si h: R — R un fonction mesurable, alors h (X) est une v.a. continue, elle est intégrable ssi
/|h (2)] f(z)dz < +o0.
R

L’ espérance de h(X) est alors
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Propriétés de ’espérance mathématique

Soit X et Y deux variables aléatoires intégrables, (a,b) € R. Alors :

1) La positivité : si X >0 p.s, alors E(X) > 0 p.s;

2) La monotonie : si 0 < X <Y ps., alors E(X) > E(Y) p.s

3) Inégalité de Markov : Si X admet un moment d’ordre 1, alors pour tout a > 0,

(|X E(lx])
P(X]=a) <

4) La linéarité : E(aX 4+ 0Y) = aE(X) + bE(Y).

5) Inégalité de Jensen : pour ¢ une fonction réelle convexe (p : R — R), avec ¢ (X) est

intégrable. Alors
¢ [E(X)] < E[p(X)].

6) Inégalité de Cauchy-Schwartz : Si X et Y admettent des moments d’ordre 2, alors

E|X.Y| < VEX2).E(Y?).

Preuve. (TD) =

1.2.2 Variance d’une variable aléatoire

Définition 1.2.5 (Variance d’une variable aléatoire)
Si X € L*(Q, A, P), on définit la variance de X par

Var(X) =E [(X —E(X))?].

La variance mesure la déviation moyenne autour de la moyenne espérée E (X) et [’écart type est
donné par
ox =+/Var(X).

utilisé souvent pour mesurer la dispersion d’une variable aléatoire X.

Remarque 1.2.1 1. 1- Pour une v.a. discréte X, avec X(Q) ={x;,i € I}, on a
Var(X) =Y (; — E(X))Px (x;).

iel

2. 2- Pour une v.a. continue X a densité fx, on a

Var(X) = / (z — B(X))2fx (2)da

R

Propriétés de la variance

Soient X et Y deux variables aléatoires de L*(2, A, P) et (a,b) € R
1) Var (X) > 0;
2) Var (aX) = a?Var (X);
3) Var (X +b) =Var (X);
HVar(X)=0< X =E(X);
5) Var (X +Y) # Var (X)+ Var(Y)
6) Var (X —=Y) # Var (X) + Var(Y)
7) Inégalité de Tchebychev : si Var (X) < 400, alors P (| X — E(X) |> a) < LX),
)

8) Formule de koenig : Var (X) = E(X?) — [E (X)]*.
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1.3. TRANSFORMATION D’UNE VARIABLE ALEATOIRE

1.3 Transformation d’une variable aléatoire

Une transformation d’une variable aléatoire X, appelée aussi fonction d’une vaiable aléatoire
X, est la composée d'une fonction h et X.Autrement dit, c’est 'application i (X) (w) = hoX (w)
définie sur l'espace (2,.4) a valeurs dans 'ensemble d’arrivé de h.

Théoréme 1.3.1 Soient X une variable aléatoire et h une fonction mesurable (continue) a valeurs
réelles, alors h (X)) est une variable aléatoire.

Preuve. Pour montrer que h (X) est une variable aléatoire on utilise la définition, c’est a dire on
montre que h (X) est une application mesurable. D’abord, on a

X: (4 — (R,B(R)) et h: (R,B(R)) — (R,B(R)),

donc la composée des deux fonctions h et X, notée h(X) = hoX est une application définie
de(Q2, A) a valeurs dans (R, B (R))comme suit

hoX : (€, A4) S (R, B(R)) L (R,B(R))
w hoX (w) .

Pour montrer la mesurabilité de & (X) on montre que pour tout B € B(R),[h(X)]"" (B) € A.
Soit B € B(R), on a par définition

(X)) (B) = [ho X] 7 (B) = X! [n7(B)],

Comme h est une fonction mesurable, alors A = h™ (B) € B(R) et X est une v.a. (une application
masurable), par conséquent X '[! (B)] = X1 [A] € A.
D’ou h (X) est une variable aléatoire. m

Proposition 1.3.1 Soient X, ..., X,, des variables aléatoires. Les fonctions suivantes sont des

variables aléatoires aussi
1- max (X, ..., X,,) ,min (X1, ..., X,,) ,sup (Xq, ..., X)) et inf (X4, ..., X,,).

2- limsupX,, et liminfX,, .

n—0o n—00

3- La somme X1 + ... + X,,, le produit X;...X,,
4- L’inverse X%_,Xi e{Xy,....Xn}.
5- La division %,Xi,Xj e {Xy, ..., X} pour tout i # j.

Transformation d’une variable aléatoire continue ( & densité)

On a une variable aléatoire continue X et une fonction A qui est une bijection, et on définit
une autre variable aléatoire Y = h(X) dont le but est de déterminer la densité de Y.

Méthode 1 : En utilisant la fonction de répartition Fy de X, on suivra les étapes suivantes :

1- On détermine Y (€2). Si ce n’est pas immédiat, il suffit d’étudier la fonction h avec pour
ensemble de départ X (2). Un tableau de variation donne I'ensemble d’arrivée, donc Y (€2).

2- On sait désormais que pour les t a gauche de Y (2), on a Fy (t) = 0 et pour les t a droite
Fy (t) = 1.

3- On prend t € Y(2) et on se ramene a la fonction de répartition de X a l’aide de la méthode
suivante :
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3-a- Si h est croissante :

Fe(t) = P(Y <t)=B(h(X)<1)
= P (X <h7'(t)) (car h est strictement coissante sur Y ()
= Fx (h'(1)).

3-b- Si h est décroissante :

F@it) = PY<t)=P(h(X)<t)
= P (X >h7"'(t)) (car h est strictement décoissante sur Y(2))
= 1-P(X <h™'(¢)
= 1-P(X <h'(t)) (car X est continue donc P (X = h~" (t)) = 0)
= 1—Fx (h7'(t)).

4- Une fois qu'on a obtenu l'expression de Fy sur Y (), il suffit de dériver pour obtenir la
densité fy.

Exemple 1.3.1 Soit X wune variable aléatoire continue telle que X (2) = R et de fonction de
répartition Fy de classe C' sur R. On pose Y = In(1 + |X|) dont le but est de déterminer la
densité de probabilité de Y.

D’abord on a Y (Q) =Rt car

Puis on remarque que la fonction h(x) = In(1 + |z|) est coissante et que pour tout t < 0 on a

Fy (t) = 0.
- soit t € RT,
Frt) = P(Y <t)=P(n(l+|X]) <)

= FX(et—l)—FX(l—et).

Comme Fx € C', alors par dérivation des composées des fonctions continues Fx,e! — 1 et
1 — €', on obtient
0,1t <0
t) = ’ .
FO=1 oo e -

Méthode 2 : On peut combinner les deux cas précédents afin d’obtenir la densité de proba-
bilités de Y = h(X) par la formule suivantes

) = Fx (47 0) [ 1)

Exemple 1.3.2 Soit X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur 'intervalle [a,b] ,d est a
dire sa fonction de densité est de donnée par

A six € [a,b]

— b—a’
fx (@) { 0, sinon

10
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On définit une nouvelle variable aléatoire Y = h(X) = 2 + X, puis on cherche l’expression de la
densité de probabilité de Y .
On
y=hx)=2—cs=>c=2—y=h""'(y).

la densité fy de la v.a. Y est donnée par la formule

fl) = ]— ‘ fx (2 y'—z y>]

= y) =1 = fx (2-y)
B { ﬁ, 322—y€[a,b]

0, sinon

ﬁ, siy€2—0,2—a]
0, sinon

Transformation d’une variable aléatoire discrete.

Supposons qu’on a une variable aléatoire discrete X d’ensemble de valeurs possibles est X (2)
et la loi de probabilité probabilité de X étant connue. On définit une nouvelle variable aléatoire
Y = ¢g(X), ou g est une fonction continue sur X (2). Pour déterminer la loi de probabilité de Y,
il suffit de :

1- Déterminer Y (Q2).

2- Déterminer P(Y = y;) =P (g(X) =y,),Vy; € Y ().

Exemple 1.3.3 On lance trois fois une piece de monnaie équilibrée et on note X la v.a. représentant
le nombre de faces obtenues.

1- Détermaner la loi de probabilité de la v.a. X et sa fonction de répartition

2- Calculer l’espérance mathématique de X et sa variance.

3- Soit la v.a. Y = X? — 1. Déterminer la loi de probabilité de la v.a. Y et donner sa fonction
de répartition.

4- Calculer ’espérance mathématique de Y et sa variance par deux méthodes différentes.

Solution 1.3.1 1- On détremine la loi de probabilité de X et sa fonction de répartition Fx.
D’abord l’ensemble des résultats possibles de cette expérience aléatoire est

Q={(P,PP),(FFF),(PPF)(PFP)(PFF),(FPP)(FFP),FPF)}

on a les valeurs possible de X sont X (Q) = {0,1,2,3}, puis on calcule les probabilités suivantes :
P(‘X:O):P({(Pvpvp)}):%JP(X:U:P({(P7P7F>7<P7F7P) (FPP)})
P(XZZ):P({(P3F7F)’(F7F7P)’(F7P7F)}):g7P(X:3):P({(FFF)})

0, szx<0

, st 0< <1

, s 1< <2

, s12< <3
1, stx >3

7

|>—t00|

On a pour tout x € R, Fiy (z) =P (X <2) =3, cx)me: P(X =) =

00| ~J00 | 00| =

2- Calcul de ’espérance mathématique de X et la variance.

E(X) =2 ex@® P(X =2) = .

Var (X) =E(X?) —E*(X) et E(X?) =3, cxy 2 P(X = ;) = &, donc Var (X) = 3.
3- On détermine la loi de probabilité de la v.a. Y et on donne sa fonction de répartition

11
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OnaY () ={-1,0,38},PY =-1)=P(X=0)=5,PY =0)=P(X=1)=2P(Y =3)
P(X:Q):g,
P(Y = ):]P’(X:?)):%.
0, siy<—1
s, st —1<y<0
On a pour touty € R, Fy (y) =P (Y <y) = ZyieY(Q),yiﬁyP(Y =Zy) = %, si0<y<3
£ si3<y<8
1, sty >8

4- On calcule l'espérance mathématique de Y et la variance par deuxr méthodes différentes.
Meéthode 1 : On utilise les définitions de E (Y') et Var (Y).

E(Y)= ZyieY(Q) y P(Y =y) =2

Var (Y)=E(Y?) —E*(Y) et E(Y?) =3, ¥ P(Y =w;) = %, donc Var (V) = 3.
Méthode 2 : On utilise les propriétés de E(Y) et Var (V).
EY)=E(X*-1)=E(X*)-1=%-1=2.

Var (Y)=Var(X?—-1)=Var (X?) =E(X*) - E*(X?),E(X%) = D e X(@) P(X=x) =

132
8 donc

Var (V) =1

7.

12



Chapitre 2

Couples de variables aléatoires

2.1 Définition et exemple d’un couples de variables aléatoires

Définition 2.1.1 On appele couple de variables aléatoires réelles, tout couple (X,Y) ou X etY
sont deuz variables aleatoires réelles définies sur le méme espace €.

Exemple 2.1.1 On lance deux dés équilibrés a siz faces, l'un bland, ’autre rouge. On appelle X

(resp. Y )
le numéro obtenu avec le dé bland (resp. rouge).
Comme X etY sont des variables aléatoires, alors (X,Y) est un couple de variables aléatoires.

Définition 2.1.2 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires. On appelle loi conjointe (loi
jointe) du couple (X,Y), et on la note P(xyy, la probabilité image de P par Uapplication (X,Y),
définie comme suit

Pxy) (B) =P({w € Q ; X(w) € By,Y(w) € Bs}), B=(By, By) € B(R?).

Définition 2.1.3 La fonction de répartition jointe du couple de variables aléatoires Z =
(X,Y), norée Fixyy ou Fy , est définie pour tout z = (x,y) € R* comme suit

Fy(2) = Fixy)(z,y) =P(X <2,V <y)
_B({X<a)n{r<y)) |

2.2 Couples de variables aléatoires discretes et indépendance

Soient X et Y deux variables aléatoire discretes définies sur 'espace (€2, A, P) a valeurs dans
deux ensembles finis ou dénombrables X (2) et Y (1) :

1. prenant soit un nombre fini de valeurs, "n” pour la variable X et ”m” pour la variable Y.
2. soit un ensemble dénombrable de valeurs, notées x; pour X et y; pour Y.
Définition 2.2.1 L’application Z définie de Q dans X (2) x Y () par :
Vwe Q7 (w) =(X (w),Y (w)),

est une variable aléatoire discrete sur €.
On notera pour tout valeur possible z de la v.a.Z, z = (x;,y;) € X () x Y () :

Z (v y;) = (X =2,V =y;) = {X =2} n{Y =y;}).

13
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Remarque 2.2.1 L’ensemble des valeurs possibles de la variable aléatoire Z est noté Z () tel
que Z () C X (Q) x Y ().

Exemple 2.2.1 On lance simultanément deux dés, l'un bland, ’autre rouge et on note X le plus
grand des deux chiffres obtenus et Y le plus petit (si les numéros sont égaur, X et Y prennent
la valeur commune). Les applications X et'Y sont deux variables aléatoires discrétes définies sur
(Q,P(Q),P) ou Q = {(i;7),1 <i;5 <6} avec card (2) = 36, P est la probabilité uniforme sur
(Q,P (), c’est a dire

VA e P(Q):P(A) = le nombre de cas favorables

le nombre de cas possibles

X (Q)={1,2,3,4,5,6} et Y () ={1,2,3,4,5,6}
I’ensemble des valeurs possibles de la v.a.Z = (X,Y) est
7(Q) — (1,1),(2,1),(3,1),(4,1),(5,1),(6,1),(2,2),(3,2),(3,3),(4,2),(5,2),(6,2), (4,3),
( )_{ (4,4),(5,3),(5,4),(5,5),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6) }

2.2.1 Lois conjointes, marginales et conditionnelles.

Loi conjointe d’un couple de variables aléatoires discretes
Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes a valeurs (2;),c; et (y;),; respectivement, ot
I et J sont deux ensembles finis ou dénombrables.

Définition 2.2.2 La loi de la variable aléatoire Z = (X,Y'), appelée aussi loi de probabilité si-
multanée ou loi conjointe des deuxr variable aléatoires X et Y, est définie par l’ensemble des
nombres réels (pi’j)ielszJ’ définis par

pij =P (X =2,Y =),

vérifiant les deux conditions suivantes :

{ 1 —V(Z,j) el x Japi,j € [O, 1],
2- Ziel Zje] Pij = ZjeJ Zz‘el pij =1

Exemple 2.2.2 Déterminons la loi jointe des deux v.a. X et'Y de l’exemple précédent. On note
par R le numéro obtenu du dé rouge et B le numéro obtenu du dé bland. Puisque X () et Y ()
sont finis, on peut représenter la loi de Z par un tableau de contingence (a double entrée) comme
sut

X\Y 1 2 3 4 5 6
1
1 ¥ (1) 0 0 0 0
9 5 % (1) 0 0 0
, ¥ woy ) o000
4 3% 3% 3% 3 0 0
SRR A A i S TR
S B A N A
36 36 36 36 36 36

En effet,

1. six <y, alors Pixyy (v,y) =P(X =2,Y =y) =0.



2.2. COUPLES DE VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES ET INDEPENDANCE

2. st x >y alors
Pixy) (z,y) =P(X =2,V =y)=P({R=2,B=y}U{B =21 R=y})

:p({sz,Bzy}HP({BZCE’R:y}):%’

car les deuz événements {R = x, B =y} et {B =z, R =y} sont disjoints.

3. st x =1y alors
1

IPJ(X,Y) (3379):P(X_$ Y—y) 36

On remarque que ¥ (x,y) € X (Q) x Y (Q),Pxy) (z,y) € [0,1] et

Y X cr@enyen= ¥ N P =ny=y-1
zeX(Q) yeY (Q) yeY (Q) ze X (02)

Donc on a définit la loi de probabilité conjointe du couple (X,Y).

Définition 2.2.3 La fonction de répartition jointe du couple de variables aléatoires discretes
Z = (X,Y) est définie pour tout z = (z,y) € R? comme suit

Fz(2) = Fixy)(z,y) =P(X <2,V <y)

= Z Z P(X:xi,Y:yj)

2, €X ()2 <w, y; €Y (Q),y; <y
Lois marginales d’un couple de variables aléatoires discretes

Définition 2.2.4 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes. La loi de X est appelée
premiére loti

marginale du couple et celle de'Y est appelée deuxiéme loi marginale du couple.

1- La loi marginale de X est définie pour tout x € X () par

Px(x)=P(X=2)= Y PX=zY=y).
y; €Y ()

2- La loi marginale de Y est définie pour tout y € Y (Q2) par

Py(y) =P(Y =y)= Y PX=xY=y)).
z;€X(Q)

Exemple 2.2.3 Cherchons les lois marginales des variables aléatoires X etY définies dans l’exemple

précédent en utilisant le tableau de contingence

X\Y 1 2 3 4 5 6 Py (
1 % (1) 0 0 0 Py (1)
2 5 ¥ 0 0 0 0 Py (2)
3 5 5 ¥ 0 0 0 Py (3)
: ¥ ¥ ¥ ¥ ! 0 By
’ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ R R
6 5% 5% 5% 3% 3% 3% Px (6)
Py(y) Pv()=5 Py =5 Pr(B)=g5 Prd)=g5 Pr(B) =5 Pr6) =gz 1

e e R B e
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Remarque 2.2.2 On peut obtenir les lois marginales a partir de la loi conjointe, mais la réciproque
est fausse, autrement dit les lois marginales ne suffit pas pour connaitre la lov conjointe.

Lois conditionnelles de variables aléatoires discrétes

Définition 2.2.5 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires.

1- Pour tout y € Y (Q) tel que Py (y) # 0, on appelle loi de X conditionnellement a
l’événement {Y = y}( loi conditionnelle de X sachant que{Y = y}),et on la note Px\y, la
loi de probabilité définie, pour tout x € X (), par
P(X =2xY =y)

P =y)

2- - Pour tout x € X () tel que Px (z) # 0, on appelle loi de Y conditionnellement a

l’événement {X = z}( loi conditionnelle de Y sachant que{X = x}),et on la note Py\x, la
loi de probabilité définie, pour tout y € Y (£2), par

Py (y\2) = a =TV =9)

P(X =x)
Exemple 2.2.4 (suite de 'exemple précédent)
1- La loi conditionnelle de X \'Y = lest calculer comme suit

Px\y (v \y) =

P(X=1Y=1) = 1 P(X=2Y=1) =& 2
Px\y (1\1) = ’ =36 — _ Py (2\1) = ’ =36 _ -
xw (1A D) P(Y =1) o xw (A1) P(Y =1) o
P(X=3Y=1) 2 2 P(X=2Y=1) =& 2
P 1) = ’ =36 _ = p 4\ 1) = ’ =36 _ =
xw 3\ D) P(Y =1) o xw (A1) P(Y =1) oo
P(X=5Y=1) 2 2 P(X=6Y=1) 2
]P) 1: ! :@:—P 1: ’ :ﬁ:—

On remarque que

Pxyy (1N 1) +Px\y 2\ 1) +Px\y B\ 1) + Px\y (4\ 1) + Px\y (5\ 1) + Px\y (6\ 1) =1

et pour tout x € X (Q);Px\y (z\ y) € [0,1].
Donc on a déterminer la loi de probabilité conditionnelle de X \'Y = 1.
2- La loi conditionnelle de Y \ X =1 est calculer comme suit

B (1V1) = (ZXLZYJ D _ E= 1P (2\1)= ht <:X1,:Y1>: ) o,
Pxy (3\1) = ]P)()I(P (=X1,:Y1): 3 0 Py 4\ 1) = 2 ()I(P (:Xl’:Y ): Y _o.

Théoréeme 2.2.1 (Théoréme de transfert)
Soient (X,Y) un couple de variables aléatoires discretes et h une fonction définie sur X (€2) x
Y () a valeurs réelles. h(X,Y) admet une espérance mathématique si et seulement si

> ey BX =2y =y) <o
(z,y) X (Q)XY(Q),

Dans ce cas
E[n(X,Y)] = >, hz,y)P (X =z,Y =y).
(z,y)eX ()XY (),

16



2.3. COUPLES DE VARIABLES ALEATOIRES CONTINUES ET INDEPENDANCE

2.2.2 Indépendance de deux variables aléatoires discretes

Définition 2.2.6 Deuz variables aléatoires discretes X et'Y sont dites indépendantes si tous les
couples d’événements {X = x}, {Y = y}sont indépendants. Autrement dit,

Ve e X(Q),Vy eV (Q),PH{X =2} {Y =y}) =P{X = 2}) P({Y = y}).

Remarque 2.2.3 1- Deux variables aléatoires X etY sont indépendantes si et seulement si toutes
les lois conditionnelles de X sachantY =y sont identiques a la loi de X.( De méme pour'Y)

Pxywy (z\y) = P(X =2x) pour tout x € X ().
Pyrx (y\z) = P =vy) pour touty € Y (2).

2- Dans le cas ou X et'Y sont des variables aléatoires indépendantes, on peut obtenir la loi
conjointe du

couple (X,Y) a partir des deuz lois marginales.

3- Deuz variables aléatoires X et'Y sont indépendantes si et seulement si

V(z,y) € X () xY (Q), Fixy) (z,y) = Fx (z) .Fy (y)

2.3 Couples de variables aléatoires continues et indépendance

Définition 2.3.1 (Densité de probabilité conjointe)
Une fonction f de R? dans R est dite densité de probabilité conjointe si

—V(z,y) € R f(z,y) >0
2—//fxydxdy—1

Nous allons maintenant voir comment associer une loi de probabilité a une fonction de densité
conjointe f.

Définition 2.3.2 Un couple de variables aléatoires (X,Y) est dit (conjointement) continu si sa
fonction de répartition Fixyy (x,y) =P (X <z,Y <vy) peut s’écrire sous la forme

z Yy
Fixy) (z,y) = / / fix vy (u,v) dudv,

pour tout (z,y) € R* , ot f(xy) est une fonction de densité conjointe. Et donc

OF, T,y
fxy) (z,y) = %;)

Remarque 2.3.1 La fonction de densité f(xyy caractérise la loi du couple aléatoire (X,Y) en
représentant la distribution de la masse de probabilité dans le plan.

17



CHAPITRE 2. COUPLES DE VARIABLES ALEATOIRES

Exemple 2.3.1 1- Soit f une fonction a valeurs réelles définie par

S3(zy+a?), size0,1] etye€l0,2]
_ 5 Y 9 )
Fle,y) = { 0, sinon

- Montrer que f est une densité de probabilité.

En effet, f(z,y) est une fonction positive pour tout x € [0,1] et y € [0,2], donc ¥ (z,y) €
R, f(z,y) > 0.

Pour l'intégrale on a

//f(ﬁ,y)dxdy://g ry + 2 dmdy—l
R R 0

donc f est une densité de probabilité
2- Soit g une fonction a valeurs réelles définie par

g(%w_{ a(z+y?), sizel0,1] etye€[0,1]

0, sinon
- Calculer la valeur de a pour g soit une densité de probabilité.
Pour que g soit une densité de probabilité il faut que a soit positif et que fR fR g (x,y)dzdy = 1.

on a
1 1
2 6
g(x,y)dedy =1 < a(e+y’)dudy=1a=
R R 0 0

Théoréme 2.3.1 (Théoréme de transfert)
Sotent (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles, admettant une densité conjointe f(x.y).
Une fonction continue h définie de R* dans R admet une espérance si et seulement si.

[ 10 fis ) dedy < .
R2
Dans ce cas
B Y)) = [ o) i) (.9) dody.
R2
Densités marginales et conditionnelles

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires de densité conjointe f(xy) et de fonction de
répartition conjointe F{x y).

Définition 2.3.3 (Densités marginales)
1- On appelle premiére densité marginale de f(xy) la fonction fx représentant la densité mar-
ginale de X, définie pour tout x € R, par

z) = | fixy) (2,y)dy
/

2- On appelle seconde densité marginale de f(xy) la fonction fy représentant la densité marginale
de Y, définie pour tout y € R, par
y) = /f(x,y) (z,y) dx
R

18
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Définition 2.3.4 (Fonctions de répartitions marginales)
1- La fonction de répartition marginale de la variable aléatoire X est définie comme suit

Fx (z) =P(X <2)= Jim Fxy) (2,y) .

2- La fonction de répartition marginale de la variable aléatoire Y est définie comme suit

Fy (y) =P (Y <y) = lim Fixy) (z,9).

Définition 2.3.5 (Densités conditionnelles)
1- La densité conditionnelle de X sachant'Y, notée fx\y, est définie par

foxy) (@, y)
=R
2- La densité conditionnelle de Y sachant X, notée fy\x, est définie par
foxy) (@,y)
x) = —F———=
frix (y\ o) ()

Exemple 2.3.2 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires de densité conjointe f(xy) définie

par
Say+a?), si0<z<let0<y<2
0, st non

f(X,Y) (l’,y) = {

1- Montrer que fxy) est une densité de probabilité.
2- Calculer E(XY) et E(X +Y).

3- Calculer les densités marginales de X et'Y.

4- Calculer les densités conditionnelles fx\y et fy\x.
5- Calculer la fonction de répartition Fx y).

Solution 2.3.1 1- On montre que f(xy) est une densité de probabulité.
1 -V (z,y) €R; fixy) > 0;
Jx,y)est une densité de probabilités 2 — fix,y) est continue ;
3— ng fixyy (z,y) dedy = 1.
On azw— %(my + 2?) est une fonction continue est positive sur 0 < x <1 et 0 <y < 2, alors
fx,y) est continue est positive. Pour l'intégrale

2 1
/fxy (z,y) dedy :// (zvy + 2*)dwdy = 1.
00

2- Calculons E(XY) et E(X +Y) en utilisant le théoréme de transfert

C,O

3 5)
E(XY) = /xyfxy)(x y)da:dy—//—xy xy+x)da:dy—6

RQ

E(X +Y)

2 1

3 19

/(:c—l—y)f(xy x,y) drdy ://5 T +y) xy—i—:c)dxdy—lo.
00

R?
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3- On calcule les densités marginales de X et'Y .

3 6
fx(x) = /f(X,Y) (z,y)dy = / g(xy +2%)dy = 5 (z +2%) Loy

3 3(y 1
fy (y) = /f(X,Y) (m,y) dr = / g(l‘y + Iz)dx = 5 (5 + g) -1{ye[0,2]}'
R 0

4- On calcule les densités conditionnelles fx\y et fy\x.

fixyy (z,y) %($y+$ ) (zy+2?)

_ - 1,
fX\Y (17 \ y) fY (y) g (iL' + 1,2) 2 (l’ + 1‘2) {z€0,1],y€[0,2]}
fowy (y) ey +2°)  (ay+2?)
mx w\z) = ’ = = Lzefo,1),ye0,2)}-
\ R L N R

5- On calcule la fonction de répartition Fix y.

z vy
Fixy)(z,y) = //f(x,y) (u,v) dudv

0, six<0ety<0
- §(1$292+3yl’),si0§x<1et0§y<2
1, siz>1ety>2.

2.3.1 Indépendance de deux variables aléatoires continues

Définition 2.3.6 Deuzx variables aléatoires absolument continues X etY sont dites indépendantes
581

foxy) (@) = fx (@) fy (y).

Remarque 2.3.2 1- Deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes si et seulement si la
densité conditionnelles de fx\y identiques a fx.( De méme pourY')

fxww (\y) = fx(x) pour tout x € X ()
rx (y\z) = fy(y) pourtouty €Y (Q).

2- Pour X etY sont des variables aléatoires indépendantes, on peut obtenir la loi conjointe du
couple (X,Y') a partir des deuz lois marginales.
3- Deuz variables aléatoires X et'Y sont indépendantes si et seulement si

V(.Clﬁ,y) € RQ, F(X’y) (x,y) = FX (.CE) .Fy (y)

Exemple 2.3.3 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires de densité conjointe fxy) définie
par

2ye™", siz>0,0<y<1
fixw) (xy) = { 0, si non
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2.4. TRANSFORMATION D’UN COUPLE DE VARIABLES ALEATOIRES

1- Les densités marginales de X et'Y respectivement sont
1

fx(z) = f(zy)dy= [ 2ye "dy = e " a0}
[ s

0
oo

fr(y) = /f r,y)d /2y€ Tdr = 2y.10<y<1y-
0

On remarque que
foeyy (@y) = fx (2) fy (v),

donc les variables aléatoires X et'Y sont indépendantes.
2- Les densités conditionnelles sont

oy (v,y)  2ye™ -

fX\Y (ZL‘ \ y) fY (y) - 2y € 1‘1{9520}’
Y 2 -
frx@\z) = “}fj((j) DB ey

On observe que fx\y (x\y) = fx(x) et fyrnx (W\x) = fy (y) qui est un résultat immédiat de
[indépendance de X et'Y.
3- La fonction de répartition conjointe est

z 1—e®)y? siz>0,0<y<1
Fixyy(z,y) = / / fixyy (w,v)dudv = ¢ 1 —e™®, siz >0,y >1
—00 —00 0, s1mon

et les fonctions de répartitions marginales sont

0, stx <0

Fx(@) = yETOOF(XY)(x’y)_{ l—e* six>0
0, sty <0

Fy(y) = lim Fixy)(z,y)=4q ¥*, si0<y<1
e 1, sil<y

on obtient aussi Fixy) (z,y) = Fx () .Fy ().

2.4 Transformation d’un couple de variables aléatoires

Probléme : On dispose d'un couple de variables aléatoires continue ou discret (X,Y) dont on
connait la loi conjointe et on voudrait connaitre la loi de la variable alatoire h (X,Y"), ou h est
une fonction continue définies de R dans R.

2.4.1 Transformation d’un couples de variables aléatoires continue

Considérons (X,Y’) un couple de variables aléatoires admettant une fonction de densité jointe
fx,vy- Soient deux intervalles ouverts A et B C R? . Un difféomorphisme de A vers B est une bi-
jection contintiment différentiable > ¢ : A — B dont la réciproque ¢! est également contintiment
différentiable.
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CHAPITRE 2. COUPLES DE VARIABLES ALEATOIRES

Théoréme 2.4.1 (Théoréme de changement de variables)
Sotent (X,Y') un couple de variables aléatoires admettant la densité conjointe f(xy) et A, B C
R? des ouverts tels que

f(X,Y) (l',y) = 07 Si (:U?y) ¢ A.
Soit h un difféomorphisme de A vers B.
Alors Z = h(X,Y) est un couple de variables aléatoires (Z1, Zs) admettant la densité conjointe

f(21,2,) définie par
f(Z1,Z2) (Zlv 22) = f(X»Y) (h_l (Zh 22)) ‘JCLC h! (217 ZQ)‘ :

Remarque 2.4.1 pour une application diférentiable h de B dans A

oyt onT!
Jac b7t (21, z5) = det ( 921 Oz ) .

ony't  ony!
021 Ozo
Exemple 2.4.1 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires définies sur l’espace de probabilité
(2, A, P) a valeurs dans (R?, B (R?)), admetant une densité de probabilité par rapport a la masure
le Lebesque sur R?, donneé par
1 _1(22_ ,2,0,2)
faxw (x,y) = e s (4ot
1- Chercher les densités marginales fx et fy.
2- En utilisant le théoréeme de changement de variable, chercher la densité de probabilité du
couple aléatoire(X, Y + %) .

Solution 2.4.1 1- Cherchons les densités marginales fx et fy.
On a

fX(fU):/f(X,Y)(SC,y)dyI ! -5
R

e
22T
1 2

-
2\/7?6

fr @) = [ fixy) (2,y)de =
/

2- Cherchons la densité de probabilité du couple (X, Y + %)
On introduit la fonction h : R*? — R? est bijective. En effet, pour tout (u,v) € R?,0n a

h(x,y):(u,v)@{ = @{ v =

T _ — gy _ U
y+5=v =v—3

Donc en appliquant le théoreme de changement de variable, on obtient

B ) = (5 () A ) = (0 =)
. OnT (uw)  OhT (uyw) Lo
et Jac h™ (u,v) = det 6@‘?7“71}) 8h5(?1(u,v) = det < _% . ) -1
ou ov

D’ou la densité demandée est

i u 1 _1 ﬁ w2 (p—2 v 2 )
f(X,Y+§) (:E,y+§> = fixy) (u,v—§> — ¢ 2<2+ (v—%)+(v-%) ) ‘
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2.4. TRANSFORMATION D’UN COUPLE DE VARIABLES ALEATOIRES

Cas particulier des transformations des variables aléatoires
On s’intéresse a la loi de la somme de deux variables aléatoires continues X et Y.
Somme de variables aléatoires

Théoréme 2.4.2 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles, admettant une densite de
probabilité conjointe f(xy). On définit la somme de ces deuz variables aléatoire comme suit

Z=X+Y.

Alors la variable aléatoire Z admet la densité

fz(z) = f(X,Y) (z —y,y)dy.
/

Corollaire 2.4.1 Soient X etY deux variables aléatoires réelles indépendantes, de densités mar-
ginales respectives fx et fy
. Alors Z = X + Y. admet la densité de probabilité f, définie par

fz(2) = / fx (2 —y) fy (v) dy.

La densité f est appelée produit de convolution de fx et fy, noté fx x fy.

Exemple 2.4.2 1- Somme de deux lois uniformes sur [0, 1] indépendantes.
Soit X et Y deur variables aléatoires indépendantes telles que X ~ Uy et Y ~ Uy, donc la
loi de la variable aléatoire Z = X +Y est donnée par

fx*fy<z>=fz<z>=/fx<z—y>fy<y>dy=fz<z>:/fx<z—y>dy.

,donc

1, siz—ye€|0,1 1, stz—1<y<z
onan(z—y):{ yel }:{ y

0, sinon 0, sinon

f2(2) = /fx (= —y)dy.

On en déduit :

0, st z2<0
1fody:z, si0'<z<1
[ dy=2—2 sil<z<2
0, stz> 2.

fz(2) =

Exemple 2.4.3 2- Somme de lois normales centrées réduites.

Soit X etY deux variables aléatoires indépendantes définies sur l’espace (€2, A,P). On suppose
que X ~ N (0,1) et Y ~ N (0,1). On cherche la densité de Z = X +Y.
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CHAPITRE 2. COUPLES DE VARIABLES ALEATOIRES

Solution 2.4.2 On applique le corollaire précédent pour les densités de probabilité marginales

suivantres
Fx(o) = =% frly) = ——e ¥
T) = e 2, = e
X N YW= e

On obtient
+o0
fz(2)= | Ix(z=y) fr(ydy= [ dy
/ /

“+oo
_ )\%ef)qz e*(>\1+)\2)ydy

0
= )\1)\267)\1?1{220}

2.4.2 Transformation d’un couples de variables aléatoires discretes

Soient X et} deux variables aléatoires discretes a valeurs dans X (§2) et Y (€2) , et h une fonction
définie de X () x Y (2) a valeurs dans R, alors h (X, Y") est une variable aléatoire discrete définie
sur (£2,A4).

Théoréme 2.4.3 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes, admettant une loi de
probabilité conjointe Px yy. La loi de la variable aléatoire discréte Z = h(X,Y) est définie pour
tout z € Z (Q) par

P(Z=2z) = > P(X=zY=y).

(z,9)EX ()XY (Q)
h(z,y)==

Exemple 2.4.4 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes dont la loi de probabiité
conjointe P(x yy est donnée par le tableau de contingence suivant

X|\y 1 2 8 4
1008 0.04 016 0.12
2 0.0{/ 0.02 0.08 0.06
3 0.08 0.0 0.16 0.12

1- Détermaner les lois marginales du couple et préciser si X et Y sont indépendantes.
2- Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire Z7 = XY.

Solution 2.4.3 1- On détermine les lois marginales Px et Py.

Xy 1 2 8 4 Px)
1 0.08 0.04 0.16 0.12 0.40
2 0.04/ 0.02 0.08 0.06 0.20
3 0.08 0.0/ 016 0.12 040

Py(y) 0.2 01 04 03 1
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2.4. TRANSFORMATION D’UN COUPLE DE VARIABLES ALEATOIRES

2- La loi de Z = XY. on a Z (Q2) ={1,2,3,4,6,8,9,12}

P(Z=1)=P(X=1,Y=1)=008,P(Z=2)=P(X=1,Y=2)+P(X =2V =1) =0.08
P(Z=3)=P(X=1Y=3)4+P(X=3Y=1)=024P(Z=4)=P(X=1Y =4)

+P(X =2Y =2)=0.14,

P(Z=6)=P(X=2Y =3)+P(X=3Y=2)=012P(Z=8)=P(X =2,Y =4) = 0.06,
=3,Y=3)=0.16,P(Z=12)=P(X =3,Y =4) =0.12,

on a . cr 0Pz (2) =1, donc on a définit la lov de probabilité de Z = XY.

Cas particuliers des transformations des variables aléatoires
On s’intéresse a la loi de la somme et du produit de deux variables aléatoires continues X et Y.
1- Somme de variables aléatoires

Théoréme 2.4.4 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes, admettant une loi de
probabilité conjointe Px yy. On définit la somme de ces deuz variables aléatoire comme suit

Z=X+Y.

La loi de probabilité de la variable aléatoire discrete Z est donnée pour tout z € Z () = (X +Y) ()
par
P(Z=z2) = > P(X=2Y=z—2z).
2€X(Q),:—2€Y(Q)

Exemple 2.4.5 Soient X et'Y deux variables aléatoires dont on suppose que la loi du couple est

donnée
XYy 1 2 3

1 20 3o 3«
2 3a 20 3«
3 3a 3a 2«

1- Déterminer la valeur de o.
2- Calculer la loi de probabilité de Z = X +Y.

Exemple 2.4.6 1- On détermine la valeur de o : on a par supposition Pxy) est une loi de
probabilité conjointe, alors Pixy) (z,y) =0 et 37 vy 2 yey@ Poxy) (2, y) = 1. Par conséquent
a>0eta= ﬁ.

2- La loi de Z = X +Y. On détermine d’abord ’ensemble des valeurs possibles de la variable
aléatoire Z, 7 () = {2,3,4,5,6}, puis on applique le théoreme (), pour calculer les probabilités

IEDZ (Z) N

1 1
P(Z=2)=P(X=1Y=1)=2P(Z=3)=P(X=1Y =2)+P(X=2Y =1)=,
1
P(Z=4)=P(X=1Y =3)+P(X=3Y=1)+P(X=2Y=2) =,
1 1
P(Z=5=P(X=2Y=3)+P(X=3Y=2=_P(Z=6=P(X=3Y=3=_.

on voit que

> Py(z)=1.

2€Z(Q)
donc on a définit la loi de probabilité de Z.
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CHAPITRE 2. COUPLES DE VARIABLES ALEATOIRES

Proposition 2.4.1 Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes et indépendantes, la loi de
la somme Z = X +Y est donné par

z€X(Q),z—z€Y (Q)

Exemple 2.4.7 Soient X etY deux variables aléatoires discretes indépendantes telles que
X ~ B(n,p) et X ~ B(m,p) c’est a dire X () ={0,1,2,...,n} et Y () ={0,1,2,...,m} avec

x@r-n-a(l) (1-1)7

v -n-a (1) (1-1)""

et soit Z = X +Y. La loi de la variable aléatoire discréte Z est définie pour tout z € Z (§2) =
{0,1,2,3,4,5,....,n 4+ m} par

P(Z=2z2)= i]P’(X =z)P(Y =z—1x)
2=0
D RN
Eea ) ()
_ ; crese G) (1 - i)mm)z - G) (1 - i) o ; ceey,

o 1\? X 1 (n+m)—=z
o4 4 ’

Z ~B(n+m,p).

d’otl

2.4.3 Covariance et Corrélation linéaire de deux variables aléatoires

Dans ce paragraphe on s’intéresse a la relation qui peut exister entre les deux variables aléatoires
X et Y. En particulier, la relation linéaire entre X et Y.

Définition 2.4.1 (Covariance)
Soient X etY deuz variables aléatoires de carré intégrable.on définit la covariance de X etY
par

Cov(X,Y) =E[(X —E(X))(Y —E(Y))].

La covariance Cov(X,Y") est une quantité réelle, lorsque elle est positive (Cov(X,Y) > 0) on
dira que X et Y varient dans le méme sens et quand elle est négative (Cov(X,Y) < 0) on dira que
X et Y varient dans deux sens différents. Quand elle est nulle (Cov(X,Y) = 0) on dira que X et
Y ne sont pas corréler.
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Propriétés de covariance :

Soient X, Y et Z trois variables aléatoires réelles admettant un moment d’ordre 2, alors
1- La positivité : Cov(X, X) = Var(X) > 0.

2- La symétrie : Cov(X,Y) = Cov(Y, X).

3- La bilinéarité : pour tous réels a et b, on a

la linéarité a gauche : Cov(aX +bY, Z) = aCov(X, Z) + bCov(Y, Z).
la linéarité a droite : Cov(X,aY + bZ) = aCov(X,Y) + bCov(X, Z).
4- Si X ou Y est centrée, alors Cov(X,Y) =E(X,Y).

5- Cov(X,a) = 0;

6- Formule de Huygens : Cov(X,Y) = E(X.Y) — E(X)E(Y).

7- Si X et Y sont indépendants, alors Cov(X,Y) = 0.

6)| Cov(X,Y) |< y/Var(X)Var(Y).

Proposition 2.4.2 Soient X et Y deux variables aléatoires de carré intégrable, on a

var (X +Y) =var (X) +var (Y) +2Cou(X,Y)
var (X —Y) =wvar (X) +var (Y) — 2Cov(X,Y)

1- Si X et'Y sont indépendants alors
E(X.Y)=EX)E(Y),
par conséquent

1—-Cov(X,Y)=0.
2—var (X +Y)=var (X -Y) =var(X)+var (Y)

Définition 2.4.2 (Espérance et matrice de covariance)
- Soient X et Y deux variables aléatoires intégrables, alors l'espérance du couple (X,Y'), notée
E(X,Y) est le vecteur donné par

E(X,Y)=(E(X),E(Y)).

- Soient X etY deux variables aléatoires de carré intégrables. La matrice de covariance du couple
(X,Y) est la matrice définie par

o = (SR ) - (i )

Définition 2.4.3 (coefficient de corrélation linéaire)
On appelle coefficient de corrélation linéaire de X et'Y, le réel, noté p(X,Y), défini par

cov (X,Y)
VVar(X)Var(Y)

p(X,Y) =

Le coefficient de corrélation linéaire mesure la dépendance linéaire entre deux variables aléatoires.
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Remarque 2.4.2 1- |p(X,Y)| < 1.

2- Si le coefficient de corrélation linéaire |p(X,Y)| = 1, on dit que X et 'Y sont corrélées
linéairement. C’est a dire qu’il existe (a,b) € R? pour lequel X = aY + b.

3- 81 p(X,Y) est proche de 1 ou de —1, la dépendance linéaire entre X et'Y est importante.
Par exemple X = nombre de remises promotionnelles, Y = volume des ventes.

4- Le signe du coefficient de corrélation linéaire p (X,Y') indique si les variations vont dans le
méme sens ou dans le sens opposé. Exemple pour p(X,Y) > 0: X = température extérieure, Y =
consommation de crémes glacées. Exemple pour p(X,Y) < 0: X = température extérieure, Y =
facture de chauffage.

4- Si le coefficient de corrélation linéaire p(X,Y) = 0, on dit que X et Y sont dites "non
corrélées linéairement”.

Exemple 2.4.8 Soient X et'Y deux variables aléatoires définies dans l’exemple et con calcule
cov (X,Y).

E(X)= )  aPx(x Z aP (X =

zeX(Q)
E(Y)= Y yPy(y) = ZyP (Y =y) =28
yeyY (Q) y=1

E(XY)=E(Z)= Y 2Pz(z)= > 2P(Z=2) =54

2€2(Q) 2€2(9)
Cov(X,Y) =E(X.Y) - E(X)E(Y) = —0.2

On remarque que Cov(X,Y) < 0, donc la relation entre X et'Y est négative. on a le vecteur des
moyennes est

E(X,Y)=(E(X),E(Y)) = (2,2.8)
et la matrice de covariance est

fion = (omiir) “arery )= (50 16 )

Maintenant, on calcule le coefficient de corrélation linéaire

E(X?) = )  2°Px(x ZxQ]P = 1) = 4.8x%

zeX(Q)
Z y'Py (y) = ZzﬂP’(Y =y) =9
yeY (2 y=1

Var(X) = IE(XQ) ~E*X) =08
Var(Y) =E(Y?) —E*(Y) = 1.16

cov (X,Y) B -02
pIXY) = VVar(X)Var(Y) - V08x1.16

on remarque que

2.5 Principales lois de probabilité
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Chapitre 3

Fonctions caractéristiques et
génératrices

Ce chapitre est consacré a I’étude des deux fonctions importantes dans la théorie des proba-
bilités, caractérisant la loi d’une variable aléatoire. On parle de la fonction caractéristique et la
fonction gégératrice des moments.

3.1 Fonctions caractéristiques

On va définir et donner les propriétés d’une nouvelle fonction qui permettra de caractériser
la loi d'une variable aléatoire, mais de fagon plus intéressante que la fonction de répartition. En
théorie des probabilités, la fonction caractéristique d’une variable aléatoire permet de calculer plus
simplement les moments de la variable; en utilisant simplement les dérivées successives de cette
fonction au point 0. La force des fonctions caractéristiques est que deux variables aléatoires ont la
méme loi si et seulement si leurs fonctions caractéristiques coincident.

Définition 3.1.1 (fonction caractéristique)

Soit X une variable aléatoire. On appelle fonction caractéristique de X, et on la note vx, la
fonction définie

sur R, a valeurs complexes, par :

ox (t) =E (e"¥) = E (cos (tX)) + iE (sin (tX)),Vt € R.

- Pour X une v.a. discrete la fonction caractéristique est définie comme suit :
px(t)= Y P(X =1;).
:E]'GX(Q)

- Pour X une v.a. absolument continue de densité de probabilité fx, la fonction caractéristique est
définie comme suit :

ox (1) = / X W P (w) = / ' fx () da.

Q R

Exemple 3.1.1 Soit X une v.a. de loi de Bernoulli de paramétre p, c’est a dire

VEe{0,1},P(X =k)=p"(1—p)'".
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La fonction caractéristique de la v.a. discréte X est
Ox (t) _ 'LtX _ Z eltx]P )
z;€X(Q)
MOP (X =0) + WP (X =1)
(1—p) +pe.

Exemple 3.1.2 Soit X une v.a. de loi de Uniforme sur l'intervalle [a,b], de densité

fx<x>:{ plar siw € lab)

0, sinon

La fonction caractéristique de X est

ex (t) = E(e“X) :/emfx (x)dx

R
/ 1
_ itwd
/—b—ae T
eitb_eita
T Gdt(b—a)

Remarque 3.1.1 Dans le chapitre précident on a vu que [’espérance mathématique n’existe pas
toujours. Or, dans le présent on peut montrer que la fonction caractéristique est toujour définze,

car
- Si X est une v.a. discréte avec X () est un ensemble dénombrable, alors

lex (O =| Y P (X =)

z;€X ()

<> e P(X = ay)
j=1

<Y P(X =) =1,
j=1

c’est a dire que la série est uniformement convergente, par conséquent elle est convergente.
- S1 X est une v.a. continue, alors

o (8)] = / 6 fy (x) da </}em‘f d:v</fx

donc cette intégrale est uniformement convergente.

Proposition 3.1.1 Soient X wune variable aléatoire, a et b deux réels. Alors les propriétés sui-
vantes sont toujours vraies :
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1- La fonction px existe pour toute distribution de la v.a. X.

2- ©x (0) =1.

3-lpx (t)] < 1 pour tout t € R.

4- px est uniformement continue, c’est-a-dire Ve > 0,35 < 0 tel que |px (1) — px (s)] <
g, t—s| <.

5- Pour tout t € R, ox (—t) = goxi(t).
6- Pour tout t € R, paxyp () = ey (at).

7- Pour tout t € R, o_x (t) = ¢x (t), c’est-a-dire p_x est le conjugué de px.
8- La fonction caractéristique px est a valeurs réelles si et seulement si la distribution de X
est symétrique autour de 0, c’est-a-dire ssi P(X > z) =P (X < —z),Vz > 0.

Preuve. 1- Voir la remarque
2-Ona px (0) =E (¢O%) =E(1) = 1.
3- Soit t € R, |px ()] = |E (¢"¥)| < E[e"¥| =1, car || = \/cos? (tz) + sin® (tz) = 1.
4- 'TD.
5- Soit t € R,px (—t) = E(e'P¥) = E(cos(—tX)) + iE (sin (—tX)) = E(cos(tX)) —

iE (sin (X)) = oy (£).
6- Soit t € R, @axyp (t) = E (X)) = E (0¥ ) = ¢y (at).
7- Soit t € R,p_x (t) = E(e"X)) = E(cos(—tX)) + iE (sin (—tX)) = E(cos(tX)) —

iE (sin (t X)) = px (t).
8-TD. m

3.1.1 Fonctions caractéristiques des lois de probabilité usuelles

Maintenant on va donner les expression des fonctions caractéristiques de quelques lois de pro-
babilité déja vues dans le chapitre précédent.

lois de probabilité de X fonctions caractéristiques px
n(16+fzt_nl), si t # 2wk pour tout k € Z

loi uniforme U (n) ox (t) = L site2rk kel

loi de Bernoulli B (p) px (t) = pe’ +1—p.
loi binomial B (n, p) ox (t) = (pe' + 1— p)".
loi de Poisson P () ox (t) = M=)
loi géométrique G (p) ox (t) = e
loi uniforme U ([a, b]) ox (t) = e;:z;f;;t sit#0,0x(0)=1.
loi exponantielle &€ () ox (1) = 2.
loi de Cauchy ox (1) = eI,
. t2c7
loi normale N (u, o) ox (t) = =57

Remarque 3.1.2 On a les cas particuliers suivants, pour tout t € R
iat _ ,—iat sin(a .
1- X ~U([~a,al), alors px (t) = 57— = Cftt)szt#(),gpx (0) =1.

2-X ~ N (0,1), alors px (t) = e
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3.1.2 Propriétés des fonctions caractéristiques
Théoréme 3.1.1 (théoréme d’unicité)

Soient X etY deux variables aléatoires. Si px = @y alors X Ly

Le théoreme suivant donne la formule d’inversion qui permet d’obtenir la fonction de répartition
Fx d’une variable aléatoire X a partir de sa fonction caractéristique ¢x.

Théoreme 3.1.2 (Formule inverse)
Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition Fx et de fonction caractéristique @x.
Pour a,b € R, tels que a < b on a

Fx(b)—FX<a)+

En particulier, pour P (X =a) =P (X =0b) =0 (c’est a dire sia et b sont deuzx points de continuité
de Fx), on a

Fi ) = Fx ) = i [ =
-T

Pour les deux types de v.a. discret ou continu, le théoréeme qui suit donne les formules inverses
pour obtenir la loi de probabilité de la v.a. X.
Théoréme 3.1.3 Soit px la fonction caractéristique de la variable aléatoire X . Si px est intégrable,
c’est a dire

/ lox (O] dt < +oo,
R

alors
Si X a une distribution absolument continue de densité de probabilité bornée f = F', cette
densité est définie sur R par

1
o

f(z) /emgox (t)dt, pour tout x € R.

R

Exemple 3.1.3 Soit ¢x la fonction caractéristique de la loi normale centrée réduite N (0,1),
donnée par

Cette fonction est intégrable car

[lex @ae= |

Donc la densité de probabilité de la v.a. X est

2
e 2

dt:/e_fdt:v27r<oo.

R

1 ) 1 ) 2 1 22 a2 1 .2
P =k [t @am L [ewe b Lot [ty L2

R R R
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Remarque 3.1.3 La fonction caractéristigue X peut ne pas étre intégrable bien que X est a
densité. C’est le cas de la lov exponentielle de parametre A > 0.

Théoreme 3.1.4 Soit px la fonction caractéristique de la variable aléatoire discrete X d’ensemble
de valeurs possible X (2), sa loi de probabilité est définie pour tout x € X () par

1 +T
P(X =)= im o / o (1) dt.
“r

Proposition 3.1.2 Sile moment d’ordre k d’une variable aléatoire X existe ( c’est a dire si E \X|]C < oo),
alors la fonction caractéristique de X est k fois dérivable et :

1
E(X") = % (0).

Remarque 3.1.4 Dans certains cas ou les calculs directs sont complezes, cette proposition permet
d’obtenir rapidement E(X*). En particulier E(X) et E(X?)

E(X) = —ipy (0) et E(X?) = —¢$ (0).

Exemple 3.1.4 On consideére X une v.a. qui suit une loi binomiale B(n,p). A partir de sa fonction
caractéristique on calculera son espérance mathématique et sa variance.

n n

Ox (t) - F (eitX) _ Z Itk (X _ /{J) _ Zeitkorljpk (1 _p)nfk
= Y k() (1—p)F = (e"p+ (1 p)"

k=0

La premiére dérivée wg) (t) s’écrit

d’ot

La dérivée seconde gog?) (t) est

7 n—2 . . i n—1
@g? (t)=n(n-1) (e b+ (1 —p)) i + npi®. (e '+ (1 —p)) )

donc
P (0) = n(n— 1) p* + npi® = —n (n — 1) p* — np,
le moment d’ordre 2 est

1
E(X?) = 5¢% (0) =n(n— 1) +np,

par conséquent la variance de X est
Var (X) = E(X?) —E*(X) = n(n—1)p* +np — (np)* = np (1 - p).
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Exemple 3.1.5 On considére Z une v.a. qui suit une loi normale N'(0,1) et X une v.a.qui suit
une loi normale N (1, 02) A partir de la fonction caractéristique de Z, on calculera la fonction
caractéristique de X et on en retrouvra l'espérance mathématique et la variance de X.

Proposition 3.1.3 Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes, alors

PX1+..+Xn (t) :?:1 PX; (t) :

Si de plus les X1, ..., X,, sont identiquement distribuées, alors

PX1+..+Xn (t) = [SDXI (t)]n

Preuve. 1- Soient X1, ..., X, des v.a. indépendantes et Y = X;+...4+X,,. la fonction caractéristique
py est définie pour tout t € R, par

oy () =E (eitY) —-F (eit(X1+...+Xn)) ) (;z (eitXi ),

itX1
g e

comme les v.a. X1, ..., X,, sont indépendantes alors les v.a. e , e sont indépendantes aussi,

alors ‘
py () =5 E (") =y ¢x, (1)
2- Si X1,..., X, des v.a. indépendantes et identiquement distribuées, alors
ey (1) =[x, (O)]"-

Remarque 3.1.5 La proposition précidente permet de démontrer les résultats suivants :
1- Soient X ~ B(ny,p) et Y ~ B(ng,p). Si X 11Y, alors X +Y ~ B(ny + ng,p).
2- Soient X ~ P (A1) et Y ~P (). St XTY, alors X +Y ~ P (A + o).
3- Soient X ~ N (p1,0%) et Y ~ N (ug,03). Si X1IY, alors X +Y ~ N (uy + po, 02 4+ 03) .

Maintenant on peut obtenir la fonction caractéristique a partir des moments d’ordre k.
Proposition 3.1.4 Soit X une variable aléatoire. Si E(X*) < oo pour tout k € N, alors

=Y (f)' E(X*

k=0

c’est € dire que la fonction caractéristiqur est entierement déterminée par la suite (E(Xk), ke N) .

3.1.3 Fonction caractériatique d’un couple de vatiables aléatoires

Définition 3.1.2 La fonction caractéristique d’un couples de variables aléatoires (X1, X3) est la
fonction notée ¢(x, x,) définie de R* dans C par

SO(Xl,Xg) (tl, t2> = ]E (ei(thlthQXQ)) = E (COS (t1X1 —+ tQXQ)) + ZE (sin (thl + tQXQ)) ,V (tl, tg) € RQ.

- Pour (X1, X5) un couple de v.a. discrétes, la fonction caractéristique est définie comme suit

P(X1,X2) tl? t2 Z Z z(tlzz+t2% (Xl = Ty, Xy = xj) .
xzeXl(Q) I‘JGXQ(Q)
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- Pour (X1, X3) un couple de v.a. absolument continu de densité de probabilité conjointe f(x, x,),
la fonction caractéristique est définie comme suit

D(X1,X5) (tl,tz) = /ei(t1x1+tzm2)f(X1’X2) (Ih@)dajld@‘
R

Proposition 3.1.5 Soit (X1, Xs) un couple de variables aléatoires. Les marginales X, et Xy sont
indépendantes si et seulement st

©ix1,x0) (T, t2) = @x, (t) .px, (t2) .

3.2 Fonctions génératrices des moments

Le fonction génératrice des moments est un outil puissant en théorie des probabilités et en
statistique qui nous permet d’étudier les propriétés de variables aléatoires. Il fournit un moyen de
générer des moments d’'une variable aléatoire en prenant la dérivées de la fonction.

Définition 3.2.1 (fonction génératrice des moments)
La fonction génératrice des moments de’une wvariable aléatoire discréte, a wvaleurs possibles
entiéres non négative, X est la fonction notée Gx, définie de [—1,1] dans [0, 1] par

Gx (s)=E (SX) ,
avec la convention 0° = 1.

Exemple 3.2.1 Soit X la v.a. de loi de poisson de paramétre A, alors X (2) ={0,1,2,...} et

k
Vke X (Q),P(X =k) = e—Ag—l.
La fonction génératrice des moments de X est
Gx (s) =E (s%) = iskP (X =k)= iske_’\)\—k = ie_)‘<8)\)k =D |5l < 1
o — k | e k| ) .

Exemple 3.2.2 Soit X la v.a. de loi de Bernoulli de parametre p, alors X (2) = {0,1} et
VEe X(Q),P(X =k =p"1-p)'".

La fonction génératrice des moments de X est
Gx(s)=E(s*) =) sP(X=k)=s"P(X =0)+s'P(X =1)=1+p(s—1).

Proposition 3.2.1 Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans N, sa fonction génératrice
des moments est Gx définie par

GX(s):Zsk]P’(X:k).
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On a
1- Cette série est absolument convergente pour tout s € [—1,1].
2-Gx (1) =1.

3- Deuz variables aléatoires X, Y : Q — N ont méme loi si et seulement si Gx(s) = Gy(s)
pour tout s € [0,6] pour un certain 6 > 0.

Preuve. 1- La série Y ;- s*P (X = k) est absolument convergente si

< 00,

iskP(X = k)

en effet,
Y SP(X=k)| < D |PX =k)| <) s P(X =k)
k=0 k=0 k=0
< > P(X=k=L
k=0
car |s| < 1.
2-Gx (1) =E(1%) = 1.
3-TD m

La fonction Gx est appelée fonction génératrice des moments du fait que tous les moments
d’ordre k de X peuvent étre calculés en dérivant k fois Gx puis en évaluant la dérivée au point
s =1.

Théoreme 3.2.1 Soit X une variable aléatoire discrete de 2 dans N, sa fonction génératrice est
Gx.
1- Si X admet une espérance, alors Gx (s) admet une dérivée a gauche Gy (1) en s = 1,et 'on

E(X)=Gy(1).

2- 8i X admet un moment d’ordre 2, alors Gx (s) admet une dérivée seconde i gauche Gy (1)
ens=1, et l'on a

/

Var (X) = G5 (1) + G (1) - [G ()]

3- Inversement si Gx (s) est une fois (resp. 2 fois) dérivable en s = 1 alors X est intégrable et
E(X) =Gy (1) (resp. 2 fois dérivable et Var (X) = G5 (1) + Gy (1) — (G (1)}2)

Exemple 3.2.3 Soit X la v.a. de loi de poisson de parameétre A. Calculer l’espérance et la variance.

Proposition 3.2.2 Soient X : Q@ — N et Y : Q — N deux variables aléatoires discretes de
fonctions génératrices Gx et Gy . Si X et'Y sont indépendantes alors

Vs € ]—1, 1[>GX+Y (8) =Gy (S) Gy (S) .

Preuve. OnaGx,y (s) = E (s*™) =E (s¥s¥) = E (s¥) E (s¥) = Gx (s) Gy (s) par indépendence
des deux v.a. m
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Proposition 3.2.3 Soit X une variable aléatoire discréte d’ensemble de valeurs possibles X (2) C
N. La fonction génératrice des moments de X caractérise la loi de X. Plus précisément :

Gy (0)
k | '

Vk € X (Q),P(X = k) =

Exemple 3.2.4 Soit X la v.a. a valeurs dans N et de fonction génératrice Gx de la forme
Gx (s) =V A > 0,5 € [~1,1].

- Déterminer la loi de probabilité de X .
En effet, on a d’aprés la proposition précidente

(k)
Wk € X (), P(X = k) G?;{ |(O),
donc, pour k =0 on obtient
(0)
]P)(X — 0) — G)B |(0) _ e)\(Ofl) — 67)\,
pour k =1 on obtient
(1)
P(X=1)= le |<O) = A0 = N,
pour k =2 on obtient
GP0) A o, A2
]P)(XZQ): );|()_?e)\(0 1):2 /\’
pour k = 3 on obtient
G(3) (0> 23 B A3
P(X:3): )§)| :3—’6)\(0 1):3—’6 /\,
d
one G(k) (0) )\k )\k
P (X — k?) _ X A(0—1) A

KR TR
par conséquent X ~ P ().

3.2.1 Fonction génératrice d’un couple de variables aléatoires.

Définition 3.2.2 La fonction génératrice des moments d’un couples de variables aléatoires (X1, Xs)
est la fonction notée G x, x,),définie par

G(x,,x0) (51,52) = E (sfﬁsgﬁ) YV (t, ) € [—1, 1]2.

Exemple 3.2.5 Soit (X1, Xs) un couple de variables aléatoires dont on suppose que la loi conjointe
est

Xi/X, 1 2 3
1 2 3 3

24 24 24

9 3 2 3

24 24 24

3 3 3 2

24 24 24

w
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- Caleuler G x, x,) €t ©(x,,xs)
On a par définition

G(x,,x,) (51,52) = E (sflsgz) = Z Z SiIP(X =4,Y =)
i€X1(Q) jEX2(Q)

2 3
= ﬂ (5182 + s%sg + s?sg) + ﬂ (s%sg + s}sg + s%s% + s%sg + s?s% + s?sg) .

Pour la fonction caractéristique o(x, x.)

Pxn (b 1) = Z Z ei(t1i+t2j)]p(X1 =i, Xy =)
1€X1(Q) jJEX2(Q)
2
21 ¢
+% (ei(t1+2t2) 4 ilti+3t2) | pi2h4t2) 4 pi(2043t2) | Hi(Bti+t2) 4 ei(3t1+2tz)) .

i(t1+t2) _'_ei(2t1+2t2) _'_ei(3t1+3t2))
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Chapitre 4

Modes de convergence des suites de
variables aléatoires

4.1 Modes de convergence usuels

4.1.1 Convergence en loi

Soient (X,,),s, une suite de variables aléatoires et X une autre vatiable aléatoire

On note (FY, ),y la suite des fonctions de répartitions de (X,,), -, et Fx celle de X.
On note (px, ), >, la suite des fonctions caractéristiques de (X,,), -, et ¢x celle de X.
On note (Gy,),, la suite des fonctions caractéristiques de (X,,), -, et Gx celle de X.

Définition 4.1.1 On dit que la suite (X,,),~, converge en loi vers X si et seulement si pour toute
fonction réelle bornée et continue ¥ de R™ dans R, on a

lim E[¥ (X,)] = E[¥ (X)].

n—oo

Remarque 4.1.1

Les v.a.(X,),sq et X ne sont pas nécéssairement définies sur les mémes espaces de probabi-
lités, mais peuvent étre définies sur des espaces probabilisés tous différents, disons, par exemples
(Q, Ay, P et (Q,A,P), car la convergence en loi est une convergence d’une suite de
lois de probabilités des v.a. (X,),~, vers la loi de probabilité de la v.a. X.

Exemple 4.1.1 Soit (X,,),5, une suite de v.a. de loi B(n, %) Alors, lorsque n tend vers l'infini,
X, =X X, 00 X suit une loi poisson P(\).

Eneffet, soit k € {0,1,...,n}
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lorsque n tends vers l'infini on obtient

mP (X, = k) = hmA_k<1_l>'_'<1_’f—1> (1-2)"

\F A" Ak
= —lim (1—— = e M= Mauaintenant

Le théoreme suivant donne 1’équivalence entre la définition de la convergence en loi et la conver-
gence des fonctions caractérisant la loi de probabilité des v.a.

Théoréeme 4.1.1 Soient (X,,),, une suite de v.a. et X une v.a, alors on a

1- X, =* X < Fx, () e Fy (x) pour chaque x point de continuité de F.

2- X,, =5 X <= Vz,0x, () —nsoepx (z) et Ox est continue en 0.

3- Soient (X,),~, @ valeurs entiéres positives et (Gx, ),sqet Gx les fonctions génératrices de
(X,),5 €t de X respectivement. Alors -

Xn _>£ X <= \V/S, |3| S 17 GXn (S) —Fn—oo GX (S) :
Exemple 4.1.2 Soit (X,,),5, une suite de v.a.de densité de probabilité donnée par

e (@) = a:v;afl, s1x, >1,aa>0
K A7 0, sinon

et soit (Yy,),~, une suite de v.a définie pour tout n > 1 par

1
Y, = n o max Xj.
1<k<n

-Montrer que (Y,),~, converge en loi vers une limite Y.
Maintenant on donne quelques propriétés de la convergence en loi

Théoréme 4.1.2 (Théoréme de Slutsky)

Sotent (X,), s €t (Yn),>o deus suites de variables aléatoires. Alors pour tout ¢ € R, tel que
X, =2t X etY, L c, on a

a) (X,,Y,) —=* (X,¢), b) X, +Y, =5 X +c,

c) X,.Y, =F X.c, d) X,)Y, =* X/c,c#0.

Remarque 4.1.2 X, 2 X etY, 2*Y » X, +Y, - X +Y.

4.1.2 Convergence en probabilité

Considérons une suite de v.a.r. (X,),~, et une autre v.a. X toutes définies sur le méme espace
probabilisé (€2, A, P).

Définition 4.1.2 La suite (X,),-, converge en probabilité vers la v.a.X (notation X, =" X) si
et seulement si

Ve >0, limP({w:|X,(w) — X (w)] >¢}) =0.
n—oo
ot bien st et seulement si

Ve >0, limP({w:|X,(w) — X (w)] <e})=1

n—00 -
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Exemple 4.1.3 Soit (Xn)n21 une suite de variables aléatoires telles que pour tout n > 1, X, ~
I (n,1).

- Montrer que X,, = 1.
En effet, on a¥Vn>1X, ~T (n, %), donc E (X,) =1 et Var(X,) = % pour tout n > 1.En

applicant "inégalité de Chibyshev on obtient pour tout € >

1 , 1
P(|Xn(w) 1] > &) < — = lm P(IX, (w) — 1| > ¢) < lim — =0.

n—00NE

Dot lim P (|X, (w) — 1] >e) =0 < X, »F 1.

n—oo

Exemple 4.1.4 Soit (X,,),, une suite de variables aléatoires dont la loi est définie par
1

P(X,=+vn)=-P(X,=0)=1-—.
n

- Montrer que X,, —¥ 0.
En effet,on a pour ¢ >0 fixé

P(X,—0]>¢) = P(X,|>¢e)=P{|X,|>enX,=vn}U{X,|>ecnX, =0}
= P({|Xn] >enX, =vn})+P({|X,| >cnX, =0}
P{|X,| >enX, =+/n})

Or, pour n assez grand, {|X,| > e} C {X, = /n}, donc

ImP (| X,| >¢) = lmP{|X,| >enX, =+vn}) < limP (X, =+n) =0
n—00 n—00

n—o0

d’ot IimP(|X,| >¢) =0« X, =F0.

n—00

Théoréme 4.1.3 (Condition suffisante de convergence en probabilité)
Soit (Xn),>o une suite de variables aléatoire telle que

limE (X,) =c et limVar(X,) =0,ce R

n—oo n—o0

Alors X,, —F c.

4.1.3 La convergence presque sire

Définition 4.1.3 La suite de v.a. (X,,),5, converge présque sirement ( converge avec une proba-
bilité égale a 1) vers la v.a. X ( notation X,, =P X) si et seulement si

P ({w : lim X, (w) = X(w)}) =1

n—oo

c’est a dire l’ensemle de tous les w € ) pour lesquels X, (w) converge vers X (w) est de probabilité
1.

Propriétés (méme propriétés pour la convergence en probabilité)
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4.1.4 Convergence dans L?

Considérons l'espace [P = {X , X est une v.a.r., telle que fQ | X7 dP < 00,0 <p < oo} muni

de la norme || X||, = (E X" )% . Pour p > 1, L? est un espace normé complet (espace de Banach).
De plus L? est un espace de Hilbert.

Définition 4.1.4 Pour 1 < p < oo, la suite de v.a. (X,),>, converge dans LP ( ou en moment
d’ordre p) vers la v.a. X (notation X,, =" X) si et seulement si

(Xn)pso et X € L, et TLILHSO [ Xn — X, =0

Remarque 4.1.3 1- Pour p = 2, la convergence dans L? est dite convergence quadratique om en
moment d’ordre 2.
2- X, »¥ X & lmE|X, — X|*=0.

n—o0

Exemple 4.1.5 Soit (Xn)n21 une suite de v.a. indépendantes et toutes de carré intégrables.
1- Montrer que pour tout n > 1 et a € R, on a

E [(Xn — a)Q} = (E(X,) — a)2 —var (X,)

2- En déduire que la suite (X,),-, converge en moyenne quadratique (dans L?) vers une
constante a si et seulement si on a les convergenges

lim E(X,) =a et lim var(X,) =0.

n—o0 n—oo

Solution 4.1.1 1- On montre que pour tout n > 1 et a € R,E [(X,, — a)z} = (E(X,) —a)’ —
var (X,) .
On a

(E(X,) —a)® —var (X,) = E*(X,)+d®—24E(X,) - E*(X,) +E (X2)
= E(X}) +a*—2dE(X,)
= E[(X,—a)].

2- On déduit que X,, == a < lim,_,oo E (Xn) = a et lim,_,o var (X,) = 0.
On a:

E [(X, —a)’] = (E(X,) — a)’~var (X,) & lim E [(X, —a)’] = lim ((E(X,) —a)® —var (X)) .

n—oo n—oo

Donc lim,, oo E [(Xn — a)Q} =0« lim, 0o E(X,) —a =0 et lim,_,, var (X,) = 0.

4.1.5 La convergence presque complete

Définition 4.1.5 La suite de variables aléatoire. (X,,),, converge presque complétement vers une
variable aléatoire X, si et seulement si pour tout € > 0,0n a

Y P(X, - X|>¢) <.

n>0

On note ce mode de convergence comme suit X, —° X.
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4.2 Liens entre les modes de convergence usuels

Dans ce paragraphe, on s’intéresse aux différentes relations d’implication qui peuvent exister
entre les modes de convergence de suites des variables aléatoires réelles, définient précédement.
Ainsi que les conditions suffissantes pour obtenir les implications inverses.

Théoréme 4.2.1 (la convergence presque compléte implique la convergence resque sire)
Soit (Xp)nen= une suite de v.a.r. qui converge presque complétement vers la v.a.r. X. Alors
(Xn)nen= converge presque sturement vers X.

Pour démontrer cette implication on utilise I’équivalence suivante :

Théoréme 4.2.2 La suite de v.a.r. (X, )nen+ converge presque surement vers la v.a.r. X si et
seulement st

Ve >0, lim P({w: | Xin(w) — X(w)| < e, pour tout m > n}) =1
n—oo

Preuve. On suppose aue la suite (X, ),en+ converge presque complétement vers X et on montre
sa convergence presque sure vers la méme limite. On note que, pour w € €2,

{|Xm(w) — X| < g, pour tout m = n} = {|X,,(w) — X| > ¢, pour quelques m > n},
donc pour € > 0
P{w:|Xm(w) — X(w)| > e, pour quelques m > n}) =P (Ur_ {Xn(w) — X(w)| >¢€}).

Ce qui implique
P{w:|Xm(w) — X(w)| > &, pour quelques m > n}) < Z P{w:|Xm(w) — X(w)| >¢€}).
On a par supposition (X, ),en+ converge presque complétement vers X, c’est & dire pour tout € > 0

Z]P’({w DX (w) — X(w)] > e}) < o0.

Pour que cette somme converge, il faut que pour tout € > 0

nh_>nolo Z_ P{w:|Xm(w) — X(w)| >e}) =0,
c’est-a-dire
lim P({w: | Xn(w) — X(w)| > €, pour quelques m > n}) = 0.
n—oo
Comme P(A) =1 — P(A°) pour tout événement A de A, alors

lim P ({w: | Xn(w) — X(w)| < e, pour tout m > n}) =1,

n—oo

ce qui est équivalent a la convergence presque sure de (X, ),en+ vers X. =
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Proposition 4.2.1 (la convergence resque sire implique la convergence en probabilité)
St la suite (X,),cn- converge presque strement vers X alors elle converge en probabilité, c-a-d

X, B X=X, 5 x

n—+o0o n—-+o0o

Preuve. Supposons que (X,,), .. converge presque siirement vers X et montrons la convergence
en probabilité. On a d’aprés de théoreme ( ) pour tout € > 0

lim P({w: | Xpn(w) — X(w)| < e,pour tout m > n}) = 1.

n—oo

Notons que

{w | Xn(w) — X(w)| <e,pour tout m > n} C {w: | X,(w) — X(w)| < e},

donc
P({w: | Xn(w) — X(w)| < e, pour tout m > n}) <P{{w:|X,(w) — X(w)| <e}) pour chaque n € N.
Par conséquent

lim P({w: [ Xn(w) — X(w)| <e,pour tout m > n}) < lim P({w: [X,(w) — X(w)| <e}),
n—00 n—00
ce qui implique que
lim P({w: | X,(w) — X(w)| <e}) =1

n—00 -

Proposition 4.2.2 (la convergence en probabilité implique la convergence en loi)
St la suite (X,),cne converge en probabilité vers X alors elle converge en loi. C’est-a-dire

X, 5 X — X, 5 x

n—o0 n—o0

Preuve. On utilise la définition () pour démontrer la convergence en loi de la suite (X,),cx-
vers la v.a. X. Soit ¥ une fonction continue et bornée et rappelons que ¢a implique que ¥ est
uniformément continue. Soient Py, et Py représentent les lois images de la probabilité P par les
v.a.r. X, et X respectivement. On a par définition

E[W(X,)] = / WdPy. et E[¥ (X)] = / By,

et on montre que

lim E[¥ (X,)] = E[¥ (X)], cest a dire lim |E[T (X,)] - E[¥ (X)]| = 0.

n—o0 n—oo

B[ (X,)] - E[¥(X)]| = /\I/dIP’Xn—/\I/dIF’X _ /\I/(Xn)dIP—/\If(X)d]P’
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et

/ T (X,) — ¥ (X)|dP= / T (X,) — U (X)|dP

Q {w:]| Xn(w)—X (w)|<d}

+ / W (X,) — W (X)|dP

{w:Xn (w) =X (w) |26}

U est uniformement continue, c’est a dire Ve > 0,3 > 0,Vz,y € R/|z —y| < § =
|V () — ¥ (y)| < e. Donc

zeR

/yxp (X,) — U (X)| dP <2sup |¥ (z)| P (| X, — X| > ) + P (| X, — X| < 6).

Par hypothese de la convergence en probabilité on a ¥é > 0,P (|X,, — X| > ) — 0. Donc

n—oo

/ UdPy, — | UdPy. Alors X,, = X.

n—00 n—00
Q Q

Proposition 4.2.3 (la convergence dans LP implique la convergence dans L%, pour 0 < q < p)
Soit (Xy,),ene une suite de v.a.r. qui converge vers X dans LP. Alors (X,),cn- converge vers
X dans L9, pour 0 < q < p.

Preuve. On suppose que X, Z) X, c’est adire lim || X,, — X||p = 0 et on montre que X, =X,
n—oo

n—o0 n—oo
1
On a lim [ X, - X|, =0« lim (E[X, - X|")? =0« limE[X, — X|" = 0. On sait que la
n—o0 n—oo n—oo
fonction f (z) = 24 est une fonction convexe, alors en appliquant 'inégalité de Jensen, on obtient
P

lim (E|X, — X|%)7 < lIimE (|X, — X|9)
n—oo

n—o0

= limE|X, — X" =0,
n—oo

ce qui implique
ImE|X, — X|?=0.

n—0o0

Dou X, & X m

n—o0

Proposition 4.2.4 (la convergence dans LP implique la convergence en probabilité)
St les v.a.r. (Xy),en- €t X sont dans LP, alors la convergence en moment d’ordre p de la suite
(Xn)pen+ vers X implique sa convergence en probabilité vers la méme limite.

X, 5 x = x, 5 x

n—oo n—o0

Preuve. 1l suffit d’appliquer I'inégalité de Markov. Soit € > 0,
1
0<lmP(|X, - X|>¢)=1lmP(|X, — X[’ >¢") < lim —E (| X, — X|") =0,
n—00 n—o00 n—oo P
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donc X, 5 X m

n—oo
On a démontré que la convergence presque complete entraine la convergence presque stre. En

suite, on a prouvé que la convergence en probabilité est un résultat de la convergence presque
siire et entraine la convergence en loi. De plus la convergence dans LP est plus forte que celle
en probabilité. Maintenant on cherche les conditions sous lesquelles on obtient les implications
inverses.

Proposition 4.2.5 Si la suite (Xy,), . st convergente en loi vers une constante a dans R, alors
elle converge également en probabilité vers a, c’est-a-dire

X, £> a= X, 5 a
n—-+00 n——+o0o
Proposition 4.2.6 (la convergence en probabilité et celle presque sire)
La suite (X,),cn+ des v.a.r. converge en probabilité vers X si et seulement si pour toute suite
croissante d’entiers (n)nen+ on peut extraire une sous suite (ny)ren- telle que, (X,,), oy converge
presque surement vers X

L’intégrabilité uniforme est un concept important qui joue un role essentiel dans la théorie des
probabilité, dans la suite nous avons montré une autre relation entre deux modes de convergence
par application du théoreme associé.

Définition 4.2.1 Une famille (X,,),cn- de v.a.r. sur (2, A, P) est uniformément intégrable (U.1)
ou équi-integrable, si pour tout ¢ un réel positif.

lim supE (| X,|1ix,>c) = 0.

c~>+oon€N*

Proposition 4.2.7 On suppose que (X,),cn- converge en probabilité vers X. Si (X,),cy- €st
uniformement intégrable, alors X € L' et (X,,), cy. converge dans L' vers X.

La convergence presque complete entraine la convergence presque sire, et la réciproque reste
vraie avec une condition, comme le montre le théoreme suivant.

Théoréme 4.2.3 Soit (X,,)nen+ une suite de v.a.r. indépendantes et a une constante réelle. Si

p.s
X, = a, alors
n—-+o0o

X, > a

n—-+o0o

Théoremes importants de la convergence
La question qui se pose maintenant est sous quelles conditions on peut écrire

lim E(X,,) = E(X).

n—oo
La réponce est donnée dans les théoreme suivants.

Théoréme 4.2.4 (Théoréme de la convergence dominée)

Pour (X,)n>0 une suite de variable aléatoire telle que X, A X, s’il existe une v.a. Y intégrable
(E|Y| < 00) telle que pour tout n > 0,|X,| <Y, alors

lim E(X,,) = E(X)

n—oo
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Théoréme 4.2.5 (Théoréme de la convergence monotone)
Pour (X,)nen une suite de variables aléatoires positive et X, P2 X. Alors

lim E(X,,) = E(X).

n—oo

Théoréme 4.2.6 (Lemme de Fatou)
Pour(X,)nen une suite de variable aléatoire positives ,on a

E(lim inf X)) < lim inf E(X,,).

4.2.1 Propriétés des convergence en probabilité, presque stire, dans L?
et presque complete

Soient (X,),sq €t (Yn),>o deux suites de variables aléatoires qui convergent respectivement
vers les variables aléatoires X et Y. Soit (a,b) € R?, les résultats suivant sont

Proposition 4.2.8 1- La limite en probalilité, presque sure, dans LPet presque complétement, si
elle existe, elle est unique presque surement.

2- La limite en lot, si elle existe, elle est unique en loi.

3- SiVn, X, = a, alors X,, — a.

4-Si X, = X etY, =Y etsi(a,b) € R% alors

aX, +bY, = aX +bY,

X,.Y, = X\,
P(X,#0)=1 L
st n =1, ==

X, X

5- (Xn),>0 est convergente ssi elle est une suite de Cauchy en probabilité, c’est a dire

Tim P (X, — X,| >¢) =0.

m—o0

6- St X, — X, alors g(X,,)) — g (X) pour toute fonction continue g.
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Chapitre 5

Théoremes limites
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Chapitre 6

Vecteurs aléatoirs réels de dimension n

On considere un espace probabilisé (2, A, P) et n variables aléatoires X1, Xo, ..., X,, définies sur
2 a valeurs dans R.

Définition 6.0.1 On appelle vecteur aléatoire réel, de dimmension n, toute application mesu-

rable X = (X1, Xs,..., X,,) de (Q, A, P) dans (R", B(R")).
Proposition 6.0.1 X = (X1, X5, ..., X,,) est un vecteur aléatoire si et seulement si
{we, Xy (w) <t, Xo (W) <to, o, Xy (W) <t} €A, Vi, ta, .t €RL

Remarque 6.0.1 Si X est un vecteur aléatoire (vec.aléa), alors chaque X; est une v.a. Pour tout
1, X; s’appelle la i-eme marginale du vecteur aléatoire X .

Définition 6.0.2 (Loi de probabilité d’un vecteur aléatoire)

La loi de probabilité du vec.aléa. X, notée Px, est la mesure image, sur R", de la probabilité P
par X, c’est a dire, pour tout (A1, As, ..., A,) € (B(R™))"

Py (A1 x Ay x ... x A,) = P(X €A xAyx..xA,)
= P(Xj€eA,Xo€A,,., X, €A,).

Définition 6.0.3 La fonction de répartition Fx du vec.aléa. X est définie pour tout x € R"
comme suit

Fx(z) = P(X <x)
]P(Xl S .Z'l,XQ S T, --~>Xn S iL‘n) , X = (331,.’13'2, 73371)
P (M {Xi < ai}).

Définition 6.0.4 (vecteur aléatoire discret)
X est un vec.aléa. discret, s’il prend ses valeurs dans un ensemble dénombrable. Dans ce cas,

la distribution de X est définie pour tout v € X ()
Py(x)=P(X =2)=P(X;y =21, Xo =29, ... X;)y = 7,,) .« = (21, X2, ..., Tp)

et la loi marginale Py, de X; est définie, pour tout z; € X; () par

IP)XZ- (IL'Z) :]P)(Xlzllfl) = Z Z Z Z PX (331,1’2,...,&7”).

IleXl(Q) CEiEXifl(Q) Ii+1EXi+1(Q) InEXn(Q)
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Définition 6.0.5 Soit X un vecteur aléatoire a valeurs discrétes. Toute fonction discrete est une
loi de probabilité conjointe a condition que les deux propriétés suivantes soient vérifiées :

1-Vx € Rn,Px(I)ZO7
2 — Px(z) = » Y ) P(Xi=a1,Xo=mp,... X, =2,) = 1.
(@)

reX r1 T2 Tn

Définition 6.0.6 2- X est un vec.aléa. continu, s’il existe une fonction borélienne fx : R" — R*,
appelée densité jointe; telle que

Jan [x (@1, 22, .., ) dayds...dxy, = 1.
et VB € B(R"),P({X € B}) = [}, fx (x1, %2, ..., ¥,) dwydws...dx,.

définie la lov de probabilité de X. Et dans ce cas, les densités marginales fx, de X; sont définies
par

in (ZL‘z) = / fX (ZEhl’Q, ,[L’n) d[L‘l...dJZi_ldl’i_H...dCCn.
Rn—1

Remarque 6.0.2 1- X est un vec.aléa discret ssi chaque X; est une v.a.d.
2- 51 X est un vec. aléa. continu, alors chaque X; est une v.a.continue, mais la réciproque n’est
pas vrae.

Définition 6.0.7 (espérance et matrice de covariance)

Soit X = (X1, Xo, ..., X,,) un vec.aléa. tel que Vi =1,2,...,n,X; € L*(Q).

1- l’espérance du vec. X, notée E (X)), est le vecteur des espérances de ces marginales, c’est a
dire

E(X)=(E(X)),E(X2),. ,E(X,)).
2- La matrice de covariance du vec. X est la matrice carrée symétrique définie positive, notée
K (cov (Xi,Xj))ijzl _savec Vi, j=1,...n,
Cov (XZ, X]) =E (XZXJ) —E (Xz) E (XJ) s

ou simplement cov(X),donnée par :

var(Xy)  cov (X1, Xs) . . cov(Xy, X,)
cov (Xo, X7)  war(Xs)
cov(X) =K = . :

cov (X, X1) ) .o var(Xy)
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