Université Mohammed Seddik Benyahia de Jijel
Faculté des sciences exactes et informatique

Département de mathématiques Master 2, Analyse fonctionnelle
Le 17 Janvier 2024

Examen D’Optimisation
Durée : 2h :00

Il est impératif de fournir une justification a chacune des réponses.

Exercice 1.

Soit E' un espace vectoriel normé, E’ son dual topologique et (-,-) leur
produit de dualité. Soit f : E — R U {400} une fonction propre.

Expliquer pourquoi la fonction de Fenchel f* de f est convexe et semi-
continue inférieurement.

Soit x; € E' et a € R. On définie la fonction f : F — R par :

f(x) = (x5, z) + @, pour tout z € E.

1. Montrer que, pour tout z’ € E’

() = {—i—oo st ' # 1)

—a stz = .
2. Montrer que f** = f.

Exercice 2.

Soient E un espace vectoriel normé, £’ son dual topologique et (-,-) leur
produit de dualité. Soient f,g : E — R U {400} deux fonctions propres
convexes.

1. Montrer que si f est Gateaux-différentiable au point zq € dom(f), alors

f est sous-différentiable et Of(zo) = {Vf(zo)}, ot Vf(zo) désigne le
gradient de f au point z.

2. Soit g € E. Montrer que
9 f(zo) + dg(x0) € I(f + g)(20)-

Notre objectif dans la suite est de montrer que l'inclusion est stricte. Pour
cela, on considére les fonctions f,g: R — R U {400} définies par :



+o00 six >0 +o00 si x<0.

f(x)={0 sle <0 g(x):{_ﬁ sioz >0

1. Montrer que les sous-différentiels des fonctions f et g sont donnés par :

{0} siz <0 e S
Of(x) =1 [0,400[ siz=0 et dg(x)= i ( ST
0 siz >0 0 siz <0.

2. Calculer O(f+g)(x) et comparer le résultat avec celui de df (z)+dg(x),
pour tout x € R.

Indication : Notons que pour tout ensemble non vide A C E, A+ 0 = (.

Exercice 3.
Résoudre le probléme de minimisation convexe suivant :

Sujet a
C={(z,y) €R% y? —2 <0 et x+y>0}.

Bon Travail
F. Aliouane
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