Chapitre 1 : Introduction

Chapitre 1
Introduction

1. Objectif

Ce chapitre a pour objectif de présenter un rappel de quelques notions fondamentales sur les
systemes dynamiques et certains outils mathématiques indispensables pour la compréhension du
reste de cours.

2. Définitions

2.1 Systeme

Un systéme est un ensemble d’objets interconnectés dans le but de réaliser une tache spécifique.
Un systéme communique avec I’extérieur par 1’intermédiaire de grandeurs, fonction du temps
appelés signaux.

p1(®)p (1)

w () ) \ L ()
Systeme :
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Fig 1.1 Schéma bloc d’un systéme
Parmi les grandeurs physiques mises en jeu dans un systéme, 1’on peut distinguer :

a) Grandeurs d’entrée (grandeur exogéne): une grandeur d’entrée est une grandeur qui agit
sur le systeme, il en existe deux types :

e Entrées maitrisables (ou simplement entrées u, (t), ..., u,,(t)): excitations externes
appliquées au systeme afin de contrdler 1’évolution des grandeurs de sortie.

e Entrées non maitrisables (perturbations p, (t), ..., p;(t)): grandeurs physiques
imprévisibles pouvant s’opposer a ’action du systeme.

b) Grandeurs de sortie (réponses y; (t), ..., ¥,(t)): grandeurs controlées par I’effet des
entrées.

Avant d’envisager la commande d’un systéme, il est nécessaire d’établir un modele traduisant le
comportement de ce dernier. Modéliser un systéme consiste a élaborer un objet mathématique
reliant ’entrée du systéme a sa sortie permettant de :

1- décrire et prédire le comportement du systeme en réponse a des excitations externes
(entrées), c’est ce qu’on appelle I’étape d analyse.

2- d’étudier et d’appliquer des techniques pour améliorer son comportement (Ses reponses),
c’est ce qu’on appelle 1’étape de synthese ou de conception de la loi de commande.

2.2 Systemes statiques

Ce sont des systemes décrits par des équations algébriques. La réponse de ces systemes a une
excitation extérieure (entrée) est instantanée. Le temps t (variable indépendante) n’intervient pas
dans le fonctionnement de ces systémes.
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Exemple 1.1 : Résistance électrique pure v(t) = Ri(t) = i(t) = %v(t)

v(t)
i(t) ‘
R

Entrée du systeme u(t) = v(t): tension aux bornes de la résistance R.
Sortie du systéme y(t) = i(t) : courant qui traverse la résistance R.

2.3 Systéemes dynamiques

Ce sont des systemes décrits par des équations différentielles. Ces systémes ont une mémoire, c.-
a-d. ont une réponse temporelle qui dépond de I’entrée présente mais également des réponses et/ou
entrées passeés.

Exemple 1.2 : condensateur électrique de capacité C

v(t)

it ¢

Entrée du systeme u(t) = v(t): tension aux bornes du condensateur C.
Sortie du systeme y(t) = q(t) : charge du condensateur. i(t) est ’intensité de courant.

1 (1) =4
v(t) = Cfl(t) de, i(t) =
Alors, laréponse est: q(t) = qo + C v(t)
ol gy = q(t = 0) est la charge du condensateur a I’instant initial.

2.4 Systeme linéaire

Un systeme est dit linéaire si les relations reliant ses entrées et ses sorties peuvent se mettre sous
forme d’un ensemble d’équations différentielles a coefficients constants. Les systémes linéaires se
caractérisent par les deux propriétés suivantes :

e Proportionnalité
Si y(t) est la réponse du systeme a 1’entrée u(t), alors a y(t) est la réponse du systeme a
I’entrée a u(t) , ol « est un scalaire.

u(t) y(t) au(t) - ay(t)
—» Systeme |—» = ——» Systétme |—»

Fig.2 Principe de proportionnalité.

e Additivité ou superposition

Si y;(t) est la réponse du systéme a I’entrée u, (t) et si y,(t)est la réponse du systéme a
I’entrée u,(t) , alors y, (t) + y, (t)est la réponse du systéme a I’entrée u, (t) + u,(t).
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— Systeme |—»

uy (t) + u,(t) - y1(t) + vy, (t)
= — Systeme |—»

u,(t) ¥ (t)
— Systeme |—>

Fig.3 Principe de superposition.

On oppose les systemes linéaires aux systémes non linéaires. Il est a noter qu’aucun systéme
physique n’est strictement linéaire, mais, certains systémes non linéaires peuvent étre considérés
comme linéaires dans une certaine zone de fonctionnement.

2.5 Systeme causal

La causalité signifie « 1°effet ne peut pas précéder la cause ». Le signal d’entrée d’un systéme
représente la cause, et la réponse du systéme représente 1’effet. Ainsi, « un systéme est dit causal si
sa réponse temporelle dépond seulement des valeurs présentes et passées de sa grandeur d’entrée,
c.-a-d., la réponse y(t) a I’instant t dépond seulement des valeurs de I’entrée u(t) ou 7 < t. Ces
systemes sont aussi dits systemes physiquement réalisables.

2.6 Systeme invariant
Un systeme est dit invariant (stationnaire) si la relation entre son entrée et sa sortie est
indépendante du temps t (c.-a-d., les paramétres du systéme sont constants).

A
y(©)

u(t) /\/

g t
entrée N réponse
—>» Systeme |—»

u(t +1) y(t+1)

T t T ?

Fig.4 Comportement d’un systéme invariant.

2.7 Systeme continu / Systeme échantillonné

Un systeme est dit continu si les variations des grandeurs le caractérisant sont des fonctions de
type f(t) ou t est une variable continu (le temps en général). Les systemes continus s’opposent aux
systemes discrets (échantillonnés).
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2.8 Systéme déterministe / Systeme aléatoire

Un systéme est dit déterministe si pour chaque entrée, il n’existe qu’une seule sortie possible.
Dans le cas contraire on dit que le systéme est aléatoire, c.-a-d. pour chaque entrée, il existe
plusieurs sorties possibles, chacune d’elles est affectée a une probabilité.

2.9 Systéeme monovariable /Systtme multivariable

Un systéme est dit monovariable ou SISO (Single Input Sigle Output) s’il posséde une seule
entrée et une seule sortie. Un systeme est dit multivariable ou MIMO (Multiple Input Multiple
Output) s’il possede plusieurs entrées et /ou plusieurs sorties.

uq (t) _ |, y1(t)
uL Systéme _y(ﬁ) u,(t) — Systéme _’ y2(t)
U () ——» - v, (0

@) (b)

Fig.5 Systeme monovariable (a), systeme multivariable (b).

Remarque 1.1: Dans le cadre de ce cours on ne n’intéresse qu’aux systémes linéaires, continus,
invariants, causaux et déterministes.

3. Rappel sur le calcul matriciel

3.1 Matrice

Une matrice de dimensions nxm (notée A,,,) est un tableau de nombres a n lignes et m
colonnes. Les nombres qui composent la matrice (a;, ou i =1..n,j=1..m) sont appelés
éléments ou coefficients de la matrice.

all en alm
Apxm = [aij] =1": ) : (1.2)
Api = Qum
Matrice ligne
Une matrice ligne A,,,,est une matrice ayant une seule ligne et m colonnes.
Agm = [@11 Q1] (1.2)
Matrice colonne
Une matrice colonne A,,,;est une matrice ayant une seule colonne et n lignes.
a1
Apx1 = ¢ (1.3)
an1

Matrice carrée
Une matrice carrée est une matrice qui posséde le méme nombre de lignes et de colonnes (c.-a-d.

n =m).

Diagonale d’une matrice

La diagonale principale (ou simplement la diagonale) d’une matrice est I’ensemble des éléments
a;; de la matrice A.
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Matrice diagonale
Une matrice diagonale est une matrice carrée dont les éléments en dehors de la diagonale
principale sont nuls. Les éléments de la diagonale peuvent étre ou ne pas étre nuls.

Matrice unité (matrice identité)
La matrice unité ou matrice identité est une matrice diagonale ne possédant que des 1 sur la
diagonale (a;; = 1).

3.2 Opérations élémentaires sur les matrices

3.2.1 Addition de deux matrices
On ne peut additionner ou soustraire que deux matrices de méme dimension. Soient deux
matrices A et B de méme dimension.

Addltlon C =A+Bou Cij = al'j + bl]
Soustraction: D = A — B oud;j = a;; — by;

3.2.2 Transposée d’une matrice
On appelle transposée d’une matrice A de dimension nxm la matrice notée A7 de dimension
mxn obtenue en permettant les lignes et les colonnes

aqq A1m
Anxm = [aij] =1: ) : (1.4)
An1 - Apm
La transposée de A est :
all en anl
Apxn = [aji] =1 - : (1.5)
A1m Anm

3.2.3 Multiplication d’une matrice par un scalaire
Le produit d’une matrice par un scalaire est la matrice obtenue en multipliant chaque élément de
la matrice par ce scalaire.

3.2.4 Multiplication de deux matrices
La multiplication de deux matrices A et B n’est possible que si le nombre de colonnes de A est
egal au nombre de lignes de B. La matrice obtenue C est une matrice possédant le méme nombre de
lignes de la matrice A et le méme nombre de colonnes de la matrice B.

Cnxp = Apxm X Bmxp (1.6)
Exemple 1.3 : soient deux matrices A et B.

b11 b12

a1 Q12 g3 €11 €12

Aps = [ ] Bawy = |By1 Dozl , Coxr = [ ]

2x3 aq a, a23 ) 3x2 b21 b22 y LW2X2 Co1 Cos
31 32

€11 = Qq1byq + ai2b21 + ay3b3q, €12 = A11by; + aq13b5; + a13b3;
Cp1 = Ap1b1q + ayybyq + Az3b3y, Cop = Ap1b1p + Ayby; + ay3bs;.
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3.3 Trace d’une matrice
La trace d’une matrice est la somme des ¢léments de la diagonale principale de la matrice

X ay).

3.4 Déterminant d’une matrice d’ordre 2
Soit A une matrice carrée d’ordre 2.

a1 dpo
A= 1.7
[a21 azz] (1.7)
Le déterminant de A noté det(A) se calcule de la maniére suivante :
a;1  app
det(A) = |a21 a22| = Q11032 — A21012 (1.8)

3.5 Mineurs
Le mineur M;; est le déterminant de la matrice obtenue en éliminant la i*™ ligne et la j*™ colonne
de A.

Exemple 1.4 : soit la matrice carrée d’ordre 3.

a1 Q12 Qg3
A =121 Q2 dz3

asz; dzz dazs

M. = |a22 a23| _ |a21 a23| _ |a11 a13|
127 Jaz; aszsl ' 722 7 lag; azzl 1732 7 Az aps
3.6 Cofacteur
Le cofacteur noté D;; d’une matrice A est défini par la relation :
— i+j
D;; = (=D M;; (1.9)

Remarque 1.2 : Nous constatons que le mineur et le cofacteur ont la méme valeur numérique, mais
le signe peut étre différent.

3.7 Déterminant d’une matrice d’ordre n
Soit A une matrice carrée et D;; ses cofacteurs. Le déterminant est obtenu en suivant la methode
suivante :

1- Choisir une ligne ou une colonne de A : pour simplifier les calculs, on choisit la ligne ou la
colonne contenant le plus grand nombre de zéros.

2- Multiplier chaque élément a;; de la ligne ou la colonne choisie par le cofacteur D;;
correspondant

3- Faire la somme de ces résultats.

Exemple 1.4 : Calculer le determinant de la matrice A
a1 Q12 4g3
A= Ia21 az2 azsl

o o a3y 43z dss
En choisissant la premiére ligne :
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det(A) = a;1D11 + ay1 D15 + ay3D13

ap, dAzz a1 Qs a1 Az
= a;, (-1 | a33| + ap, ()12 | a33| + a3 (13 | |

as; asy asz; Qaszz
—a |a22 a23| —a |a21 a23| a |a21 azzl
Hlas, aszz 12laz; asz 13laz; as;

En choisissant la troisiéme colonne :

det(A) = a;3D;3 + ay3Dp3 + az3Ds3

az1 Az a1 QAq2 a1 Qg2
= a;3(-1D3 | | + ay3(=1)%*3 | | +az3(=1)3+ | |

sz Qsp az; dszp Az, Q2
. |a21 azzl —a |a11 a12| a |a11 a12|
B3laz; as 23laz;  as; 33lay;  ap;

Autre méthode pour calculer le déterminant

1- On affecte a chacun des éléments de la matrice un signe +/-.

2- On associe un signe positif a la position de a,;, puis on alterne les signes en se déplacant
horizontalement ou verticalement.

3- On choisit une ligne ou une colonne de A : pour simplifier les calculs, on choisit la ligne ou
la colonne contenant le plus grand nombre de zéros.

4- On multiplie chaque élément a;;de la ligne ou la colonne choisie par son mineur
correspondant.

5- Faire la somme ou la différence de ces résultats selon le signe affecté aux éléments lors de la
deuxiéme étape.

Exemple 1.5 : Calculer det(A).

+ - +
aiq

A= a21_ a22+ a23_
+ +
az1 04z aszs
En choisissant la premiére ligne :

det(A) = a;1My; + a;1 My, + a;3M;3

Az, dAzz

azq a23|
azp; dsz

azy a22|
sy dszz

g |
laz; as;

= aqq | | —dq |
En choisissant la deuxieme colonne :

det(A) = a;3M;3 + ay3My3 + azsMs;s

—a |a21 a23| a |a11 a13|—a |a11 a13|
12laz; ass 22jaz; asz 32lay; a3
3.8 Matrice adjointe (comatrice)
Soit A une matrice carrée d’ordre n.
a;; Az -+ Qn
a a 2
A= 0L (1.10)
Ap1 Ap1i ... Oun
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On appelle matrice ajointe de A, la matrice carrée d’ordre n notée adj(A) définie par :

Dy; Dz - Din
adj(A) = Dfl Dfl - Df” (1.12)
Dnl Dnl Dnn

D;; = (=1)"*/ M;; est le cofacteur de I’¢élément a;;.
3.9 Inverse d’une matrice
Une matrice carrée A de dimension nxn (c.-a-d. d’ordre n) est dite inversible (ou réguliere ou
non singuliere) s’il existe une matrice B d’ordre n appelée matrice inverse de A.
B=A"1 (1.12)

tel que AxB = BxA = I, ou I,, est la matrice identité d’ordre n.

La formule générale de I’inverse d’une matrice est :

_1 _ [adj@1”
ou :
det(A) # 0 est le déterminant de A.
adj(A) est la matrice adjointe de A

3.10 Valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice
Si A est une matrice carrée (n x n) quelconque, les n valeurs propres distincts de A sont
notés A; et sont associées aux n vecteurs propres V; par :

Les valeurs propres de A sont les scalaires tels que:

det(A—AI)=0 (1.15)
ou I est la matrice identité d’ordre 7.

Cette derniére équation fonction de A et de degré n est dite équation caractéristique de A.

Exemple 1.6 : calculer les valeurs et les vecteurs propres de la matrice A

0 1 0
A=11 0 O]
0 1 0
Valeurs propres
A -1 0
det(A—AD=|-1 1 0[=21-1)=0
0 -1 2

/11 = 0,/12 = _1,13 = 1
Vecteurs propres

X1
Avl = /111)1 y Ul = xZ
X3
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0 1 0][* 0 0
1 0 0||¥2|=|0]=2x;=0,x,=0etonpose x, =1=v; = |0
0 1 o0oflxs 0

1
B4
Avy, = v, , vy = }’z]
Y3
0 1 0[N B4
10 0] V2| = — y2]=>}’2=_Y1;3’1=_3’2:J’2=_}’3et0np0593’1=1:J’2=_1')’3=1
0 1 0l Y3

1

>U, = [—1]

1
Z1

Avg = ).31.)3 , U3 = [ZZI
Z3

0 1 0

Zq Zy
10 0‘ [22] = [Zz] =Y =YuY1 =YYz =ysetonposey; =1=y, =1,y; =1
Z3 Z3

0 1 0
1
= U2 = 1
1
3.11 Rang d’une matrice
Le rang d’une matrice A d’ordre n et défini comme étant le nombre de lignes ou de colonnes de
A qui sont linéairement indépendants.

e det(4) # 0 & rang(A4) = n dans ce cas A est dite de rang plein.
e det(4) =0 © rang(4) <n.

4. Exercices

Exercice 01
Soient deux matrices A et B.

1 0 -1 -1 1 0
A= lz 3 —2], B = l 2 1 3 l
0o -1 -1 -4 -2 -6
1- Calculer la trace de A et B.
2- Calculer A+ B ,+B, A — B et AxB.

3- Calculer la transposée de A et B.
4- Calculerlerangde AetB.

Exercice 02
Soient deux matrices 4 et B.

1 -1 1 -1 1 0
Azll 0 —1],B=[2 0 —1]
-1 1 1 0o 1 2

1- Calculer les cofacteur de la matrice A et B..
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2- CalculerA=let B~1.
3- Calculer AA™%et BB™1.
4- Calculerlerang de AetB.

Exercice 03
Soit les deux matrices A et B.
0 1 0
a=[] :21'B=[1 X "]
0 1 0

1- Calculer les valeurs propres de A et B.
2- Calculer les vecteurs propres associés aux valeurs propres de chacune des deux matrices A et
B.
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