Chapitre 3 : Commandabilité et observabilité

Chapitre 3
Commandabilité et observabilité

1. Introduction
En effet, I"utilisation de la représentation d’état suscite deux questions importantes :

1- Est-ce que pour tout couple x, = x(t,) etx; = x(t;), il existe un vecteur de commande
u(t) défini sur lintervalle[ty,t;] permettant de passer de 1’état x, a I’étatx;, c’est le
probleme de commandabilité du systeme.

2- Est-ce que la connaissance de y(t) et de u(t) sur I’intervalle[t,, t;] permet d’obtenir x, =
x(ty), c’est le probléme d’observabilité du systéme.

Ces deux propriétés sont nécessaires que ce soit pour la commande ou il faudra que le systéme soit
commandable, ou pour la synthése d’observateur ou il faudra que le systeme soit observable. Pour
cela, il sera nécessaire de partir d’une représentation d’état minimale (commandable et observable)
en éliminant (du modele) les parties non commandables et non observables & la condition
impérative que celles-ci soient asymptotiquement stables.

2. Cas des systemes monovariables
Considerons un systeme monovariable linéaire et stationnaire représenté par le modéle d’état
suivant :

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t) (3.1)

2.1 Commandabilite

Un systéeme décrit par un modeéle d’état est dit commandable si pour tout état x, du vecteur
d’état, il existe un signal d’entrée u(t) d’énergie finie qui permet au systéme de passer de I’état
initial x, a I’état x, en un temps fini.
Un systeme est dit complétement commandable s’il est commandable a tout point de 1’espace d’état.

Théoréme 1 : Critére de commandabilité de Kalman
Un systéme linéaire est completement commandable si et seulement si: rang[Q.] = n, c-a-d,
Q. est réguliere ou n est I’ordre du systéme (nombre de variables d’état) et
Q.=[B AB A?B .. A" 1B]
est dite matrice de commandabilite.

Exemple 3.1 :
][0 1%, [1
[552]_ 2 ol lo]=®
5 A x B

X
y® =0 [}

C Nt/

"1 oo

Q.=[B 4B 1=, ,|=det@) =20

Le systeme est commandable.
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[Z] - [—02 —13] 2] + [_12]1‘(0

X A X
.
y® =01 0|}
I ——
X

0:.=1B aB1=[", F|=det@) =0

Le systéme n’est pas commandable.

2.2 Observabilité

On dit qu’un état x(t,) est observable, s’il peut étre identifié a partir de la connaissance de
I’entrée u(t) et de la sortie y(t) sur un intervalle de temps fini [, , t;].
Le systéme est dit complétement observable si V X(t,) € a [l’espace d’état, il est possible de
restituer ou identifier sa valeur a partir de la seule connaissance de u(t) et y(t).

Théoréme 2 : Critére d’observabilité de Kalman
Un systeme linéaire est complétement observable si et seulement si : rang[Q,] = n , c-a-d, Q, est

réguliére, ou n est ’ordre du systéme (nombre de variables d’état) et
¢

| CA |

Q = i cA? |

Lean-

C An 1J
est dite matrice d’observabilité.

Exemple 3.2 :

Etudier I’observabilité des deux systémes donnés dans 1’exemple 3.1.

0 = det@) = —2%0.

Premier systéme : Q, = [CCA] - [2 0

. .~ _[C1_M1 O _
Deuxiéme systeme : Q, = [CA] = [0 1] =>det(Q.) =1+ 0.
Les deux systemes sont observables.

Remarque 2.1 :

e La Commandabilité d’un systéme est liée seulement aux matrices A et B.

e L’observabilité d’un systeme est liée seulement aux matrices A et C.

e Si la matrice A est diagonale, le systéme est complétement commandable si tous les
éléments de B sont non nuls. le systeme est complétement observable si tous les éléments de
C sont non nuls.

e |l est possible que : rang[Q.] = r < n, donc, la commandabilité ne se vérifie que pour une
partie du vecteur d’état (r variables d’état). Les r variables d’état sont les variables d’états
commandables du systeme et les n-r variables d’état sont les variables non commandables
du systéme, dans ce cas le systeme est dit partialement commandable et sa commande
consiste a rendre sa partie non commandable inopérante afin de le contrdler entierement via
sa partie commandable. De méme il est possible que rang[Q,] < n, donc I’observabilité ne
se vérifie que pour une partie du vecteur d’état.
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2.3 Commandabilité/observabilité et fonction de transfert
Dans cette partie, on montre la relation entre la fonction de transfert et ces deux propriétés
(commandabilité et observabilité) a travers un exemple. Soit un systéme d’ordre 4 :

Bl =1 0 0 0Py [l

Bl _|o =2 o oflx|, |1
2 ‘[o -3 0Hx3 +[ou®

0 0 —4 Lo

B

0
0 Lr.]
5 ; ;
X1
®O=M1 o 1 o]l*
y _h'__/ x3
C X,

X
A est diagonale, donc :

La variable d’état x, : est commandable et observable (CO)

La variable d’état x, : est commandable et non observable (CNO)

La variable d’état x5 : est non commandable et observable (NCO)

La variable d’état x, : est non commandable et non observable (NCNO)

x1(t) = —x, () +u(t) =>X.(s) =U(s)/(s+1)
X,(t) = =2x,(t) + u(t) 2 X,(s) = U(s)/(s + 2)
x3(t) = —3x5(t) > X;(8)(s+3)=0
x4 (t) = —=3x4(t) > X,()(s+4)=0
y(&) =x,(t) + x3(t) =2 U(s) =x,(5) + x3(s)

Le systeme peut étre décomposé en quatre sous-systemes (CO,CNO, NCO,NCNO) comme :
SS:CO

1 X1 (s)
s+1

U(s) B0 %) Y (s)
—>

s+ 2
SS :NCO
1
s+3
SS :NCNO
1
s+4

A 4

v

X4(s)
—>

Fig.3.1 Différents modes d’un systéme.

On calcule la fonction de transfert :

1
B ol
Y(s) [0 — 0 O0f|y 1
—==C(C(sI-A"'B=[1 0 1 0] sre =
) lo o L ofl0] s+1
s+3 0
[0 0 o ;J

%)
+
£
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Cependant, d’apreés la représentation d’état ce systéme est d’ordre 4, donc, on peut écrire :

Y(s) (s+2)(s+3)(s+4)
UG) (s+1D(s+2)(s+3)(s+4)

Remarque 3.2

e Les modes (p6les) qui se compensent avec des zéros sont les modes non commandales, non
observales ou non commandable et non observables. Donc, un systeme dont la fonction de
transfert possede des zéros qui se compensent avec des pdles est un systeme non
commandable et/ou non observable.

e Un systéeme dont la fonction de transfert a tous ses zéros différents de ses pdles est un
systeme commandable et observable.

e La commandabilité et I’observabilité sont des propriétés structurelles du systéme qui
n’apparaissent pas dans la représentation par fonction de transfert. Donc, la fonction de
transfert est quelques fois insuffisante pour décrire un systéme.

e Un systeme a la fois commandable et observable est dit minimal.

e [’ordre de la représentation d’état n’est pas toujours le méme que celui de la fonction de
transfert. Tout dépend de la commandabilité et de I’observabilité de ce dernier. Lorsqu’il est
complétement commandable et observable, les deux ordres sont égaux.

2.4 Formes canoniques pour les systemes monovariables

En général, on désigne par forme canonique d’un systéme linéaire continu une représentation
d’état dont les matrices A, B et C ont une forme tres simple et par conséquent, possedent un nombre
réduit d’éléments différents de zéro dans leurs structures. Les formes canoniques les plus connues et
utilisées sont : la forme compagne de commandabilié et la forme compagne d’observabilité.
Comme on va le voir plus tard ces deux formes seront tres utiles, quand on étudie le probleme de la
commande et de I’observation.

Soit la fonction de transfert d’un syst¢éme donné, le systéme est supposé commandable et
observable, donc, la fonction de transfert n’admet pas de poles et zéros communs.

Y(s)  bps™+byp_s™ ..+ bis+by  N(5)

G(s) = = ==,
(s) U(s) s+ a,_s" . +a;s+a D(s)

n=m (3.2)

2.4.1 Forme compagne de commandabilité

En effet, si le systeme est commandable, on peut le mettre sous une forme d’état dite forme
compagne de commandabilité.

V(S)Y(S)  byS™ + bp_18™ ...+ bis + by

G = = 3.3
(s) U(s)V(s) s+ a,_s"t L+ as+ag (3:3)
ou V(s) correspond a une variable interne au systeme, telle que :
V(s 1
(s) = — (3.4)
U(s) s*+a,_s™t..+a;s+a
Y(s) m m1
m = bmS + bm_ls e+ bls + bo (3.5)

A partir de (3.4), il vient :
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s"W(s) =U(s)—a,_; s W(s)—-—a,sV(s) —ag V(s) (3.6)
xn(s) x2(8) m

On peut choisir les variables d’état de la fagon suivante :
X1(s) =V(s)
Xa(s) = sV(s) = sX;1(s) = 2, (1) = x,(8)

Xa(5) = SV (S) = SX(8) = oy (8) = %, (0)

On multiplie la derniére équation par s et en utilisant (3.6), on aura :

5X,(8) = U(S) — ap_1Xp(s) — - — a1 X,(s) — apX;(s)
:xn(t) = u(t) - an—lxn(t) -t alxz(t) - a0x1(t)

A partir de (3.5), on obtient :
Y(s) =V(s) (bys™ + bpy_1s™ 1 ...+ bys + by)
Y(s) = binXm1(S) + b1 X (5) . + b1 X5 (5) + boX1(5)
= y(t) = bnXim41(8) + b1 (8) o + byxa(2) + box1 (1)

Ceci conduit a la forme compagne commandable:

X1 0 1 0 . 0 0 Trx,y 0

X, 0 0 1 0 .. 0 I[xz]I |[0]|

=1l O I+ e
: : oo, 0 : :

_.x.n_ __ao _al _az - LER] _an_l_ xn 1

y(t) = [by by by 0 ... 0]

Remarque 3.3

- La matrice d’évolution A contient tous les coefficients (—a;)du dénominateur de la fonction
de transfert en une seule ligne, ce sont les coefficients du polyndme caractéristique (sI —
A) de la matrice A.

- Bien qu’une seule variable d’état x,, soit directement influencée par le signal de commande
(entrée), les autres variables le sont mais indirectement par intégration successive.

Exemple 3.3
Trouver la forme compagne de commandabilité du systeme défini par la fonction de transfert
suivante :

Y(s) 2s*+4s+1

U(s) s3+2s2+S

V(s)Y(s) 2s*+4s+1
U(S)V(s) s3+2s2+s
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V(s) B 1 37
U(s) s3+2s2+s (3.7)
res) =2s2+4s+1
m =258“+4s + (38)
A partir de (3.7), il vient :
s3V(s) =U(s) —2s%V(s) —sV(s)—0 V(s) (3.9)
X3(s) Xa(s) 716
On pose :
X1(s) =V(s)

Xo(s) = sV(s) = sX1(s) = #,(t) = x,(t)
X3(s) = s?V(s) = sX,(s) = x,(t) = x3(¢)
On multiple la derniére équation par S et en utilisant (3.9) :

sX3(s) = sV (s) = U(s) — 2X5(s) — X5(5) = %3(t) = u(t) — 2x3(t) — x,(t)
A partir de (3.8), on obtient :

Y(s) = 252V (s) + 4sV(s) + V(s)
Y(s) = 2x5(s) + 4x,(s) + x,(s)
y(t) = 2x3(t) + 4x,(t) + x,(2)

D’ou la forme compagne commandable:

%1 [0 1 07[*] [0
=10 0o 1 |[x]|+]|o|u®
%] lo -1 —2llx] 1

X1

y(t) =[1 4 2] [xz
X3

2.4.2 Forme compagne d’observabilité

Si le systeme est observable, on peut le mettre sous une forme d’état dite forme compagne
d’observabilité.

Y(s) bps™+by_1s™ 144+ bis+ by
G(s) = = — , n>=>m
U(s) s"+a,_4s" 1+ +as +ag

On divise le numérateur et le dénominateur de la fonction de transfert par s™.

Y(s)  bps™ "+ by s+ o+ bisT + bos™ N(s)
U(s) 14+a, s+ 4+as Tl 4qps™ " D(s)

G(s) =

Y1+ ap_ s+ a;s™r+ags™] = [byps™ ™ + -+ bys™ + bys ™| U(s)

Y(s) = —[ap_1s o+ a;s™ ™+ ags Y (s) + [bys™ ™ + -+ + bys T + bys T U(s)
Y(s) =(..(boU—agY)s™* +b,U—-a,Y)s7t+-)..)+bU—a,Y)st—an,Y)s = )st—a, ;Y)s!
X1(s)

X2(s)

Xm+1(5)

Xm+2(5)

Xn(s)
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On pose :

Y(Ss) = X, (s) = y(t) = x,(t)
X1(s) = [boU(s) — apY(s)]s™ = [boU(s) — apX,,(s)Is™t = #,(t) = —aex,(t) + bou(t)
X,(s) = [X1(s) + byU(s) — a; X, (s)]s™* = %,(t) = x1(t) — a3, (t) + byu(t)

X1 (5) = X (5) + braU(S) — X ()]s S st (6) = X (6) — A () + by (D)

Xim+2(S) = [Xms1(S) — @y Xn(s)]s™?1 = Ami2(t) = X1 (6) — Ay X, (6)
X0 (5) = [Xnr () — @1 Xn(s)]s = 0 (6) = Xpor (8) = X (D)

Ceci conduit a la forme compagne observable:

] 10 0 . 0 —ag]
IXZI [1 0 Po—ay |x:2 b:1
li1=lo 1~ o & Il +p [u®
| 2 | {. . ., 0 _an—2J| 5 m
i) Lo w0 1 —andled |

_xl_

X2

y(t)=1[00..00 1]} :

Exemple 3.4 : Trouver la forme compagne d’observabilité du systeme défini par la fonction de
transfert suivante :

Y(s) 25 +4s+1
U(s) s3+2s2+s

On divise le numérateur et le dénominateur par s3

Y(s) 25 '4+4s7%4573
U(s) 1+2s 1452

Y(S)[1+2s 1+ 572] =[2s7 4+ 4572+ s73]U(s)

Y(s) =—[2s71 +s72]Y(s) + [2s7 1 + 4572 + s73]U(s)
Y(s)==2Y(s)s 1 —Y(s)s™2+2U(s)s 1 +4U(s)s™ 2+ U(s)s™3
Y(s) =[[U(s)st+4U(s)—Y(s)]s"t+2U(s) —2Y(s)]s7?

Xl(s)

Xz(s)

XS(S)
On pose :

Y(s)=X3(s)= = y(®)=x30)
X)) =U(s)s7t=  x(t) = u(d)
Xz (s) = [X1(s) + 4U(s) = X3()Is™" = %,(0) = x,.(8) — x3(t) + 4 u(®)
X3(s) = [X2(s) +2U(s) — 2X3(s)]s™" = #3(t) = x(t) — 2x5(t) + 2u(t)
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D’ou:
X1 0 0 07[* 1
[]1 0 _1] o]+ [4]ue
X3 0 1 -211x3 2
X1
y() =100 1] [xz
X3

2.5 Passage d’une réalisation a ’autre
2.5.1 Changement de base
On peut passer d’une forme d’état a une autre tout simplement par un changement de base dans
I’espace d’état R™. Considérons 1’équation d’état (pour des raisons de lisibilité, on omet la variable
t):
: x=Ax+ Bu
y =Cx

On peut appliquer au vecteur d’état x un changement de repere de sorte a obtenir un nouveau
vecteur d’état ¥. Ainsi, soit le changement de base x = MX ou M est une matrice de rang plein
appelée matrice de passage, il vient :

M'AMX+ M 'Bu

X =

y = CM%

¥ =A%+ Bu
y =Cx

o0 A=M"*AM,B=M"1B, C= CM. Comme il existe une infinité de matrices de passage M
utilisables, il existe aussi une infinité de formes equivalentes qui correspondent toutes a la méme
fonction de transfert. En effet :

G(S)= C(s1—A) B+D= cM(SI—MTAM)"*M~1B + D
= CM(M~*(SI —A) M)"*M~'B + D=C(SI — A)"'B+ D = G(S5)
Remarque 3.4:

- En outre, puisque A = M~*A M , les valeurs propres de la matrice d’état (4 ou A ) sont les
mémes quelle que soit la forme considérée. De ce fait, ce sont toujours les péles de G(S), c-
a-d, les racines du polyndme caractéristigue.

- Le passage d’une forme a une autre peut se révéler utile quand la seconde forme a une forme
particuliére (facilitant les calculs ou montrant certaines caractéristiques du systeme).

2.5.2 Obtention d’une forme compagne de commandabilité

Considérons une représentation d’état quelconque :

x=Ax+ Bu
y = Cx (3.10)
Si le systéme est commandable, on peut le mettre sous forme compagne de commandabilité :

;JFB“ 3.11)

<R
i
e
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tel que :

0 0 1 0 0 |0|

A= o1 S o1B=|l C=1bo byoby 0. 0]
; o0 0]
[—a, % 4o e —Qp_ql 1
x = MX (M matrice carrée de dimension n inversible)
En remplagant x = MX dans (3.10), on aura :
M¥=AMZ+Bu _ X=M*AMX + M 'Bu
y = CM% y = CM%

doud=M"*AM,B=M"'B,C=CM
Calcul de la matrice de passage M

A=MIAM=AM1=M"1A

-0 1 0 .0 0 M) [MT'D)]
0 0 1 0 .. o [IM@] |M@
: ; -9 -..1 .::' 20 M_t(3) = M_j(g) A
0 o 0 1

[—q, ~d&1 ~Q e —Qp_ql _M‘l(n)_ _M‘l(n)_

ou M~1(i) est la ligne i de M, avec : i=1...n.

M~1(2) = M~Y(1)A
M~1(3) = M~1(2)A = M~1(1)A?
M~1(4) = M~1(3)A = M~1(1)A3

M) =M(n-1)A=M1(1)A"1?

—agM™1(1) —a;M71(2) —a;M™1(3) — - — a,_ M1 (n)=M~1(n)A
—aoM1(1) — ;M (1)A — ;M1 (1) A% — - — a,_ M~ (1) A" 1=M~1(1) A"
M (D) [A" + a1 A"+ -+ a;A + agl]=0

=0
(Selon le théoréme de Cayley-Hamilton)

B=M"'B

0 [M” 1(1)] M~1(1)B =0 M 1(1)B=0

I[O]l W 1(2)I Mt(2)B=0 M 1(1)AB =0

loj |M 1(3) |B &  M'3)B=0 & M~1(1)A2B =0

1 1(n) M~'(n)B =1 M-1(1)A™1B =1

M™*(1) [B AB A’B .. A"2B A"'B]=[0 0 .. 0 1]
Qc
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M~ (1)Q.,=[0 0 .. 0 1]=M1(1)= Q;*(n) (n— iémelignede Q;')

Résumé: Calcul de la matrice de passage M vers une forme compagne de commandabilité a
partir d’une forme quelconque
1- Calculer la matrice de Commandabilité Q., si le systeme est commandable, c-a-d |Q.| # 0,
alors, suivre les étapes suivantes :
2- Calculer Q1
3- Mettre M~1(1) = Qz1(n) : cad, 1-iere ligne de M~1= n-ieme ligne de Q!
4- Calculer les autres lignes de M comme suit :

M™1(2) = M1(1)A
M~1(3) = M1 (1)A
M=1(4) = M~ (1) 43

M~1(n) = M—1(1)A"

2.5.3 Obtention d’une forme compagne d’observabilité

Considérons une représentation d’état quelconque :

x=Ax+ Bu
y=C(Cx

Si le systéme est observable, on peut le mettre sous forme compagne observable :

¥=A%+ Bu
y =Cx
tel que :
[0 0 0 —ao | _ZO_
[1 0 Po—ay | !
A=lo 1 0 : I,B=b= , €=[00..001]
| 0 —an_zl m
|—0 . 0 1 _an—1J 0

x = NX (N matrice carrée de dimension n inversible)
En remplacant x = NX dans I’équation d’état et 1’équation de sortie, on aura :

N%¥ = ANX + Bu ¥=N"1AN%+ N~"'Bu
y = CN% y =CNx

douA=N"1AN,B=N"1B,C = CN
2.5.4 Concept de dualité

Il existe une analogie entre les formes compagne commandable et compagne observable, cette
analogie est liée a la notion de dualité. On appellera systémes duaux deux systemes définis
respectivement par les équations :
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Systéme S Systéme S”
x(t) = Ax(t) + Bu(t) x*(t) = ATx*(t) + CTu(t)
y(t) = Cx(t) y*(t) = BTx*(t)

Ces systémes sont tels que :
e Si S est commandable, alors S™ est observable.
e SiSestobservable, S'est commandable.

I1 est donc possible de tester I’observabilité d’un systéme en Vérifiant la commandabilité de systeme
dual.

Résumé : passage d’une forme quelconque vers une forme compagne d’observabilité
1-Soit un systeme S : (4, B, C).
2-Calculer le systeme dual S*: (4* = AT,B* = CT,C* = BT)
3-Calculer la matrice de passage M* (M" _1) pour rendre le systtme S* sous forme compagne
de commandabilité. Le systéme obtenu $*: (4* = (M* ~'A*M* B* = (M* 7'B*,C* = C*M"*)

4-Calculer le systéme dual du systéme $*, le systéme obtenu $: (A = 4*",B = ¢*',¢ = B*")
est sous forme compagne d’observabiliteé.

3. Cas des systemes multivariables
3.1 Commandabilité
Soit un systeme multivariable linéaire representé par le mod¢le d’état suivant :

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

avec : u(t) € R™, y(t) € RP A(nxn), B(nxm), C(pxn) et D(pxm)

Suivant le critere de commandabilité de Kalman, le systeme est commandable si et seulement si
rang[Q.] = n.

Q.=[B AB A?B .. A" 'B]
Ona:B =[by..by]

Q. = [|by by ...by||AbyAD, ... Aby || A2, A%D, ... A%b,| ... |A%"1b,, A% b, ... A" 1h,|]

Dans un systeme multi-entrées (m > 1), la matrice Q. n’est pas carrée (QC((n)x(nxm)), et pour

que le systeme soit commandable, il faudra trouver n vecteurs linéarement indépendants dans Q. en
utilisant la méthode suivante (méthode d’indice de commandabilité).

3.1.1 Indice commandabilité
L’indice de commandabilité¢ (IC) n; relatif a ’entrée u; est le nombre d’états que I’on peut
commander par la seule entrée u;.

a. Choix par lignes
1- On construit le tableau suivant :

b, | b, | bs b,
X X | X X A°
X 0 X X Al
0 0 X

An—l
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2- On remplit le tableau ligne par ligne,

3- On indique les vecteurs linéairement indépendants en mettant une croix (X) dans leurs cellules
correspondantes

4- Une fois un vecteur linéairement dépondant aux vecteurs précédents est trouvé, on met dans sa
cellule un zéro (0). Toutes les cellules se trouvant au-dessous de cette cellule sont laissées vides
car les vecteurs correspondants sont aussi linéairement dépendants.

5- On arréte la procédure dés qu’on trouve n vecteurs linéairement indépendants (n croix dans le
tableau).

6- L’indice de commandabilité n; relatif a ’entrée u; est égal au nombre de croix (X) dans la

colonne b;.

b. Choix par colonnes
Dans ce cas on remplit le tableau colonne par colonne en suivant la méme procédure.

3.1.2 Critére de commandabilité des systemes multivariables
- On calcule les indices de commandabilité n;, (i = 1 ...m).
- Le systeme est dit commandable si Y}, n; = n.
- Dans ce cas, la matrice de commandabilité Q. se reduit & la matrice carrée réguiére suivante :
QC = [|b1 Ab1 ...Anl_lblllbz Abz ...Anz_lbll |bm Abm Anm_lbml]
- On peut decomposer le systeme en m sous-systémes chacun d’ordre n; commandable par u;.
Exemple 3.5 : Soit un systeme a deux entrées :

xl 0 X1 0
x| _ |3 X3 1
X3 o 0 lx3 + 0
X4 0 X4 0

U,

S = N O

0

u
i
1

NO O
[N e Nl

Trouver les indices de commandabilité de u, et u, et tester la commandabilité du systeme.

QC = [b1 bz Abl Abz Azbl Azbz A3b1 A3b2 ]

[b b, Ab, Ab, A’b, A?b, Ah; A%by]
lo 0o 1 0 0 2 7 0 |
&=l1 o o 2 7 0 o 14 |
|l0 0 0 1 2 0 0 4J|
0o 1 2 0 0 4 14 0
Choix par lignes
b, | b,

X | X | A°

X | X | Al

0 A?

A3

Les indices de commandabilité sont : n, = 2, n, = 2.
Ona: Y2 ,n; =4, le systtme est commandable.
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Choix par colonnes

b, | b,
X | X | A
X AL
X A2
0 A3

Les indices de commandabilité sont : n; = 3,n; = 1.
Ona: Y%, n; =4, le systeme est commandable.
3.1.3 Sous espace de commandabilité
Sirang(Q,) =r <n,alorsona:
r états commandables et n — r états non commandables.
Par definition, le sous-espace de commandabilité est compose de r états commandables.

Théoreme : Décomposition canonique d’un systéme non commandable

Si le systéme n’est pas commandable, il existe une matrice T inversible tel que : z = Tx.

[ZNC] [0 Ag] [szc [Bl

y=1[C G [szc]

avec : A, (rxr), A,(rx(n — 1)), A5((n — r)x(n — 1)). z¢ contient les r états commandables et zy,
contient les n — r états non commandables.

Cherchons la fonction de transfert du systeme :

H(S) =C(SI—A)"'B
1 Bl

A= [0 A3]B ]c_c1 C,]

(ST — A1 = [(SI A A8 — 47T~ A
(SI—A3)7"

alors :

H(S) = C1(SI - Al)_lBl
On remargue que la fonction de transfert ne dépend que des pbles de sous-systéme commandable.
3.1.4 Commandabilité de la sortie
On dit que la sortie d’un systéme est commandable, s’il existe une commande admissible qui

peut ramener le systéme d’un état y, a t, a un état y, en un temps fini. Une condition nécessaire et
suffisante est:

rang(Qs) = [C CAB CA*B Ab, ...CA™'B]=p
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ou p est le nombre de sorties du systeme.

3.2 Observabilité

Suivant le critére d’observabilit¢ de Kalman, le systéme est observable si et seulement si
rang[Q,] = n.

— C1 -
Cp Dans un systeme multi-sorties (p > 1), la matrice Q, n’est pas carrée
c,A (Q,((pxn)xn), et pour que le systéme soit observable, il faudra
rCo : trouver n vecteurs linéarement indépendants dans Q, en utilisant la
| ca | CpA méthode suivante (méthode d’indice d’observabilit¢).
Q=| ca* |=| a’
lCA.”_1J c ;42
14
ClAn—l
[cp A"

3.2.1 Indice d’observabilité

L’indice d’observabilité (10) t; relatif a la sortie y; est le nombre d’états que I’on peut observer
en connaissant y; et u. Pour le calcul de I’indice d’observabilité, on suit la méme procédure utilisée
pour le calcul de I’indice de commandabilité en remplagant les b; par les c; dans le tableau.

3.2.2 Critére d’observabilité des systemes multivariables

- On calcule les indices d’observabilité 7;, (i = 1...p).
- Le systeme est dit observable si Zle T, =n.
- Dans ce cas, la matrice d’observabilité Q, se reduit a la matrice carrée réguliere suivante :

1 7
1A
ClA'El—l
C2
c,A

CZATZ—l

Cp
cpA

Tp—1
¢, AP

Exemple 3.6 : Soit un systeme a deux entrées :

X1] [-1 —4 4]y [1 2
X(=1-3 -4 6[le+1 0|u
%3l 1-3 —5 7l fp 1
X1
:[01 o]x
1 3 —2l[
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Trouver les indices d’observabilité de y; et y, et tester ’observabilité du systéme.

— C1 -

0 1 0
€2 |[1 3 —2]|
et |-3 -4 6|
QA |=|4 6 8|
ca2| |=3 -2 6|
_CZAZ_ |~-2 0 4J
Choix par lignes
91 C2

X X | A°

0 0 | At

AZ

Ona:c,A=5c —3c, et c;,A=c;A—cy,+ ¢y, alors:rang(Q,) = 2.
Les indices d’observabilité sont : 7, = 1, 7, = 1.
Y2 . 7; = 2, le systéme n’est observable.
3.2.3 Sous espace d’observabilité
Sirang(Q,) =r <mn,alorsona:
r états observables et n — r états non observables.
Par definition, le sous-espace d’observabilité est composé de r états observables.

Théoreme : Décomposition canonique d’un systéme non observable

Si le systéme n’est pas observable, il existe une matrice T; inversible tel que : z = T x.

[ZNO] i 2+ [z

=16 0]

avec : A;(rxr), A,(rx(n —71)), 4;((n — r)x(n —1)). z, contient les r états observables et zy,
contient les n — r états non observables.

Cherchons la fonction de transfert du systeme :

H(S)=C(SI-A)'B
=C,(SI - A)™'B,

On remarqgue que la fonction de transfert ne dépend que des p6les de sous-systéme observable.

3.3 Décomposition canonique d’un systéme multivariable

L’espace d’état peut étre décomposé en quatre sous-esSpaces Z yo,ZcorZneno et Znco-

1- Z:no contient les états commandables et non observables,

2- Zco contient les états commandables et observables,

3- Zncno contient les états non commandables et non observables,
4- Znco contient les états non commandables et observables.
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Donc, les équations d’état peuvent se mettre sous la forme :

[ZCNO] A11 A12 A13 A14 ZCNO B1
IZCO |= 0 AZZ 0 A24 ZCO + BZ u
| Zneno | 0 0 Az Aszs||Zneno 0
Znco J 0 0 0 Al lZpco 0
Zeno
_ Zco
y=[0 C; 0 (4] 7
NCNO
Znco

H(S) = C,(SI — Ayy) 7 'B,

Les états non commandables et/ou non observables n’apparaissent pas dans la fonction de transfert.

» CNO

v

CO

NCN

NCO J—>

Fig.3.2 Décomposition canonique d’un systéme.

3.4 Formes compagnes (formes canoniques) pour les systemes multivariables

Dans cette section trois décompositions fondamentales seront étudiées :

1. Décomposition en r sous-systemes mono-entrée commandables avec: r < m, ou m est le
nombre d’entrées.

2. Décomposition en m sous-systemes mono-entrée commandables.

3. Décomposition en p sous systémes mono-sortie observables, ou p est le nombre de sorties.

Les deux premicres décompositions ont pour but de mettre sous une forme particuliére 1’ensemble
des matrices A et B et on verra leurs importances dans 1’é¢tude du probléme de commande par retour

d’état. La troisieme decomposition a pour but de simplifier les formes de A et C et sera utilisée dans
le probléme d’observation d’état.

3.4.1 Décomposition en r <m sous systemes mono-entrée commandables

On cherche a décomposer le systeme global de dimension n et possédant m entrées en un
nombre de sous-systemes r avec r < m tel que :

- Chaque sous-systeme soit commandable par une seule entreée,

- lls soient hiérarchisés de telle sorte que :

S, agissesurS,_;.... Sy,
S,_1agissesur S,_,.... Sy,

S, agisse sur S;.
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Il est a noter que les m — r composantes de u soit u* = [u,,; ... u,,]T peuvent éventuellement agir
sur tous les sous-systemes.
On désigne par n; la dimension du sous-systeme i et par X; son vecteur d’état.

U, > fr
> Sr T T T
v I I
Ur-1 S Xy | ! .
> -1 ) I e y
u* T | 1 1
1 1
= Lo =
Uz > S f2 : : 5
S i »>
u L2 vhy -
1 f Sl x1 R

L’équation d’état du sous-systeme S; est donc de la forme :
QLCL' = Aiiii + [Ai,i+1ii+1 .t Airir] + Biu i + B* u*

La quantité entre crochet traduit 1’interaction sur le sous-systeéme S; des sous-systemes S;,;
jusqu’a S, . Donc, les matrices A et B sont sous la forme triangulaire :

r m-—r

~ ~ - —r—

[A11 A1z Axr| by 0 .. 0 By

A~ — |A21 AZZ A I E — 0 bz 0' Bf’zk

li, 4, . 4] 0 0 0 b B

avec .

o 1 0 0 00 .. 0 00 .. 0 0
- : 0 g 0 - H : - N : :
4i=lo 0 1 40 =g 0 . o AU = o| 2= o
~ay —al .. —dh Tl o« N 0 .. 0 1

L’équation caractéristique globale est sous la forme
|s1 - 4| = 1_[|SI—A”|—1_[(5"1+anl St tab)
Maintenant, pour mettre le systéeme sous cette forme (en r sous-systémes mono-entrée et

commandables), il suffit de trouver une matrice de passage réguliére M tel que x = MX.

Détermination de la matrice de passage M
Soit un systeme de dimension n:

x = Ax + Bu
y=Cx

On pose x = MX avec M est une matrice réguliére, alors, il vient :

+ Bu

< R
T
™

=R =

ol:A=M"1AM B=M"1B,C=CM

Ona:A=M1'AM=AM1=M1A
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M est une matrice carrée inversible de dimensin nxn composée de r blocs (M; ,M, ..M, ) et
chaque bloc M; (i = 1...r) contient n; lignes (idem pour M~1)

0o 1 00 0 v 0] 0 w 0] Mt 1
0 0 0 . . . . : n
0 - 0 1 !
|—at —a1 . —al | [« I v x| [MTT(ny) N
[0 o] [0© 1 -0 0 ] [0 e O] | M)
0 0 ~ 0 : : : n2
0 0 0 "'2 0 1
0 e o) [-ad —@ .. —a,zlz_l_ | % T M;1(n,)
0 0 0 0 0 1 .0 0 M;i(l) 4
: 0 0 “~ 0 :
0 w0 0 -0 0 N 0 Tl Nr
L0 w0 0 w 0] —a} —a, —Qp, 1] ,M;l(nr)- il
[ M7 (1) ]
M7t (ny)
Mz (1)
= ' A
M;'(n,)
Mz (D)
M7 (n,)

e Determination des lignes du 1 bloc de M1, c-a-d M{ (i) pour:i=2..n,

Mi1(2) = My (1)A
M;7'(3) = MM (2)A = MM (D) A2

Mit(ng) = M (ng — DA = M7 (DA™
e Determination des lignes du 2™ bloc de M, c-a-d M5 (i) pour:i=2..n,

M;1(2) = M3 (1)A
M;'(3) = My1(2)A = My (1) A2

M;1(ny) = My (ny — DA = My ' (1)A"!
e Determination des lignes du r¢™¢ bloc de M™%, c-a-d M7 (i) pour:i=2..n,

M1(2) = M7 (DA
M;1(3) = My (2)A = M1 (D) A?

Mr_l(nr) = Mr_l(nr - DA = M‘r_l(l)Anr_l
D’une fagon générale, les lignes du i*™¢ bloc de M~ pouri = 2..m;

M7t(2) = M (DA
Mt (3) = MM (2)A = M7 (D A?

Mt (n) = M7y — DA = M7 (DA™
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o Determination de la 1" ligne de chaque bloc de M™%, c-a-d M7 *(1) pour:i=1..n,

Ona:B=M"1B

T m-—r
000 .. 0 ] [M'D]
P : B} s
1 x % .. = Mt (ny)
000 ..0 M;*(1)
Pt : O By|_| b b
0 1 % .. = M3 (ny) by bz g m]
000 ..0 M7 (1)
P : By :
o0 0 .. 1 1 ImMim)l
En développant
r > TLl;T; < " > < m-r >
0 0 0 o' 71 [M*Wb, M{*(Db, ... M{'(Db, MY (Db, |
Do ' B : : : i :
1 *  * *i ' M1_1(n1)b1 M1_1(n1)b2 M1_1(n1)br:- Ml_l(nl)bm
0 0 ; M;'(Db,  My'(Db, .. Mz'(Dby .. My (Db,
P ' B3| _ : : : ; :

0 1 =« *i M;'(np)by M;'(npdb, ... M3*(npb, | .. My (ny)by
00 0 0! M7'(Db,  M'(Db, .. M'(Dby | .. MIL(Dby,
: | By : : : ! :
000 1. -Mr_l(nr)bl Mr_l(nr)bz Mr_l(nr)br:- Mr_l(nr)bm-

Par identification des blocs, on peut écrire :
M;7'(1)b, =0
M;1(2)b, = M7 (1)Ab, =0
Ml_l(n1)b1 =1= M1_1(1)An1_1b1
M;'(1)b, =0
M;1(2)b, = M;'(1)Ab, =0
M;*(ny)b, =1 =M;*(1)A™"'b,
M:71(1)b, = 0
M;*(2)b, = M7 (1)Ab, =0
Mr_l(nr)br =1= Mr_l(l)Anr_lbr
Sous forme compacte :
M7Y(D)[b, Ab, .. Am~lp =0 0 .. 0 1]
M;*(1)[b, Ab, .. A™"1p,1=[0 0 .. 0 1]
M:1(1)[b, Ab, .. Av=lpl=[0 0 .. 0 1]
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Sous forme matricielle :

[M1'(D)]
| M5 (1) |
| : |[b1 Ab, .. Am™'p, b, Ab, .. A™71p, .b, Ab, .. A™lp]=
lM_l(l)J L nZQC: 0,
T
o ..10 .. 0 .. 0 ..0
0 0 0 1 0 .. O
O .. 00 .. 0 .. 0 .. .1
Ce qui donne :
M (1)
|[M1_1(1)1| 10 .. 0 .. 0 ..0
| 2. =0 - 00 .. 1 0 . 0]y
T f |
=11 0 .. 00 .. 0 .. 0 .1
-
On pose :
ql i q1
q;u
-1 — =
QC qn1+n2
(g, ] Lni+ng+-4n,
ni+ Np+...+n;
ni+ N2 !

(M71(D)] M, ' b _IE o |
1 : c
|M2_1(1)| e 1 0 e 0 e 0 i 0 qnl t +.
| 2.7 |=[0 00 1 0 0 : SN
| ' | S : E Qn1+n2 é\‘
L) 0 .. 00 .. 0 ..0 .1 ; 4

L ng+np+- 40, M
d’ou :
Mi_l(l):qai
avec .
i
cri:an
j=1

3.4.1.1 Résume : Décomposition d’un systéme MIMO en r<m sous-systtmes mono-entrée
commandables

Soit un systeme MIMO d’ordre n:
x = Ax + Bu
y =Cx

1. Calculer les indices de commandabilité ny n, ...,n, en utilisant le choix par colonnes.
2. Déterminer la matrice de commandabilité :
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Qc=[b, Ab, .. Anl_lbli b, Ab, .. A™7lp, .. ibr Ab, .. A™71p,]
3. Calculer Q;1
a1
0:* = |2 avec g; 1a i®*™ ligne de Q;*
an

4. Pouri =I...r, on définit :

i
g; = Z le
=1

5. Calculer Mt

Exemple 3.7 Soit le systeme :

X1 -1 0 0 7[*1 1 1
=10 -2 0[[*2|+[-1 ofu®
X3 0 o0 -=-3llxl 1-1 1

Décomposer le systeme en r sous systemes mono-entrée commandables.
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3.4.2 Décomposition du systeme en m sous systémes mono-entrée commandables

Soit le systeme multivariable d’ordre n :
x = Ax + Bu
y =Cx
On veut décomposer ce systéme en m sous systémes mono-entrée commandables ou m = rang(B).
Il est possible de trouver une matrice de passage M tel que x = MX, donc :

X = AX + Bu
y =CXx
aveC:A=M"1*AM,B=M"1B,C = CM.
ou :
0 1 .0 0 0 0 0 0
0 0 ~ 0
0 ) 0 1
—a(l) —ai —a}ll_l | * ok * *
0 0 0 1 0 0
0 0 0
A= 0 '2 0 1 0
* * _a(Z) _al e _a7212_1 | * *
0 0 0 0] 0 1 0 0
: 0 0 0
0 0 0 .m 0 1
* * * * | —aZ)" —a; .. _arr{lm—l__
0 0 O 0
cLE LA
0o O
B = 0 1 * *
0 0 0 0
o 0 .. 0 1l

Détermination de la matrice de passage M

Pour obtenir cette matrice on applique le méme algorithme de la décomposition en r sous-
systemes, le seul changement est dans la construction de la matrice de commandabilité qui se fait
cette fois-ci en suivant le choix par lignes.

3.4.2.1 Résumé : Décomposition d’un systtme multivariable en m sous-systemes mono-
entrée commandables

Soit un systeme mutivariable d’ordre n:
x(t) = Ax + Bu
y(t) = Cx
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Calculer les indices de commandabilité n, n, ..., n,, en utilisant le choix par ligne.
Déterminer la matrice de commandabilité :

Qc=1[by Aby .. A™M7lh ibz Ab, .. A"7lp, ... ibm Ab,, .. A"m71lp ]
Calculer Q;*
q1
Q= q:2 avec g; la i®®™ ligne de Q;*
dn

Pour i =7...m, on définit :

Calculer M1

Calculer M et déterminer : A= M *AM,B=M"1B,C = CMou:

+ Bu

Il
[N
R R

<L R
Il

Exemple 3.8 : Décomposer le systéme de ’exemple précédent en m = 2 sous systéme mono-
entrée commandables.
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3.4.3 Décomposition du systéme p sous systemes mono-sortie observables
Si la décomposition en sous-systéemes commandables est congue dans une optique de commande,
cette nouvelle décomposition est destinée a faciliter le probléeme de la construction du vecteur d’état
et sera a la base de la réalisation des observateurs d’état.

Pour obtenir cette décomposition, on fait appel au principe de dualité :

Décomposition en "p"
sous systemes
commandables

(calcul de M ! etM*) Mol e =k As

S*(4*,B*,C")

Dual
S(4,B,C) — S*(A* = AT,B* =C",C* = BT)
| S ——
systeme initial
Dual . ~ ~ ~ ~ ~ ~
—S§ (A=A",B=C",C=B"T)
Systeme décomposé
en
"p"sous systemes
observables

4. Exercices

Exercice 01 : Soient deux systemes monovariables:

] [-3 0 0 1[*1 1 X1
=10 -1 0 ||*]|+ 3/2]u(t),y=[1 0 1][xz]
il Lo 0 —10llxs 2 X3
%11 [-4 05 0 ][* 0 X1
=0 -1 8]xz+0u,y=[1 0 0][962]
%l Lo o —=3llxs 1 X3

1- Etudier la commandabilité et I’observabilité des deux systémes.

Soit un systeme monovariable :

X1 1 1 2][*% 1 X1
Xl=11 1 O0f|x2|+|0|lu,y=[1 1 0]|*x2
X3 2 0 allXs 0 X3

2- Pour quelle valeur de a le systéme soit non commandable.
3- Le systeme est-il observable pour cette valeur de a.

Exercice 02 : Soit un systéme monovariable :

&1 oMo1 21 [1 X1
%=1 1 of[x|+|oju,y=01 1 o0]|*
] 12 0 1llxs]l 11 X3

1- Etudier la commandabilité et I’observabilité du systéme.
2- Mettre le systeme sous la forme compagne de commandabilité (s’il est commandable).
3- Mettre le systéme sous forme compagne d’observabilité (s’il est observable).
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Exercice 03: Considérons un systéme multivariable:
X1 0 —1 1][*x1] [-1 -1 Xy
Xa| _ 0 -1 of|x 0 1|y . 1 -1 1 01]*
=0 1 0 1||xs|T|o 2 bl =lo o 1 2l|w
X4 1 1 0

X4 1 0 X4
Etudier la commandabilité et I’observabilité du systéme en utilisant les deux méthodes (choix par
lignes et choix par colonnes).

N
=

=

_ O R R
w

Exercice 04:
Considérons un systéeme multivariable:

X1 -1 1 071[* 1 0 ” X1
=2 =2 2|[x]|+]o o[uz],y=[o 1 0]|x
X3 0 1 =3llxs 0 1 X3

1- Décomposer le systéme en r(avec r < m) sous-systemes mono-entrée commandables.
2- Décomposer le systeme en m sous-systéemes mono-entree commandables.

Exercice 05:
Considérons un systeme multivariable:

%] [1 2 3 4][*x] [1 2 3 1
x2=2100xz+012[u1] 21288962
"o o o 1]lxs ooouz’ylzolxs
) 111 -1 20lx] o 0o 1 X4

1- Décomposer le systeme en r(avec r < m) sous-systemes mono-entrée commandables.
2- Décomposer le systeme en m sous-systemes mono-entréee commandables.
3- Décomposer le systeme en p sous-systeme mono-sortie observables.
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