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Chapitre 4
Représentation des systemes multivariables par matrice de transfert

1. Introduction

Dans le cas systémes monovariables, la fonction reliant ’entrée a la sortie est appelée fonction
de transfert. Dans le cas des systémes multivariables, nous avons plusieurs fonctions de transfert
représentant I’effet de chaque entrée sur chaque sortie. L’ensemble de ces fonctions rangées en
tableau constitue la matrice de transfert. Dans ce chapitre, nous montrons les relations de passage
d’une représentation par fonction (matrice) de transfert vers une représentation d’état et vice versa.

2. Cas des systemes monovariables
2.1 Passage de la Représentation d’état vers la fonction de transfert

Le passage de la représentation d’état vers la fonction de transfert n’offre aucune difficulté. Soit
la représentation d’état :
x(t) = Ax(t) + Bu(t) 4.1)
y(t) = Cx(t) + Du(t) '
Posons les conditions initiales nulles (x(t = 0) = 0) et prenons la transformée de Laplace (TL) des
deux équations (4.1), on obtient :

SX(s) = AX(s) + BU(s) 4.2)
Y(s) =CX(s) + DU(s) (4.3)
A partir de (4.2), on peut écrire :
(SI — A)X(s) = BU(s) (4.4)
A partir de (4.3) et (4.4):
Y(s) = C(SI — A)~1BU(s) + DU(s) (4.5)
La fonction de transfert est :
G(s) = % = C(SI—A)'B+D (4.6)

Exemple 4.1 : Montrer que la fonction de transfert du MCC est unique, c.-a-d. calculer la fonction
de transfert en utilisant les deux représentations d’état du MCC (exemples 2.1 et 2.2 donnés dans le
deuxiéme chapitre) :

Premiére représentation du MCC

Ona:Az[_(zl _al] B = [bo] c=[1 0],D=0.
BT ] e I (s )
(sl — A) =[aso s+1a1] - det([ifo SSJ:—rcl;D - (s(sl+ al)-iao)
v(s) [10] 2 Hbo]_ bo _ K

UGis) (s(s+ap)+ay) (s2+a;s+ay) JLs?+ (fL+JR)s + Rf
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Deuxieme représentation du MCC
Ona:A = [_R/L 0 ],B = [16L],c =0 1]

K/]  —f/]
S-l-5 0 ' s-{—Z K ’
[s+§ 0 ]_1 adj iL s+1 : s-jl-B
(SI_A)_1=| —KL f| B ]+R - (+f) +LR)
— s+ ST1 STIINS T
LT T e L, ZARD
V]
s+§ 0 1
[0 1] [Ll
v |7 styllol K
U(s) (S+§) (S+§) " JLs® + (fL +JR)s + Rf

Remarque2.1: A partir de la relation de passage donnée par 1’équation (4.6), on remarque que le
dénominateur de la fonction de transfert n’est autre que le polyndme caractéristique (sI — A) de la
matriceA, donc les pdles du systéme sont les valeurs propres de la matriceA .

2.2 Passage de la fonction de transfert vers la représentation d’état

Comme il vient d’étre mentionné, s’il existe une seule et unique fonction de transfert décrivant
un systéme linéaire, il peut en revanche exister plusieurs représentations d’état dites formes ou
realisations du systeme. Dans cette partie, il est montré comment passer de la fonction de transfert a
plusieurs formes (réalisations) d’état. On se place d’amblée dans le cas le plus fréquent d’un
systéme continu, stationnaire, déterministe et causal.

G(s) =Y N(s) (4.7)

TU(s) sTHap—qs™l..+ais+ag

ou N(s) est le numérateur de la fonction de transfert.

2.2.1 Forme parallele
a) Cas des poles distincts : Dans le cas ou les péles A; (i = 1 ...n) sont distincts, il est facile
de réaliser la décomposition en éléments simples de G(s).

G(S) — @ _ N(s) _ N(s) _ n (L) (48)

U(s)  s™+ap—1s™L.+ais+ag T, (s+4;) T 4=l s+2;
davec .
a;, = lim (S + 4;)G(s)
S--1;

@i
s+

On pose X;(s) = U(s)onaura:

sX;(s) = aq;U(s) — 4;X;(s) (4.9)
A partir de (4.8), il vient
Y(s) = Z (“iu(s)> = X, (5) + X, (5) + - + X, ()

s+ /L'
i=1

En utilisant la transformée inverse de Laplace (TL inverse), on obtient :

x;(t) = au(t) — A;x;(t)
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y() = x1(8) + 22(8) + -+ + x(0)

Ce qui donne la forme suivante :

x4 |[_611 (;L 0 ]| X1 a

¢ 2 : x a

HEI RN G

o T 1 T I

WLl L 0 2P n (4.10)
X1
X

y® =[11..1]|"

le

Une telle forme est dite diagonale car la matrice d’évolution A est diagonale.
Remarque 4.2 :

- Cette forme peut étre modifiée en remplagant le vecteur B par le vecteur CT et le vecteur C par le
vecteur BT, ceci peut étre obtenu en choisissant X;(s) = S% U(s) au lieu de X;(s) = Sz U(s) dans
la relation (4.8).

- La matrice d’état A est diagonale, ses valeurs propres qui sont les pdles du systéme sont les
éléments de la diagonale.

Cette forme est constituée de n blocs élémentaires disposes en paralléle.

% (N x2(0)
/ J a1
4

u(t) % (DN *2(t)

7\
/ J a 7*:/
=z :

%Xy (£) X, (£)

f ‘ On

y(t)

v

_ATL —

Fig.4.1 Forme paralléle de la représentation d’état.

Exemple 4.2 : Trouver la forme d’état parallele du systeme défini par la fonction de transfert

suivante :
Yo _ 1
U(s) - s(s+1)(s+2)

Les pbles sont distincts: 1, =0, 1, = —1, A; = —2, on décompose la fonction de transfert en
éléments simples :
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Y(s 1 a a a
oty 2 YO _ L@, @ o
Uis) s(s+D(s+2) s s+1 s+2

1 1

a, = hmsG(s)— ll_r)rg s s(s+1)(s+2)_§

. ) 1
@ = lim(s+DG() = lim s+ D rrymi7~ 72

. ) 1
o = SILIPZ(S + 2)G(s) = l;lll_z (s+2) SGTDGT2) =3
d’ou

Y(s) 1 1 1
(=05~ 2s 26+ 26+2)

U U U
Y(s) = (s) (s) (s)

2s 2(s+1) 2(s+2)

On pose :X;(s) = UZL? Xo(s) =— ZE'S(:)D, X3(s) = o (S) , alors, il vient :

Y(s) = X1(8) + X5(5) + X3(s) = () = x1(8) + x2(8) + x3(8)

5,05 = S o ,(6) = Su(0)
SHa(5) + Xy () = —%:xz(w = —x0,(0) ~ zu(t)

sX5(s) + 2X;5(s) = %zxg(t) = —2x3(t) + 1u(t)

Sous forme matricielle :

X1] [0 0 0][* 1/2
X=10 —1 0 |[x2|+|-1/2]u(t)
X3 0 0 -2 1/2
X1
y(t)=[111][x2]
X3
Slonposexl(s)—@Xz()—% 3()—
X1 0 O 07[*1 1
x| =[0 -1 0x2+1u(t)
sl lo 0o -2 1
X
1 1 1
t) =[] —= =]|X2
YO =15 ~3 3 [

b) Cas des pbles multiples : Dans ce cas, on obtient la forme quasi diagonale dite forme de
Jordan. Dans un premier temps, pour comprendre ce qui peut étre envisagé dans cette situation, ’on
peut tout simplement considérer une fonction de transfert G(s) ne possédant qu’un seul pdle y de
multiplicité n. on a alors :
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Ys) NG ~o( B
“9 =56 (s+y)”_;((s+y)i)

1 n
aVEC ﬁl Izly (Tl l)' dsn i [(s + )/) G(S)]l
_ U@ . _ U(s)
On pose X,41-i(s) = say) Onaura: Y(s)= Xr.B: ((Sw)i)
. 4. _ U@ .o, _ U@ _ Xn(s)
Pouri = 1: X, (s) = (s+v) Pour i = 2: Xn_l(s) T (s+Y)?2 T (s+Y)

. o, _ U@s) _ Xn-1(8) . _ U _ X0
Pouri = 3: X,,_,(s) = Gy = e Pouri =n:X,(s) = G = )

Y(s)= B (%)J’ & ((sUJEy))Z)J’ T 'Bn((sU-I-(Sy))")

y(t) = Bixa(®) + Boxp_1(®) ++ Brxi(t)

D’une facon générale :

pourj =n i Xp(s) = = ka(6) = =y 2, (0) + u()
pourj = n.— 1: X;(s) = 225 55(6) = =y x(8) + x5, (6)

Ce qui donne la forme quasi diagonale suivante :

P’cl] [—Y 1 0 O]Txﬂ [0]
[, |0 -y 1 & & |[X2] 0]
[:l=1: o — ~ +Ilil+:iu@®
e Lo | o o —plled Lil (4.11)
X1
Y(©) = [Ba Bur - Bil |7
xn

Remarque 4.3 : Dans le cas ou la fonction de transfert possede « p » poles simples A; (i = 1...p) et
un pole multiple y de multiplicité « q », avec « n =p+q », la décomposition en éléments simples
donne :

ves) N(s) \
G(s) = UGs) S"+ap "t tas+a Z (S

i=1

) Zﬁ] ((SU-ESV))J)

avec .
a; = Slir_r}l'(s + 1;)G(s)

da-J

Tl y)qc(s)]]

1
f= Jlim (g —)!

Y(s) _ 1
U(s) (s+1)(s+2)3

La fonction de transfert contient un pdle simple A; = —1 et un pble multiple de multiplicité
trois y = —2, donc, la décomposition en éléments simples de la fonction de transfert donne.
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B Y(s) B 1 aq B1 B- B3
G(s) = UG) G+DGE+23 G+ 1) (s +2) + (s + 2)2 + (s +2)3
avec :
a, = Sl_i)rzll(s + 1)G(s) = Sl_i)rzll(s +1) GIDGF2)? =1
fa = Jim, (s +2°6(s) = lim (s + 2 oy oy — L
8, = lim |Li(s +2)%()]| = lim i[(s +2)3 ! ] — lim i[
27 s522lds ~ so-2]|ds (s+ D(s+2)3]| s--2|dsl(s+1)
7 -1
pa = Jim [ =
B = lim |2 [(s + 2)%6(9)] | = Jim [ ] d _—1]
17 522 _dsz h ds2 (s + 1) s—> 2ds (s+1)2
o 2(s+ 1) 5
i Y 1)4] -
d’ou :
Y(s) 1 1 1 2
Uis) (s+1) (s+2)3 (s+2)? (s+2)
Y(s) = U(s) B U(s) B U(s) B 2U(s)
8= (s+1) (s+2)2 (s+2)? (s+2)
On pose :X,(s) = (Li(zs)) ,X3(s) = (Ugiz X,(s) = (Usz;et X,(s) = f) alors :

Y(s) = X;(5) = X(s) — X3(s) — 2X,(s) = y(t) = x1(t) — x,(t) — x3(t) — 2x,4(t)

= X3(t) = —2x3(t) + x4(¢)

—2x,(t) +x3(t)

X,(s) = %: X4(t) = —2x,4(t) + u(t)
X3(s) = (SU-ISSZ))2 - (SX:-(Si

Xa(s) = (sUJr(Sz))3 - ()S(SJESZ)) = %(0) =
X,(s) = %: %1 (t) = —x1(t) + u(t)

Sous forme matricielle :

o o

ERERE

X1
y®O=[1 -1 -1 —2][4

Dr : N. Bounar

X1 1

X2 0

X3 0 u(t)
—2 X4 1

X2

X4

58



Chapitre 4 : Représentation des systemes multivariables par matrice de transfert

2.2.2 Forme série

Dans ce cas la fonction de transfert peut étre écrite sous forme de produit d’éléments

élémentaires.

RO k . 1 1
VTUE TG+ T GA G T 5+ A4
N (O 1
YO =k G ) " G
On pose :
X,(s) = % X,(s) = ()S(i;sz)),...,Xn(s) = )§+—;)) onaalors :
Y(s) = kX,(s)=>b y(t) = K x,(t)
U
X,(5) = ﬁ: £1(8) = u() — s ()
X
X5(s) = (S:'—(jl)z): X, () = x1(t) — Axx5(t)
Xn(s) = (n__|_1§S)) = J.Cn(t) = xn—l(t) - Anxn(t)
Ceci conduit a la forme :
P’cl] [—/11 0 0 Tr¥1 1
| |1 -4 -l M
[ : 1= ¢ o 5|+|E|u(t)
[:] | : 1 - o0 |l E
le,] Lo o 1 -allx] Lol
-t
y(£) =[0 0..0 K] le
_xn
Cette forme est une cascade de n blocs élémentaires.
u(t) %00 x,(6) %, (t) x5 (£) Xn(t) %, (®)

(4.12)

y(t)

|

Fig.4.2 Forme série de la représentation d’état.

3. Cas des systemes multivariables

3.1 Passage de la Représentation d’état vers la matrice de transfert

Soit la représentation d’état suivante :

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)
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En appliquant la transformée de Laplace aux deux équations, il vient:

sX(s) — X(0) = AX(s) + Bu(s)
Y(s) = CX(s)
Sous forme matricielle :

SI—A B X(s) X(0)
(] | N R e
T(S)
ou:
T(s) : est appelée matrice polynomiale du systeme.
Dans le cas SISO, la fonction de transfert est : F(s) = C(sI — A)~'B
Dans le cas MIMO, la matrice de transfert est :M;,xm)(s) = C(sI — A)™'B

On note m;;(s) I’élément qui relie la sortie i a I’entrée j de la matrice de transfert.

M) =| i |,B=[B,
Mmp1(S) ... Mpm(s)

myi(s) .. Mmyp(s) !
s

alors :
ml-j(s) = Cl'(SI —A)_lB]

— (Tl,Z,...,n,n+_i)/det(SI _ A)

1,2,.nn+j

représente le mineur formé par les eléments des lignes 1,2 ...n,n + i et des colonnes1,2 ...n,n + j
de la matrice T(s).

Exemple 4.4 : Calculer la matrice de transfert du systéeme défini par :

=15 SlEl <0 Lk]

=l 4l
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Remarque 4.4 : 1l existe une deuxiéme méthode de passage (algorithme de Leverrier).

3.2 Passage de la matrice de transfert vers la représentation d’état
3.2.1 Réalisation minimale
3.2.1.1 Méthode de Gilbert
a) Cas des pbles simples : Dans le cas ou tous les pdles de la matrice de transfert sont
simples et réels, Gilbert a proposé une méthode permettant de trouver facilement une réalisation
complétement commandable et observable (réalisation minimale). On note que cette réalisation est
diagonale.

Etant donné la matrice rationnelle M (S) dont les éléments ont un nombre fini de pdles simples.
Ai oui=1..n

On décompose M(S) en éléments simples :

n

M; .

M(s) = ZS — 1 M; = él_)r)r}i(si — A)M(s)
i=

Si le rang n; du pble A; est défini comme étant le rang de M;, c-a-d n; = rang (M;), donc il faut
choisir n; lignes linéairement indépendants factorisant M; alors M(s) admet une représentation
minimale d’ordre n.

n=Yn;telque: A= blocdiag( Ini), M; = C;B;

Exemple 4.5
M(s) =

1 [ s2+6 52+s+4]
s—D(G+1D)(s+2)12s2-7s -2 s?2—-55s-2

Déterminer la forme d’état de cette matrice.
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b) Cas des poles multiples
Lorsque M (S) possede des pdles multiples D(s) = [Ij=;(s — 4;,)™, dans ce cas :

r ni—1 M
M(s) = Z Z —
i=1 =0 (s = A)m)

La méthode précédente s’applique, mais conduit en général a une réalisation non minimale.

3.2.2 Réalisation sous forme canonique de commandabilité

Etape 1: Déterminer le dénominateur commun de chaque colonne D,(s), D,(s), ..., D,,(s) et
écrire M(s) sous la forme :

[Nn(s) N1m(5)]
| Di(s) ™ Dp(s) |
M(s) =| : | =N(G)D(s)
| Ny (s) Ny ($) |
1D,G5) ™ D) |
ou
Ni1(s) .. Nim(s)
: : et D(s) = diag[D:(s) .. Dy(s)]
Npi(s) ... Npp(s)
Etape 2 :D;(s) = s™ + a;'li_ls"i‘1 + - +als+a} i=1...m

n; est I'indice de commandabilité de u;

|r
D;(S) = s™ + [abal ... afli_l]ll §2
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Etape 3:
Sy 0
N(s)=Csous =
0 Sm
Etape 4 :
[0 1 0 0
| O 0 1 P
A =diag[A;(s) .. Ap(s)]avec4; =| : : 0 |
lo o 1|
l-a} —ai .. —ah_dl
0
B = diag[b, .. by]avec b; = 0
1
Exemple 4.6: Soit la matrice de transfert :
1 2
_| s s+1
MG = q 1
s+2 s+2

Trouver une réalisation sous forme canonique de commandabilité.
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3.2.3 Réalisation sous forme canonique d’observabilité

Etape 1 : Déterminer le dénominateur commun de chaque ligne D, (s), D,(s), ..., D,,(s) et écrire
M (s) sous la forme :

[N11(s) Nim(5)]
| Di(s) T Di(s) |
M(s)=| i |=DTM(s)N(s)
INpl(S) Npm(s)l
[Dn(s) ™ Dy(s) |
ou
Ni1(s) ... Nip(s)
: et D(s) = diag[D1(s) ... D,(s)]
Npl(s) Npm(s)
Etape 2 :D;(s) = s" + aii_ls”‘1 + - +als +a} i=1...p

7; est I’indice d’observabilité de y;

M1

o o os

Di(s) = s + [abal ... aéi_l]I s2 |

I_ST£—1J

Si
Etape 3 :
N(s) = sB
51 0
s = diag|sT spy] =
0 sy
Etape 4 :
[0 0 0 .. —a)]
I 10 0 —ai i
A =diag[A,(s) .. Ap(s)]avecA; = lo 1 0 |
. .. 1 J
0 0 1 —ag
C = diag[¢1 - Cplavec ¢;=[0 .. 0 1]
Exemple 4.7 Soit la matrice de transfert :
1 2
M(S) — S s+1
1 1
s+2 s+2
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Trouver une réalisation sous forme canonique d’observabilité.

4. Exercices

Exercice 01

Calculer la fonction de transfert des trois systemes monovariables définis par :

. —1 1 0
=7 _2]x+[1]u
y=1[1 0]x

[1 1 —1]
x=14 3 O0]|x+

[—2 1 101

[0 1 0]
x=11 0 1 |x+

0 —1 -—-21
y=[1 0 0]x
Exercice 02

Ssaros

Trouver une représentation d’état pour chacun des trois systémes monovariables définis :
3s2+2s+1 1 4

H,(s) =

Exercice 03

(s+3)(s+4)(s+5)’

Hy(s) =

Hi(s) =

(s+1)(s+2)% (s+1)(s+2)(s+3)

Calculer la matrice de transfert du systéme multivariable défini par :
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-1 0 0 1 0
5c=[1 -2 0 |x+]0 1]u
-1 0 -3 0 o0
=[O 0 1x
Y=l1 0 o

Exercice 04

Déterminer la forme d’état de cette matrice de transfert :

1 2 2
M _ s“+6 s“+s+4
(s (s—D(s+1)(s+2) [252—75—2 52—55—2]

Exercice 05

Soit un systeme multivariable défini par la matrice de transfert suivante:

1 2
1

M) =| 3 SJ{
s+2 s+2

1- Déterminer la réalisation sous forme canonique de commandabilite.
2- Déterminer la réalisation sous forme canonique d’observabilite.
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